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I. 


Beitrage  zur  Anwendung  der  Dreiteilung 
der   elliptischen  Functionen  auf  die  Theorie  d 
Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung. 

Von 

Loais  HeNie. 


§1. 


Als  EiBleitiuig  sei  es  mir  gestattet,  ausgehend  von  den  tob 
Herrn  Prof.  H.  Weber  in  seiner  Yorlesong  „Ober  die  Theorie  der 
elUptischen  Functionen*^  dngefthrten  ^Functionen  erstens  die  Drei- 
teflongsgleichnng  nnd  xw^tens  das  Additicmstheorem  der  elliptischen 
Functionen  in  der  Hennite*schen  Form  kurs  herxuleiten. 

Herr  Prof.  Weber,  dem  ich  durch  die  mir  vielfach  gebotene  An- 
regung bei  meinen  Studien  ohnehin  lu  grossem  Danke  yerpftichtet 
Un,  hat  mir  auch  gfttigsl  gestattet,  das,  was  ich  zur  Torli^ienden 
Arbeit  aus  seinen  Vorlerangen  entnommai  hatte,  zu  verOffentlidieB. 

Ich  gehe  von  folgender  Definitionsgleichung  aus: 

M")  -  *i  .»*-(-+l)'*«'<-+D('+i) 

wo  m  wie  nachher  stets  die  laufende  Zahl  der  Reihe  bedeutet    Es  folgt 


,4.+i^  _ 


ni§'9 


^f  ♦#'.*+*'(») 


ferner 


■  zt!  BtiirSgt  lur  AHiBttitluiy  der  Drtitnlung  der  ellipl.  FimcliOH' 

ä.tuW  -  »fiW,    »,M>M  -  (-»«»mW 

■}  —  £e 
2)  -  »mW,     »„(.+  «.)--.-"—'»'•»„(.) 

■2)  -  *„(tl),       #„(0+0,) 9-«*— «»'»»„(p) 

■2)  -  ♦«(•■),     »«("+  »)  -  .-«— '"'■».oW 
■2)  -  »,.W,     »,.("+«■)  -  .-"'"-»""»,.(1,) 

»«,   »«(")  -  »,0,   »..W  -  ».„   e„W  -  0 
»«•»■.■W  -  »»■»üiV)-»»'»„'W 
»«'»»■W  -  »«'*«■(•)  -  »,.'»„'W 


\      »„'  »„■W;'  \      e«'  »„VW 


?W»i.'W 

las  AdditiODStheorem  des  Quotienten  zweier  »-Fnnc- 
beiden  Argumente  t,  und  u,  dargestellt  dntvb 

«0  _  »i»(»)»i«M»i,(»l»«M4-»oo(«')»i.W»iiW'^;^?^ 
»)  ~  #.■■(»)»„ V)-»,i'ti>)»„'(") 

_  »■.(»)»..(»)»,»(»)».iM-»iiM».oW»iiO-)»m(») 

».,'M9.i'M-»,i'W»„» 

_  »m(i'1»..M»(.(»)»..M-».i(»1»..Ii')»iiM»iiiI«-) 

~  »„'(")»„'(")-»„"(")»„■<«•) 

ei  Qloichnngcn  erhalten  wir,  wenn  wir  v:=  te  setzen, 

das  doppelte  Aigumeot,   nnd  nnter  BCDntznng  dieser 

D  wir  10  =  2t<  setzen,  nacb  AnsfOhmng  der  Rechnnng 

jleichnugen: 


,3-4 


»«.M-»!.'  »ii'W 


+  8i 


ii'W  _  »ijW 

,i'M       »n» 


,"W 


■  »..■(»)  "^»m'M" 


»n'W  ,    ,  »o.'+»io'  »i.*'»)  ' 


.  »!.'  »i.'W  I  »n'W 
»*,'  »(.i''W"'"»o,''W 


'w+* »« 


auf  dit  Thtorit  dtr   Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung.  3 

Dnrch  diese  Gleicbnngen  sind  die  Quotienten  je  zweier  »-Functionen 
des  dreifachen  Argumentes  ausgedrückt  durch  die  Quotienten  je  zweier 
»-Functionen  des  ein&chen  Argumentes. 

Diese  Quotienten  der  »-Functionen  stehen  nun  mit  den  ellipti- 
schen Functionen  sin  am,  cos  am,  4  am,  wofttr  wir  abkflrzend  schreiben 
werden  »,  e,  ö,  wenn  wir 

ß 


J  Vd-f4«)(i-*V*)'  •/  Vd-fti'Ki-t'V'') 


(5) 


0 

setzen,  in  folgender  Beziehung 

_  ^  »ll(f)  ,  .  »Ol  »loO^  ,   . 

»10  »«(f)  ^  '^' '        »10  »o,<'')  °°  "^"^ 

(6) 

Fohren  wir  diese  Zeichen  ein  und  setzen  wir  t«  ==  01  so  erhalten  wir 
aus  (4)  die  allgemeine  Dreiteilungsgleichung  in  der  bekannten  Form 

•"' -d) '~"'r'^^^"'"'f f#^  „, 

V3>'  1  -6*«.*(^)  +«»(1  -f  *«)  .«(y  -  3ifc«*»g) 

Wir  gehen  nunmehr  über  zur  Ableitung  des  Additionstheorems 
der  elliptischen  Functionen  in  der  Hcrmite'schenForm^),  und  setzen 
zu  diesem  Zwecke 

0 

+  »io(«')»ooW"^'2«»ii''"(«')»oi*"-""-'W 

0 


1)  Hermitc,  Ueborticht  d.  Theorie  d.  elliptischen  Eanctioncn.  1 863.  (Obers. 
T.  Kataot).  —  Clebsch,  Vorles.  über  Geometrie.  Herausg.  r.  Lindemann.  1876. 
pftg.  605  ffi 

1* 
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Es  folgt  dann  aas  (1) 

Definiren  wir  ferner  durch 

X(v)  —  ^ii(»— vi)^ii(» — fj)  ...  ^n(»  — »2«+i) 

eine  Fnnction  von  »,  deren  Verschwindungswerte  nach  (2)  t7|,  vj,  ... 
V2M+1  sind,  so  erhalten  wir  unter  der  Annahme  der  Gleichung 

jf(„-{-2)  «  Jr(v),     jrCv+co)  «— «-(3»+i)(««>-+2«*')Jf(ü) 
Wir  können  daher  hei  passender  Bestimmung  der  pm  nnd  qm 

setzen,  wo  A  eine  Constante  bedeutet.  Führen  wir  nun  zwei  neue 
Functionen  q>(v)  und  fpi(v)  durch  die  Gleichungen 

ein,  wo  (DjC»)  =— <P( — v)  ist,  so  erhalten  wir 

Hieraus  folgt  nach  den  Formeln  (2)  fOr  v  =  0 

Da  nun  v^  ...  v2m4>i  die  Verschwindungswerte  von  X(v)  sind,  sind  sie 
das  auch  von  <P(v),  also  auch  von.  g)(v),  also  auch  von  <p(v).<pi(v). 
Nehmen  wir  femer  in  dem  Ausdruck  für  <)(>(«). <P](v}  die  Factoren  in 
die  Summenzeichen  hinein  und  berücksichtigen  (3),  so  ist  sofort  er- 
sichtlich,  dass  g>(v),(pi(v)  eine  Function  ist,   welche  nach  Potenzen 

von  snF"\  geordnet  werden  kann  und  vom  Grade  2n-4-l  ist    Wir 

können  sie  daher,  wenn  wir  den  Coefficienten  der  höchsten  Potenz 
gleich  1  annehmen,  in  die  Form  schreiben 

Hieraus  folgt  für  v  »  0 
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Wenn  wir  in  dieser  Gleichung  gemäss  obiger  Relation 

setzen  und  bei  dem  Wurzelziehen  ans  beiden  Seiten  ans  einem  leicht 
einzusehenden  Omnde  das  positive  Zeichen  nnr  berttcksichtigeu,  so 
wird 


(8) 


Wir  haben  femer,  da  p»  »  1  angenommen  war, 


stimmt,    so  erhalten  wir,  wenn  wir  noch  dnrch  den  Factor  ^  ,. 


Setzen  wir  hierin  v  =  vt,  wo  %  die  Werte  1,  2,  ...  2n  hat,  und  be- 
rücksichtigen wir,   dass  sich  für  r^ «—  0  der  Wert  von  ^o  •=-  0  be- 

dividiren,  folgendes  Oleichnngssystem: 

(10) 

i  —  1,  2,  ...  2n 

In  den  Formeln  (8),  (9),  (10)  ist  aber  das  Additionstheorem  in  der 
Hermite'schen  Form  schon  enthalten.  Setzen  wir  nämlich  vsim  —  0, 
so  haben  wir  folgende  Gleichungen: 

y(0)      ^ii(Pi+'"+^H-i) 

0    " '^oi(»i+ ... +«^-i)  (^^) 


•'"^oi^-Ht^.) 


t  =  l,  2,  ...  2n— 1 


Die  letzte  Gleichung  von  (11)  repräsentirt  ein  System  von  2n—  1 
Gleichungen,  ans  denen  sich  die  2n— 1  Unbekannten  pm  und  q^ 
nach  den  bekannten  Regeln  der  Determinantentheorie  bestimmen 
lassen.    Die  Werte  von  pm  und  qm  setzen  wir  in  die  zweite  Gleichung 
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von  (11)  ein  and  lassen  dann  in  ihr  v  =  0  werden.  Dadorch  erhalten 
wir  linker  Hand  ^^  nnd  somit  mit  Hilfe  der  ersten  Qleichnng  von 

(11)  eine  Formel  fQr  das  Additionstheorem  des  Quotienten  ^r^^  für 

eine  angerade  Anzahl  der  Argumente  vi.  Der  Uehergang  von  den 
^-Functionen  auf  die  gehräuchlichen  Functionen  «,  c,  6  geschieht 
durch  die  Formeln  (6). 

Uns   interessirt  im  Folgenden  hauptsächlich  der   Fall   n  »  2. 
Die  Constanten  p^^  p^^  q^  bestimmen  sich  aus  den  drei  Gleichungen 

»  =  1,2,3 

Setzen  wir  die  Werte  von  p^y  pj,  q^  in  die  zweite  Oleichung  (11)  ein 
und  lassen  v  »  0  werden,  so  erhalten  wir  unter  Berücksichtigung 
der  ersten  Oleichung  (11)  eine  Formel  für 

^oiK+^'f+t^) 

von  der  wir  mit  Hilfe  von  (5)  und  (6),  wenn  wir  den  t^^,  t^^,  v^  die 
Argumentwerte  uj,  u^/  u^  entsprechen  lassen,  leicht  auf  die  bekannte 
Form  kommen: 

«^(«*i)    «(t*i)    c(Ui)ö(t^) 

m(.i  ^^JL,^\  »  ^^^^a)    *(«s)    g(«s)^(«s)  ns^ 

'K  +  t^+t^)  -  u«(t^)      1 t(u,)c(i^)J(u,)  <^2) 

**(ws)      1        *(t«»)^ti,)J(ti,) 

*«(%)         1  *(tls)<?(t*8)*W 

Es  zieht  daher  die  Bedingung,  dass  der  Ztiiler  verschwinden  soll, 
die  Folge  nach  sich,  dass 

oder 

t4  +1*,+ tt3  =  0     (mod  4Ä,  AiK')  (13) 

ist.  Ich  schliesse  mit  diesem  wichtigen  Hermite'schen  Satze  die  ein- 
leitenden Betrachtungen. 


§  2. 

Die  Behandlung  des  Problemes  der  Wendepunkte  einer  zwei- 
teiligen Curve  dritter  Ordnung  mit  Hilfe  der  Dreiteilung  der  ellipti- 
schen Functionen  unter  Zugrundelegung  der  Normalform 


amf  dk  Theorie  der   Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung.  ^ 

F=  ysVi-y»(yt-yi)(yf- *Vi)  -  o  (14) 

ist  bisher  am  weitesten  geführt  worden  in  den  von  Lindemann  her- 
ausgegebenen  „Yoriesungen  über  Geometrie"  Ton  Glebsch  (pag.  602 
bis  609).    Fftr  diese  Normalform  ^)  ist  der  eine  Eckpunkt  des  Coor- 

dinatendreiecks  y^  ~  ^  gleichzeitig  ein  Wendepunkt,  der  mithin  als 

bekannt  Torausgesetzt  wird,  s^i=^0  seine  Wendetangente;  die  drei 
Geraden 

yi  —  0,  yt— yi  —  0,   yj  —  *V  —  0 

sind  die  vom  Wendepunkt  |  ^  ^  q  &n  die  Curve  zu  ziehenden  Tan- 
genten; ys""^  ^8^  di^  harmonische  Polare.  Die  drei  Seiten  des 
Coordinatendreiecks  sind  also 

Wendetangente  yi=0,  Tangente  2^s=0,  harmonische  Polare  ^$=0. 
Ir*,  das  Doppelverh&ltniss  der  vier  Tangenten 

Vi  —  0,    y,  «  0,    yg— yi  —  0,    yi  — *Vi  —  0 

ist  redl  und  genügt  der  Ungleichung 

0<Ä?«<1 
D^  Gleichung  F  =  0  wird  genügt  durch 

Qlfi  —  «'(«)>    QVt  —  «Wi     QVs  —  c{u)d(u)  (16) 

und  es  sind  daher  dadurch  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Curve 
F=  0  als  elliptische  Functionen  eines  Parameters  dargestellt  Be- 
zeichnen wir  nun  die  Coordinatenwerte  von  drei  Punkten  der  Curve 

durch 

pV,    9'y\    fTyr     (t  =  l,  2,  3) 

und  entsprechend  die  Parameter  mit  y^u^u^^  so  muss,  wenn  die  drei 
Punkte  auf  einer  Geraden  liegen  sollen 


yi  yt  y^ 

yi"  y."  y/' 

u     10  10 

Vi  y%  y% 


-0 


oder  nach  (15),  (12)  und  (13) 

«*i  +»s +«»  =  0    (mod  4ä;  4tÄ") 


1)  VergL  Clebtcb  n.  Gordaii,  Theorie  d.  Aberscben  Fanctionen,  Leiptig 
1S€6,  pag.  7S,  und  Hamack,  Mmthem.  Aniia]«ii,  Bd.  9,  pag.  7  fL 
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sein.    Als  Bedingung  für  einen  Wendepunkt  ergiebt  sich  daher,  wenn 
wir  1*1  «»  1«,  «=»  ti8  «  M  setzen, 

3a»  =  0  (mod  4ir,  4»JC')    oder    0  -  ^^+^'^  ^e) 

Dadurch,  dass  wir  hierin  m  und  n  die  Werte 

00  Ol  02 
10  11  12 
20    21    22 

zuerteilen,  gewinnen  wir  die  Parameterwerte  der  nenn  Wendepunkte 
der  Curve  in  der  Form: 


0 


4aK'  8tJC' 


3  3 

3  3  3 

Sir  8ir+4tÄ"    8jr+8tir' 


Setzen  wir  diese  Argumentwerte  f ür  tt  in  die  Gleichungen  (15)  ein, 
so  erhalten  wir  die  Coordinatenwerte  sämmtlicher  neun  Wendepunkte. 
Die  Bestimmung  dieser  Coordinatenwerte  soll  nunmehr 
der  Untersuchungsgegenstand  des  Folgenden  sein. 

Berücksichtigen  wir,  dass  die  Functionen  «(u),  c(u),  d(u),  welche 
einzig  und  allein  in  den  Formeln  für  die  Coordinatenwerte  vorkom- 
men, die  Perioden  AK  und  4tiK'  haben,  so  können  wir  das  obige 
System  der  Argumentwerte  auch  in  die  Form 

4dK'  AiK' 


(17) 


u 

3 

3 

4Z 
3 

AK^AiK' 
3 

AK^AiK' 
3 

AK 
3 

AK'-'AiK' 
3 

AK+AiK' 
3 

schreiben  und  sehen  also,  dasa  je  zwei  von  den  von  Null  verschie- 
denen Argumentwerten  einander  gleich  sind,  aber  entg^engesetztes 
Zeichen  haben.  Dann  lautet  aber  das  System  der  Coordinatenwerte 
der  neun  Wendepunkte  der  Curve  F»  0  folgendermassen: 

^,y,(»)  -  ,(„)  (18) 

Qky^*"^  «-»  c(w)J(ai) 


. 


r 

i 

I 

I 


. 
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WO  m  einen  der  Werte  tod  (17)  bedeutet.  In  der  obigen  Gleichong 
der  Cnnre  dritter  Ordnimg  sind  nns  jedoch  nicht  die  elliptischen 
Fsnctionen  obiger  Aigunente  gegeben,  sondern  es  ist  als  bekannt 
Toraosgesetzt  das  DoppelTcrhAltniss  i^,  der  zn  diesen  Functionen 
gehörige  ModoL  Wenn  wir  daher  die  Coordinatenwerte  der  Wende- 
punkte dnrch  gegebene  Grössen  bestimmen  wollen,  wird  es  unsere 
Aufgabe  sein,  die  eDiptischen  Functionen  obiger  Argumente  aussu- 
drttckeii  durch  l^  oder  wenigstens  solche  Grössen,  welche  aus  Jb* 
berechenbar  sind.  Zu  diesem  Zwecke  kann  man  sich  zweier  Wege 
bediraen.  Man  benutzt  entweder  die  unendlichen  Summen  oder 
Productformeln  fOr  die  elliptischen  Functionen  und  erhält  dann  für 
die  Coordinatenwerte  unendliche  Summen  oder  Producte,  oder  man 
bedient  sich  der  Wurzeln  der  speciellen  Dreiteilungsgleichung  und 
erhält  fär  die  Coordinatenwerte  geschlossene,  aber  irrationale  Aus- 
drficke.    Beide  Wege  werden  im  Folgenden  eingeschlagen  werden. 

Durch  eine  der  soeben  gegebenen  ganz  analoge  Behandlungs- 
weise  ist  das  Problem  der  Wendepunkte  der  einteiligen  Curve  dritter 
Ordnung  auch  auf  die  Dreiteilung  der  elliptischen  Functionen  zurück- 
geführt  worden  von  Hamack  (Math.  Ann.  Bd.  9.  pag.  19).  Es  tritt 
die  Normalfonn 

auf,  wo  Jb*  =     I  ^  ist,   also  einen  complex  imaginären  Wert  hat. 

Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  einer  solchen  Curve  sind, 
wenn  u  einen  ganz  beliebigen  Parameter  bedeutet, 

und  daher  die  Coordinatenwerte  der  neun  Wendepunkte  in  der  Form 

pAyf^>  —  #(») 

esithalten,  wo  o  einen  der  Werte  aus  (17)  bedeutet.  Da  nun  aber 
auch  die  einteilige  Corve  dritter  Ordnung  reelle  Wendepunkte  hat, 
ist  es  notwendig,  das  Imaginäre  auch  wirklich  aus  den  Coordinaten- 
werten  herautzuscbaffen.  Der  Fall  der  einteiligen  Curve  unterscheidet 
iidi  aber  vom  dem  vorliergehenden  noch  dadurch,  dass  zu  den  in 
den  Coordinatenwert»  vorkommenden,  elliptischen  Functionen  ein 
imaginärer  Modal  gehört  Fflr  einen  solchen  Modul  gelten  aber 
ohne  weitere»  sieht  alle  im  Folgenden  angewendeten  Formeln.  Ich 
ttberiasse  daher  die  ümtersvchung  des  Falles  der  einteiligen  Curve 
aner  späterea  Arbeit 
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§3. 

Für  den  Fall  einer  zweiteiligen  Carve  dritter  Ordnung  ist  das 
Doppelverhältniss  k^  reell  und  genügt  der  Ungleichung  0  -<  **  <  1. 
Unsere  Aufgabe  ist  zunächst,  die  Coordinatenwerte  der  Wendepunkte 
durch  k^  oder  durch  Grössen,  welche  aus  k'^  berechenbar  sind,  aus- 
zudrücken. Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  aus  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen  folgende  Formeln  als  bekannt  voraus: 

jfcS  +  Ä;'«  =  1 

Iq.lq^^  n^    Oder    logg.loggi  —  (wloge)* 

«(tt)  —  8in  öy  g  1   1 V^  )    zr 

2K  ,  \  1+3»  /    i_2g«-ico8  5+3«-2 


1  _  ,8*-l^y»       1  +  2««  COS  -g:  +  g« 

2g»-»  COS  ^  +  3*»-« 


««ft/l-g»-lV      ^-"-^«"«"»If 

*  ^^  1— 2o»-»C0S-=r 


K 


1  _  o2*-ix»  1  +  2fl"-'  cos  -^  +  ««-2 


„  /i  —  g3*-i\  «  x-r^a        "'°j: 
^^^+«^^>'    1-20»- cos  ^- 


222A-1  cos  -gT  +  g**-2 

Diese  Formeln  gelten  für  einen  reellen  Modul  k  und  für  ein  reelles 
Argument  u.  Um  sie  in  Formeln  für  den  Modul  k'  umzuformen, 
haben  wir  JT  in  K\  K'  in  JT,  und  da 


ist,  g  in  gx  tibergehen  zu  lassen.  Wir  erhalten  dann  «(u,  k%  c(u,  A;'), 
d(t»,  A;')  ausgedrückt  durch  ganz  analoge  Formeln  wie  «(u),  c(«),  j(u), 
nur  dass  in  ihnen  statt  K,  K%  q  steht  K\  JT,  g|.  Aus  der  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  sind  femer  bekannt  die  Formeln 


i->^' 


,««*** 


«»««* 


..< 


ZTJ-— .^ 


.-J-  ^  5 


•    > 


V^- 


««« 


i*f 


vS' 


^vf/?, 


X  flitr 

»-Ä»     Ir-Ä  -Ä^      ..<amir  v«.  3' 


-  ur-*-*  *^ 


^    .   *^  t.\  v«  \  U..  to  te  ^  tfc-V^ 
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[eben  werden  soll.    Nach  diesem  Satze  sind  sämmtliche  neun  Wurzeln 
ler  allgemeinen  Dreiteilungsgleichung  (7)  dargestellt  durch  die  Form 


<_„,*,.(: +?s£ys:«:) 


Wir    erhalten   die  einzelnen  Wurzelwerte,   wenn  wir  ^  und  ß'  die 
^r^^  —  1,  0  und  -f  1  durchlaufen  lassen.    Setzen  wir  nun 

u  =  2fLK+2ii'iK'  und    9^        3     — j  =  » 

so  geht  die  allgemeine  Dreiteilungsgleichung  (7)  tther  in  die  specielle, 
welche  die  Form 

^(IfA^  -  6ifc««*  +  4(1  +ifc»)3»  -  3)  =  0  (20) 

annimmt,  und  deren  Wurzeln  in  der  Form 

,  /4f*Ä'-f  4fA'tÄ" 


\ 


enthalten  sein  werden,  wenn  ^  und  ft'  die  Werte  —1,  0  und  +1 
durchlaufen.  Durch  Einsetzen  der  neun  verschiedenen  Wertepaare 
für  fi  und  fi'  aherzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  in  der  letzten 
Gleichung  enthaltenen  Argumentwertc  vollständig  tibereinstimmen 
mit  denen  des  Systems  (17),  dass  also  die  Wurzeln  von  (20)  auch 
in  der  Form  1 


enthalten  sind,  wo  m  und  n  ein  vollständiges  Restsystem  nach  dem 
Modul  3  durchlaufen.  Wir  können  somit  die  Behauptung  aufstellen, 
dass  die  neun  Wurzelwerte  der  speciellcn  DreiteilungsgleicLung  (20), 
welche  wir  durch  Auflösung  von  (20)  durch  k^  ausgedrückt  erhalten 
können,    identisch    sind    mit    den    neun    Werten    des    Ausdruckes 

*( ^ 1,  welche  wir  erhalten,  wenn  wir  m  und  n  ein  voll- 
ständiges Restsystem  nach  dem  Modul  3  durchlaufen  lassen. 

Im  Hinblick  auf  diesen  von  Abel  hergeleiteten  und  hier  nur  in 
etwa»  anderer  Form  ausgesprochenen  Satz  kann  in  den  schon  er- 
vr&bnten  „Vorlesungen  über  Geometrie  von  Clebsch^^  pag.  609  folgende 
Behauptung  ausgesprochen  werden:  „Das  Problem  der  Bestimmung 
der  Wendepunkte  ist  sonach,  wenn  ein  Wendepunkt  u  ^  0  bekannt 
ist,  identisch  mit  dem  Problem  der  sogenannten  speciellen  Dreiteilung 
der  elliptischen  Functionen.^'  Damit  ist  der  Weg  für  eine  neue 
Burchführung  dieses  Problemes  eröffnet;  da  dieselbe  bisher  meines 


Iß  Utintt:  Brilrägt  tur  AtUDtmhiiig  <Ur  Drättättng  der  eUipt.  fkmciCa m «ii 

WiiMDS  noch  nicht  orfolgt  ist,  soll  ue  nnnmehr  der  Zweck  des   fol- 
genden Teilei  dieser  Arbelt  werden. 

Oclien  wir  znr  AuflOiang  der  Bpeciollcn  Dreiteilnngagldchang  (20) 
über,  so  ist  entgas  ersichtlich,  dass  sich  iftmmtliche  nenn  Warzelo 
derselben  auidrttclien  lassen  durch  fc*  nnd  nnmeriscbe  CoefBcienten, 
forner,  dass  sich  eine  Wurzel 

sofort  abflondero  lässt  nnd  die  anderen  acht  sich  aus  der  GloicboDg 
achten  Grades 


ergeben,  die  in  Bezug  auf  ■■  vom  vierten  Grade  ist    Setzen  wir 


•'-p-'+l^'— 1-0  (22) 

also  eine  biqnadratiscbe  Gloichnng>),  in  welcher  der  Coefficient  der 
dritten  Potenz  von  c  gleich  Nntl  Ist,  und  welche  zu  der  Grsppe  von 
biqnadratischen  Gleichungen  gehört,  deren  erste  InTariaute,  welche 
hier  die  Form 


Brappe  von  Gleichungen  in  Zusammenhang 
ier  Transformation  dritten  Grades  bekannten 


y +8(1 -21»)  ^-3-0  (23) 

«eichen  Jaeobi  fSr  den  HnltipUcator  M  tu- 
uDg  der  Wurzeln  dieser  Gleichungen  viertSD 
Functionen  verwandt  Henntte  giebt  zwei 
cen  au ;  ^e  eine  enthilt  die  von  ihm  in  die 
Functionen  eingefBlirtfl  ^Function,  wflkbe 

Vi  =  »(<s) 

pag.  305}  hat  »dioa  »D«  dkM  BigvnduBn  JIr 
!•  dM  tf^ntfoDt  ■■daluT«.    Fufa  IBH,  fig.  ISft 


auj  du  TTieorie  der   Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung,  17 

definirt  wird  and  eine  eindentige  Function  von  m  ist  (o  hat  den  Wert 

-^),  die  andere  enthält  äimlich,  wie  die  oben  gegebene  Abersche 
Lösung  der   specielien  Dreiteilungsgleicbung  elliptische  Functionen 

und  zwar  *,  e  und  d  des  Argumentes  ^  ^ ,  wo  hier  natür- 
lich K  und  K'  für  einen  anderen  Modul  zu  nehmen  sind  als  bei  der 
Lösung  der  Dreiteilungsgleicbung.  Die  Gleichung,  deren  Wurzeln 
Hermite  angeben  will,  ist 

fix)  =  iB*  —  6iSr«  — 82^  —  35«  =  0 

Die  erste  Lösung  beruht  nun  auf  folgendem:    In  den  aus  der 
Transformationstheorio  dritter  Ordnung  bekannten  Formeln 

l«l  +  2~,      tt*-2ttV+2uv  — v*«0 

und  der  MulUplicatorgleichung  (23)  setzt  Hermite  an  Stelle  von  A' 
T,  und  erhält  dann,  wenn  u  =  <p((o)  gesetzt  wird,  die  vier  zur  Mo- 
dulargleichung  gehörigen  Werte  von  v  in  der  Form^) 

und  daher  die  vier  Werte  von  -,->  in  der  Form 


V 


1  +  2-3-1  +  2 


(2\    /««  — 16£\ 


M  "^    tt*  ^^  ^'^(w) 


• 


Die  Gleichung  yta;)  =  0  entsteht  aber  aus  der  Multiplicatorgleichung, 
in  welcher  il*  in  tj  verwandelt  wurde,  dadurch  dass  man 


3f       "'    "        T-Ar-}/^^ 
setzt.    Mithin  werden  die  Wurzeln  von  f(x)  ««  0  in  der  Form 


um^) 


^^^^'  '  -  ^»(.a) 


enthalten  sein. 


1)  VergL  KOnigsberger,  Vorles.  über  die  Theorie  d.  ellipt.  Fanctionon, 
Tefl  II»  P*g«  l«8. 

T«U  I«XZ.  2 


Biilrage  lur  Anmaibing  der  DnUtHuitg  der   eüipt.   Functionen 

te  Art  der  WorzelbesümmiiDg  von  fix)  —  0   bemht  anf 
iFondamenta"  gegobenen  Wert  des  Mnltiplicatora 


4iiÄ'+4tt'iÄ" 
rm  = hat    Die  hierin  eothaltenen  vier  Werte 

cn  Wnrzeln  oDBerer  Haltiplicatorgleichung    (23)    sein. 
ibBtitntion 

Jf  ■"''     *  ~     2VS5~ 

aber  aber  in  /(«)  =  0,  und  die  Wnrzeln  dieser  Oleicbnag* 
I  der  Fonn 

icip  bei  dieacn  WnrzelbestimmuDgeD  war  also  das:  Man 
durch  lineare  Snbstitutionen  die  Mnltipticatorgleichaog' 
ing,  deren  Wurzeln  zn  bestimmen  waren,  nnd  bestimmto 
irnrzoln  dnrch  Anwcndnng  derselben  SnbBtitationen  auf 
rte  der  Holtiplicatorglcichnng.  £s  liegt  nun  ifs  Gedanke 
ähnliches  aacli  fQr  ansere  Gleichnog  anszofuhren,  and 
u  vergleichen  mit  dem  in  (21)  enthaltenen  Abel'scheD.  Die 
[leichaug  (23)  geht  in  ansere  Gleichung  (22)  tlber,  wenn 

i-.,       8(I-21')-4i±^' 
letzte  Gleichung  crgieht  aber  flir  h  den  Wert 


«   erhllt   hier   (Torgl.   auch   pag.  34)    an   Stella   d«i   ntgativen 
MiÜTe«.     Dm  liegt  darao,  dau  er  nichc 


M 

Inltiplicatorgleichung  geht  Aber  in  /(x)=:0   dnrch  die  Snbitita- 
:i.     I  iit  aber  jetit  gleich 

«■(») 

aber  (Br  z  die  oben  aogegebsne  Form  itehen. 


auf  die  Theorie  der   Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung.  19 

also  einen  complex  imaginären  Wert  Ein  solcher  ist  aber  fOr  unseren 
Fall  der  zweiteiligen  Corve  dritter  Ordnung  vollständig  ausgeschlosssen 
und  daher  eine  der  von  Hermite  angegebenen,  ähnliche  Bestimmungs- 
art der  Ausdrflcke  fOr  die  Wurzeln  von  (22)  fQr  uns  unbrauchbar. 

Wir  gehen  nun  dazu  Über,  die  Gleichung  (22)  und  damit  die 
specielle  Dreiteilungsgleichung  (20)  wirklich  aufzulösen,  die  Wurzeln 
durch  1^  und  numerische  Goefficienten  auszudrücken.  Wenn  auch 
nicht  für  dieselbe,  so  hat  doch  für  eine  ganz  ähnliche  Oleichung 
Clefosch  eine  Auflösung  gegeben*).  Ich  will  bis  zur  Aufstellung  der 
kubischen  Resolvente  einer  Behandlungsweise  folgen,  welche  eine 
Gleichung  dieser  Art  von  Herrn  Prof.  H.  Weber  erfahren  hat'). 

Sind  xoXjOf^x,  die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  (22),  so  bestehen 
zwischen  denselben  die  Relationen 

l  +  ÄT* 

3 

Definiren  wir  S  durch  die  Gleichung 

so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  8  eine  kubische  Gleichung, 
welche  wir  in  die  Form 

schreiben  können.  Nennen  wir  die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung 
^0^1  ^t9  80  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  x  durch  die  B  folgende 
vier  Gleichungen: 


0  Clebsch  „Theorie  d.  bin.  Formen**,  1S71,  pag.  171,  und  „Vorlci.  über 
(3eometrie*',  pag.  566.    Die  tod  ihm  behandelt!  Gleichung  lautet 

2)  Weber  in  seinen  „Vorlesnngen  über  d.  analytische  Theorie  d.  alge* 
braiscben  Cunren  u.  Fl&chen^  S.  S.  18S0.  Auch  dort  ist  die  Lösung  Akr  die 
Clebsch'sche  Glcichungsfbrm  gegeben.  Zu  vergl.  auch  Serret,  Handb.  d.  h. 
Analysis,  Bd.  2,  pag.  364. 

2» 


nie:  Btilrüge  nr  AmotnAiig  itr  DreileiWng  dtr  ellipl.  f\iaction*n 

«0  +  «,  — X,  — iTs  —  ±41/00 

en  daher  die  Werte  fflr  die  vier  Worzeln  r,,,  o^,  xa,  "»   ia 

«  =  ±y»o±V»,±VÖ. 
sein  müssen.     Diese  giebt  aber  nicht  vier  gondem    acht 
eue  Werte.    Es  werden  daher  nur  bostimmte  Vorzeichen- 
onen  gestattet  sein.    In  der  Tat  lässt  sich  folgende  Relation 

±»^»00,«,  =  (a:o  +  ':i)('o  +  'i)('i.  +  'H) 
-I-  Rl/A_A  A.   ^_1     ^ 


sichuDg  legt  aber  die  Zeichenabhangigkeit  klar.  Da  die 
ite  der  Gleichung  negativ  ist,  muss  es  auch  die  linke  sein. 
:  das  Torzcichon  in  zweien  der  Wurzeln  festgelegt,  so  ist 
dritten  vollständig  durch  obige  Gleichung  bestimmt  Wir 
während  wir  das  Zeichen  von  ys,  and  V&i  willkDrlich 
ihr  durch  geeignete  Bestimmung  des  Zeichens  von  y9o 
Dzelnen  Fällen  genttgen.    Es  sei 


und  daher    4«,  =  («o+i^.)' 
4«,  =  K+^)* 


.±yöo+y©,-fy©, 

±y»c.-yei-y«i 
:Ty»o+y»>-ye. 
Tyeo-y»i+y®. 

leichong 

ler 

—  (»»+ifi-l-a'j4-''«)'  —  2(:ro«,-|-«oJt|+«o«s+«i«i-|-*i'i+Vl) 
12 
+  2<Bo(*(,-|-*,-hc,4^  —  ^ 

t 

—  *iS*-|-*o*»»H-*i*«sH-«o'i=i*+*i^'+«6S*-6MiVi 


auf  du  Theorie  tUr   Wendepunkte  einer  Curoe  dritter  Ordnung.  21 

Die  ersten  sechs  Glieder  dieses  Aasdmcks  lassen  sich  anfassen  als 
symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer  Gleichung  vierten  Gra- 
des, deren  Wurzeln  20*9  ^l^  ^*)  ^'  ^^^^^  ^^^  Gleichung,  welche 
diese  Grössen  zu  Wurzeln  hat,  folgert  man  aus  der  ursprünglichen 
vierten  Grades  dadurch,  dass  man 

ins  Quadrat  erhebt    Das  giebt,  wenn  wir  «*  «  ^  setzen, 

3\» 


-m'^-(^"-h'-%) 


30 
Hierin  ist  der  Coefficient  von  fi*  —  1  und  der  von  fi'  «  p,  folglich 

erhalten  wir 

3 

Unsere  kubische  Resolvente  hat  daher  die  Form 

Von  dieser  Iftsst  sich  gemäss  der  aus  der  Theorie  der  kubischen 
Gleichung  bekannten  Bedingung  leicht  einsehen,  dass  sie  eine  reelle 
und  zwei  imaginäre  Wurzeln  hat.    Schreiben  wir  sie  in  die  Form 

wo  also  R  den  Wert  hat 

Ä-4p(H-2t«+**-4*«)-j^ 

80  erhalten  wir  für  die  Wurzeln  folgende  Werte: 

Diese  Werte  von  Sq^  ^j,  Sf  sind  nun  einzusetzen  in  die  obigen 
Gleichungen  für  o^,  x^^  ar^,  x^.  Dann  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 
(22)  ausgedrückt  durch  1^  und  numerische  Coefficienten. 


1 


22  B^inze:  Beiträge  zur  Anwendung  der  Dreiteilung  der  elHpt,  I^Yinction^n. 

Da  nun  ferner 

»=•  ±  v« 

ist,  erhalten  wir  die  Wurzeln  der  speciellen  Dreiteilangsgleichan^  C^ 
ausgedrückt  dnrch  k^  und  numerische  Coefücienten ,  wenn  wir  €i 
Werte  fOr  B^^  B^^  B^  einsetzen  in 

%  =    V^  -     y+V6o+yexT7^ 

*5  =  V'i  -  y±y^o-ye,^rye^ 
*4  ^ —  ^/^, —  y±yöo~yöi-ve, 
,,  -    yx, -    y^y^o+y^i-ye« 

»6  =  -y^« y^y^o+yei-ye, 

*7  -=  y^8  -  y^y^o-y^i+y^« 
«8  —  ya^8  =  -  y^y  öo-  y  e^+y  e. 

Wir  hahen  somit  eine  neue  Form  filr  die  Wurzelwerte  der  speciellen 
Dreiteilungsgleichung  gefunden,  die  im  Resultat  jedoch  vollständig 
ühereinstimmen  muss  mit  dem  Resultat  von  (21).    Um  aber  wirklich 
die  Coordinatenwerte  der  Wendepunkte  durch  eindeutige,  geschlossene 
Ausdrücke  darzustellen,  sind  noch  einige  Yoruntersuchungen  aus- 
zuführen. 

Die  in  obigen  Ausdrücken  vorkommenden  Wurzeln  müssen  !&__ 
Bezug  auf  ihre  Eindeutigkeit  untersucht  werden.    Ueber  die  in  den 
Ausdrücken  für  9o,  O^,  B^  vorkommende  Wurzelgrösse 


y 


"-m 


lässt  sich  folgendes  aussagen:    VR  ist  eine  eindeutige  Function  von 

K 

* 

Um  dieses  nachzuweisen,  bedienen  wir  uns  der  von  Hermite  (a.  a.  0. 
pag.  3  und  pag.  15)  eingeführten  Functionen 

9((»),     tf;(a)),    i(m) 

Die  schon  oben  erwähnte  Grösse  q  »  e^^^  setzend,  bezeichnet  er 

4  4 

9(o)).'*(i»)  =  xW 


auf  die  Tttorit  dir   WtaJ^m'Jrtt  emtr  Cime  dritter  Ordnung.  23 

WO  9(n),  ii(m),  x(o>)  la  Beaog  anf  n  eindentige  Fouctionen  sind, 
Schreibeil  wir  nun  den  Aosdrack  filr  yA  in  die  Form 

y4* 

so  ergiebt  sich 


and  es  ist  somit  der  Nachweis  obiger  Behaoptang  geliefert 

Ferner  haben  wir  in  dem  obigen  System  der  Wnnelwerte  das 
Vorzeichen  von  ySg  festzulegen.  Zn  diesem  Zwecke  bilden  wir  den 
absoluten  Wert  tob  V^i^t  ^m> 

Nehmen  wir  an,  und  das  ist  keine  beschrftnkende  Annahme,  dan 
nicht  nnr  [V^iS,]  sondern  Qberhanpt  V0i9,glei<^  dem  Ansdnick 
rechter  Hand  sei,  nehmen  wir  also  V6,  und  y6|  mit  gleichem 
Zeichen,  ho  mfissen  wir,  da  1^009,6,,  nie  wir  fmber  gesehen  haben, 
nogatiT  sein  loU,  in  dem  System  der  Wnrzelwerte  das  nntere  Zeichen 
Tor  y  do  berflcksichtigen.  Ans  den  Ausdracken  für  y  Bj,  y  9,,  yd,©, 
.  Mgt  aber 

(V  ».)*+ (V  ».)'  ±  3  VSÄ  -  (y  «1  ±  y  ».)*     

Sehen  wir  jetzt  die  Wnrzel  nnd  berllcksichtigen  wir  nnr  das  positive 
Zeichen ,  da  das  andere  nnr  eine  Tertanschang  der  Wurzeln  imter 
einander  ergeben  w&rde,  so  wird 


rzelteicben  stehenden  Grössen 


24  Htime:  Beiträgt  zur  Anwendung  der  Dreiteilung  der  eüipt   I*\ä9%ctiancrt 

Denn  soll  das  der  Fall  sein,  so  mnss 


l/|-,{(l-  i VR) +^\- VR+VR^]  >)/^  (1  +  ^^^) 


oder 


■^1  — V 


2— VÄ+2''l— VÄ  +  VÄ«>1+VÄ 
doer 


sein.  Istnnn  2V/Z  — 1<<0,  so  ist  unsere  obige  Behanptaiig  sicher 

8 

erfüllt;  ist  2VR — 1  >>  0,  so  können  wir  ohne  Weiteres  aaf  beiden 
Seiten  ins  Quadrat  erheben  und  erhalten 

4— 4VÄ  +  4VÄ«  >  4VJR«— 4VÄ+1, 

eine  Behauptung,   welche  tatsächlich  erfüllt  ist.    Nehmen  wir    nun 
noch  hinzu,  dass  vor  V^o  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  so  wird 

x<,  —  —  V  öo  +  VO,  +  V O»    reell  und  positiv 
jcj  =r  —         —         —  reell  und  negativ 

*«  ""  +         +         ""  complex  imaginärj  ^,.^  ,-t«a«i«ii,. 

.  .  .      i  coDjugirt  imaginär 

flfj  —  -f-         —         4"  complex  imaginär^ 

Schreiben  wir  jetzt  zur  Abkürzung 

5-i|/2>^l--^Ä+yÄ«  -2(1  — JVÄJ 
so  ergiebt  sich 
*»       4-  4/         4-  t/ — OTT?)    '®®^^  '"'^^  positiv 

^  «  4-  V     ==  -4-  VpJTo    ^®^^  imaginär  und  positiv 
«4  '^  ^     ^^       x»y-^-|-  w    j^jj^  imaginär  und  negativ 

Ferner  ist  

Wir  wollen  die  Grössen  i  und  17  so  bestimmen,  dass 

yFHÄ=|+tiy 
ist    Dann  muss 


-I 


auf  die  Theorit  der   Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung.  25 

P+äS— JJI  — ,,«  +  2iJi7 

also 

sein.    Nnn  ist  iS  positiv,  also  mttssen  |  and  rj  gleiches  Vorzeichen 
haben.    Es  ist 

und  da  $'+^'  die  Summe  zweier  Quadrate  ist, 

Bfit  dieser  Gleichung  verbinden  wir 

{«-iy««P 
und  erhalten 

wo  entweder  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist.  Die 
Ausdrücke  unter  den  Wurzelzeichen  sind  positiv  und  daher  £  und  tj 
reell.    Schreiben  wir  jetzt  zur  Abkürzung 

wo  T  den  Wert 


r  =  ^  J/2''^1  —  VÄ  +  VÄ  —  (1  —  2  VÄ) 
hat,  so  erhalten  wir 


Endlich  ist 


''-±  vx5- ±yp-i5 

*8 


Da  hier  der  imaginäre  Teil  unter  dem  Wurzelzeichen  negativ   ist, 
müssen  £  und  17  entgegengesetzes  Zeichen  haben.    Es  wird 

In  Folge  dessen  erhalten  wir 


««M 


■v  ,: 


f  j 


26  Btime:  Beiträgt  zur  Anwendung  der  Dreiteilung  der  eüipt,  F\inctü>n 


§  5. 

Somit  ist  denn  die  specielle  Dreiteilnngsgleicbung  aafg^elöst ,  * 
Wurzeln  derselben  sind  dargestellt  durch  geschlossene  und  in  ßez 
auf  CO  eindeutige  Ausdrücke  Yon  i^.  Das  genügt  aber  noch  nie 
ToUständig  für  unser  Problem,  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  d 
Wendepunkte.     Wir  wissen  zwar  von  früher,  dass  die  Werte  41^,   4 

«2  ...  «8  gleich  sein  müssen  den  Werten  von  0,  *  -^^  ...  * g 

aus  (21),   aber  welche  Werte  der  beiden  Wertsysteme  einander  enl 
sprechen,  wissen  wir  ohne  Weiteres  nicht.    Um  diese  Frage  zu  ent 
scheiden,  ist,  me  schon  am  Schluss  des  §  3  erwähnt  wurde,  der  §  l 
dieser  Arbeit  durchgeführt  worden.     Eine  dirccte  Ueberführung  dei 
beiden  Wertsysteme  auf  einander   schien  mir   sehr  umständlicdi   zu 
sein,  auch  auf  Hindemisse  zu  stossen,   ich  habe  es  daher  unter- 
nommen, durch  Betrachtungen  über  die  Realität  und  die  Vorzeichen 
der  in  Frage  kommenden  Ausdrücke  die  einander  zugehörigen  Werte 
der  beiden  Systeme  zu  finden.    Die  Vergleichung  von  (19)  mit  den 
soeben  entwickelten  Ausdrücken  für  die  x  ergiebt  unzweifelhaft  fol- 
gende Relationen: 

«(0)  -*9-o 
±  »(y)  -  ±  ^  =  ±  V-P+Q 

±*(^')=T<^i-T«y^+Q  (24) 

wo  zu  den  oberen  und  unteren  Zeichen  linker  Hand  auch  die  oberen 
und  unteren  Zeichen  rechter  Hand  gehören.  Es  fehlen  noch  ge- 
schlossene Ausdrücke  für  die  Werte  der  Producte  cosam.Jam.  Die 
Aufstellung  dieser  macht  nunmehr  keine  Schwierigkeiten.   Es  ist 


K  tV 


Fflhren  wir  zur  Abkflrzang  ein 
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nnd  berflcksichtigen  wir  zur  Bestimmung  des  Yorzeichens  den  Wert 
aus  (19),  so  erhalten  wir 

und  analog  (24) 

Endlich  setzen  wir  noch  zur  Abkürzung 


und  erhalten  durch  Betrachtungen,  welche  den  soeben  vorgenommenen 
ganz  analog  sind, 

Wollen  wir  das  Reelle  und  Imaginäre  trennen ,  so  haben  wir  darauf 
Rücksicht  zu  nehmen,  ob 

^ 2^1+VR^O 

oder 


oder 

ist.    Es  ergiebt  sich  dann 


>  > 


l  _^ 


^ 


/ 
f 
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also 


A^ P+Q 


Die  Bedingung  l^A^A^^'^X  ist  also  gleich  der  Bedingung 


l/l  —  VÄ+ VÄ»  >  VÄ 


1  ^  VRt    w.  2.  b.  w. 

Somit  sind  wir  denn  am  Ziele.  Es  sind  sämmtliche  zur  Be- 
stimmung der  Coordinatenwerte  der  Wendepunkte  unserer  zweiteiligen 
Curve  dritter  Ordnung  notwendigen  Grössen  in  Bezug  auf  ra  eindeutig 
dargestellt  durch  geschlossene  Ausdrücke  des  Doppelvcrhältnisses  1^^ 
das  eine  reelle  Grösse  ist.  Es  wäre  nichts  weiter  zu  tun,  als  die 
soeben  gewonnenen  Werte  (24)  fOr  8{m)  und  e{m).6{a])  einzusetzen 
in  das  System  (18),  was  hier  ftiglich  unterbleiben  darf. 

Wir  haben  jetzt  zwei  Formelsysteme  gewonnen,  welche  es  ge- 
statten, die  Coordinaten  der  Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung fQr  einen  bestimmten  Wert  von  1c^  zu  berechnen.  Das  System 
(19),  welches  uns  vermöge  der  vollständigen  Bestimmtheit  seiner  Vor- 
zeichen bisher  hauptsächlich  zur  eindeutigen  Bestimmung  der  Wur- 
zeln der  speciellen  Dreiteilungsgleichung  diente,  wurde  schon  damals 
auch  im  Hinblick  darauf  abgeleitet,  dass  es  zu  einer  etwaigen  Be- 
rechnung der  Coordinatenwerte  später  verwandt  werden  sollte.  Rech- 
nungen, welche  für  einige  Werte  vor  k^  nach  beiden  Formelsystemen 
(19)  und  (24)  durchgeführt  wurden,  zeigten,  natürlich  in  den  Grenzen 
der  angestrebten  Genauigkeit,  übereinstimmende  Resultate.  Dieselben 
veranlassten  mich  aber  auch  zur  Ueberlegung,  nach  welchem  der 
beiden  Formelsysteme  man  wol  am  bequemsten  rechnen  würde,  falls 
die  Grösse  der  Arbeit  nach  der  Anzahl  der  aufzuschlagenden  Lo- 


( 
\ 

t 
t 


wo  das  obere  Zeichen  fllr  R>\^  das  untere  Zeichen  f&r  i{<^l  zu 
nehmen  ist.     Der  Grund  hiefOr  ist  im  Folgenden  enthalten:  Wir     ( 

sahen  firüher,  dass   qp^zu  nehmen  war,  je  nachdem  Jfc>-4%«^1 
war.    Wir  können  jetzt  leicht  nachweisen,  dass  diese  Bedingung  das- 


\ 


selbe  bedeutet  wie  die  soeben  angestellte  Ifi"^!  oder  /2 ^  1,  da,         i 
wie  wir  schon  gesehen  haben,  M  immer  positiv  ist    Es  ist  nämlich 


,1 
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garithmen  beurteilt  wird.  Da  die  Wahl  hauptsächlich  von  dem  Grade 
der  erstrebten  Genauigkeit,  femer  aber  auch  von  den  vorhandenen 
Hil&mitteln  abhängig  ist,  wird  es  natürlich  schwer  eine  allgemeine 
Begd  zu  geben.  Im  Falle  man  nur  die  erste  Potenz  von  9,  also 
sehr  kleine  Werte  von  k^  zu  berflcksichtigon  hat,  wird  man,  wie  die 
Schemata  für  beide  Formelsystcme  leicht  ausweisen,  immer  am 
schnellsten  mit  den  unendlichen  Productformeln  rechnen.  Im  Falle 
man  aber  höhere  Potenzen  von  q  zu  berücksichtigen  hat,  wird  es 
immer,  wenn  es  auf  eine  mehrstellige  Genauigkeit  ankommt,  vorteil- 
haft sein,  mit  den  geschlossenen  Ausdrücken  zu  rechnen.  Ebenso 
ist  es  klar,  dass  man  sich,  wenn  man  Interesse  hat,  auch  die  Coor- 
dinaten  der  imaginären  Wendepunkte  zu  berechnen,  immer  der  ge- 
schlossenen Formeln  bedienen  wird,  da  die  Benutzung  der  anderen 
fiist  die  doppelte  Arbeit  macht  Bei  einem  etwaigen  Entwurf  von 
Tafeln  dürfte  die  Rechnung  nach  beiden  Systemen  die  sicherste  Con- 
trolle  bieten. 

Zum  Schlüsse  sei  mir  noch  eine  Bemerkting  über  ein  allgemei- 
neres Problem,  als  das  behandelte,  gestattet.  In  der  von  uns  zu 
j  Grunde  gelegten  Normalform  (14)  ist  ein  Wendepunkt  als  bekannt 
vorausgesetzt  Stellen  wir  uns  dasselbe  Problem,  nur  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  nicht  ein  Wendepunkt,  sondern  irgend  ein  beliebiger 
Punkt  der  Curvo  dritter  Ordnung  gegeben  ist,  so  führt  die  Behand- 
lung des  Problemes  der  Bestimmung  der  Coordinatenwerte  der  Wende- 
punkte auf  die  allgemeine  Dreiteilungsgleichung  (7),  wie  Olebsch 
(Grelle,  Bd.  63}  nachgewiesen  hat.  Diese  allgemeine  Dreiteilungs- 
gleichung wäre  dann  zu  lösen,  wenn  man  geschlossene  Ausdrücke  für 
die  Coordinatenwerte  der  Wendepunkte  erhalten  will.  Die  Möglich- 
keit der  Auflösbarkeit  dieser  Gleichung  auf  algebraischem  Wege  hat 
Abel  nachgewiesen.  An  mehreren  Stellen  seiner  Werke  hat  Abel 
auch  eine  Methode  angegeben,  die  Ausdrücke  fQr  die  Wurzeln  mit 
Hilfe  der  Adjunction  der  Wurzeln  der  speciellen  Dreiteilungsgleichung 
!  zu  ermitteln.    Die  directe  Verfolgung  dieses  Weges  führte  aber,  wie 

;  schon   aus  der  Gestalt  der  Wurzeln  der  speciellen  Dreiteilungsglei- 

•  chong  zu  erwarten  stand,  sehr  bald  auf  Ausdrücke,   die  ihrer  Aus- 

dehnung und  Complicirtheit  wegen  eine  Fortsetzung  der  Rechnung 
aussichtslos  erscheinen  Hessen. 

;  Königsberg  im  Februar  1883. 
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n, 

Bestimmung  der  Osculationskreise  der  Kegel- 
schnitte mit  Hülfe  von  Eigenschaften  der  Sehnen, 
welche  ein  Kegelschnitt  mit  seinen  Osculations- 

kreisen  gemein  hat. 

Von 

Herrn  Josef  Zimmermann  in  Berlin. 

(Hiem  Fig.  1  bis  4.) 


Die  BestimmoDg  dieser  Kreise  fttr  Jede  Curve  geschieht  wohl  am 
besten  mit  Hülfe  einer  Formel  der  Differentialrechnung. 

Darf  aber  diese  nicht  yorausgesetzt  werden,  kann  ein  wenn  auch 
im  Allgemeinen  umständlicheres  Verfahren,  wie  es  in  6.  Salmon, 
Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte,  für  letztere  dnrchgeföhrt 
ist,  auch  für  Cnrven  höherer  Ordnung  angewendet  werden. 

Ohne  Voraussetzung  der  Differentialrechnung  und  für  die  Kegel- 
schnitte gelangt  man  auch  im  Nachfolgenden  zu  diesen  Kreisen,  und 
zun&chst  zu  einer  leichten  Construction  dieser. 

Ist  man  beim  Unterricht  in  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene 
bis  zu  dem  Satze  über  die  Eigenschaften  der  Sehnen,  welche  ein 
Kegelschnitt  mit  einem  beliebigen  Kreis  gemein  hat,  gelangt,  so  dürfte 
dann  das  Nachfolgende  unter  la.  geeignet  folgen  und  sich  wegen 
seiner  Einfachheit  als  eine  erste  Vorführung  dieser  Kreise  empfehlen. 


la. 

Es  sei  gegeben  ein  Punkt  x^^  y^  eines  Centralkegelschnitts  von 
den  Axen  2a  und  2h  und  sonst  seien  keine  anderen  Punkte 
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des  Kegelschnitts  gegeben;  dann  gelangt  man  zum  Oscnlations- 
kreise  durch  folgende  Sätze: 

1)  Die  Sehne,  welche  ein  Oscalationskreis  in  einem  Punkte  eines 
Kegelschnitts  mit  diesem  gemein  hat,  und  die  Tangente  in  dem  be- 
breffenden Punkte  bilden  mit  der  x-Axe  ein  Dreieck,  so  dass  die 
Winkel  an  der  Grundlinie  einander  gleich  sind. 

Beweis.  Dieser  gründet  sich  auf  den  Satz  Joachimsthal,  Analy- 
tische Geometrie  der  Ebene,  §.  85: 

Schneidet  ein  Kreis  einen  Kegelschnitt,  und  bildet  eine  von  zwei 
emander  gegenüberli^enden  Sehnen  mit  der  x-Axe  den  Winkel  -|-a, 
80  bildet  die  andere  mit  derselben  den  Winkel  —  a.    (Fig.  1.) 

Daraus  folgert  man  weiter: 

Diese  Eigenschaft  bleibt  bestehen,  wenn  zwei  Punkte  zusammen- 
fallen, wie  in  Fig.  1.  beim  Kreise  3fi,  und  weiter  noch  wenn  drei 
Paukte  zusammenfallen  wie  bei  Mfy  es  sind  dann  — tt  und  -t-«*  ^^ 
Nebenwinkel  zu  den  Winkeln  an  der  Grundlinie  des  betreffenden 
Dreiecks,  und  letztere  darum  einander  gleich. 

2)  Die  Sehne,  welche  ein  Osculationskreis  mit  einem  Kegelschnitt 
in  einem  Punkte  x^,  y^  gemein  hat,  wird  halbirt  durch  den  Durch- 
messer, welcher  durch  den  Punkt  a^,  —yi  hindurchgeht. 

Dieser  Satz  ist,  soviel  ich  weiss,  noch  nicht  angegeben,  und 
liefert  fOr  alle  drei  Kegelschnitte  in  sehr  ein&cher  Weise  die  Mitte 
d^  Sehne. 

Beweis.  Der  Durchmesser,  welcher  in  den  Figuren  2.  und  3. 
die  Sehne  halbirt,  ist  deijenige,  welcher  der  Richtung  der  gemein- 
schaftlichen Sehne  coi^ugirt  ist 

Es  sei  der  Winkel  der  Tangente  mit  der  ce-Axe  t,  der  Winkel 
der  Sehne  mit  derselben  (t\  dann  ist  fi  »  180  — r  und  tg^i«» — tgr. 

Sind  die  Abschnitte  der  Tangenten  auf  den  Axen  y^  und  2^,  so 
ist  f&T  die  angenommenen  Punkte  (Fig.  2.  und  3.) 

tgr ^-' 

«V» 

Die  Gleichung  der  Tangente  der  Ellipse  bzhw.  Hyperbel  ist 


«1         pl 


in  welcher  die  Nenner  die  Abschnitte  auf  den  Axen  darsteHen. 
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Es  folgt  nun: 

ter  —  —  -  =  —  ~—  =  T  — • 

Ist  1p  dor  Winkel,  welcher  der  Richtung  fi  conjugirt  ist,  so  ist 
bekanntlich 

tg '('.tg |[i  «T^ 

und  mit  Rücksicht  auf  den  Wert  für  tg^ 

was  zu  beweisen  war. 

Die  Construction  stellt  sich  demnach  wie  folgt: 

* 

4)  Man  constrnire  zu  dem  Punkte  a^,  y,  die  Tangente  (vergl. 
Fig.  2.  und  3.),  darauf  die  Normale. 

Die  an  den  Figuren  2.  3.  und  4.  durchgeführten  Tangentcn- 
constructionen  ruhen  auf  folgenden  bekannten  Eigenschaften,  die  hier 
noch  kurz  angedeutet  werden  sollen. 

Die  Tangente  in  einem  Punkte  a*|,  y^  der  Ellipse  schneidet  die 
x-Axe  in  demselben  Punkte,  in  welchem  die  Tangente  des  Construc- 
tionsraditts  zum  Punkte  o-j,  yi  die  x-Axe  schneidet;  das  Stück  der 
Tangente  der  Hyperbel,  was  zwischen  den  Asymptoten  liegt,  wird 
durch  den  Berührungspunkt  halbirt;  die  Entfernung  des  Schnitt- 
punktes der  Tangente  der  Parabel  mit  der  x-Axe  vom  Scheitelpunkte 
ist  gleich  der  Abscisse  des  Berührungspunktes. 

Man  mache  nun  (Fig.  2.  und  3.)  DB  =  BC  und  ziehe  AD 
(Satz  1);  ferner  verlängere  man  AB  über  B  hinaus  bis  A^,  so  dass 
A^B  =  AB  und  verbinde  A^  mit  C:  dann  schneidet  A^O  die  AD  in 
einem  Punkte  M  (Mitte  der  Sehne,  Satz  ),  und  die  dann  in  M  auf 
AM  errichtete  Normale  schneidet  die  Normale  des  Kegelschnittes  in 
einem  Punkte  R,  welcher  der  Mittelpunkt  des  Osculaüonskreises  ist. 

Da  die  Parabel  als  Ellipse  angesehen  werden  kann,  deren  Mittel- 
punkt im   Unendlichen  liegt,  so  gilt   dieselbe  Construction.     (Der 
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Durchmesser  durch  den  Pnokt  A^  ist  die  Par&llele  zur  Axo  der 
Parabel.) 

4«)  Pflr  bequemere  CoDStniction  der  Sehoe  zur  Ellipse,  iu  der 
Nahe  der  Scbeitelpnukte  der  kleinen  Axe  bemerkt  man,  dass  die 
gemeinschaftliche  Sohne  und  die  Tangente  aach  mit  der  y-KT^6  ein 
Dreieck  bildet,  so  dass  die  Winkel  an  der  Grundlinie  (hier  y-Axe) 
einander  gleich  sind;  denn  diese  Winkel  erg&nzeo  denselben  Winkel 
(i  {vergl.  Figur)  zu  einem  Rechten. 

Für  die  Scheitelpunkte  Rillt  auch  der  andere  Endpunkt  der  Sohne 
io  diese  hinein ;  also  hat  der  Krtlmmungaradias  in  den  Scheitelpunkten 
mit  dem  Kegelschnitte  vier  Punkte  gemein. 

B(an  kann  besonders  fUr  die  Ellipse  elegante  Constnictionen  für 
den  andern  Endpunkt  der  Sehne  und  darum  ftlr  ihre  Mitte  finden 
(vergl-  Anmerk.  2.  zu  Art.  II.};  allein  diese  nnd  andere  sind  wieder 
fär  die  beiden  andern  Kegelschnitte  nicht  anwendbar;  fOr  diese  bei- 
den andern  bedarf  es  wieder  anderer  Constmctionen,  wührend  die 
im  Vorfaergebendcn  gefundene  Constrnction  fflr  alle  drei 
Kegelschnitte  dieselbe  ist 

Bemerkung.    Ans  der  Formel 


folgt  anch  noch  allgemeiner: 

b)  Legt  man  durch  einen  Punkt  7„  y^  beliebige  Kegelschnitte 
hiadnrcfa,  die  im  Anfangspunkt  ihren  Mittelpunkt  haben,  nnd  deren 
Axen  in  der  x-  bzhw.  ^-Aie  liegen,  so  werden  die  gemeinschaftlichen 
Sehnen  zu  dem  Punkte  ar„  y,  alle  hatbirt  durch  einen  und  denselben 
I>nrcbnea»er,  welcher  durch  den  Punkt  ic,,  — jt,  hindurchgeht. 

Ib. 

Der  Vollstttudigkeit  wegen  sollen  noch  die  Werte  fflr  die  Radien 
dieser  Kreise  hergeleitet  werden.    (Vergl.  Fig.  2.  und  'i.) 
Es  ist  AR  =  fi  der  Oscnlationsradins, 
AM  =  rg  die  halbe  Sehne, 

1  der'  Winkel,  den  die  Sehne  mit  der  Normale  in  dem 
angenommenen  Pnnkte  bildet. 

Dann  kommt: 

ro  •=  pcosl 
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Bestimmung  voo  r^. 

Die  Gleichungen  der  gemeinschaftlichen  Sehne  für  heide  Kegel- 
schnitte sind: 

X  =  5Ci  -|-  r  cos  fi 

y  «yi  +  rsin^ 
Die  Gleichung  der  Geraden,  welche  diese  Sehne  halbirt,  ist 

y  ^  __  yi 

X  x^ 

y 
Bildet  man  aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  -  und  setzt  den 

X 

Wert  dafür  in  die  zweite  Gleichung  ein,  so  kommt  für  die  halbe  Sehne 

_        —  ^yx^i 

®       aj^sinfi+yiCOSfi 

Für  den  angenommenen  Punkt  ist,  wie  Figur  zeigt,  bei  der  Ellipse 
sinjii  und  cos^  positiv,  bei  der  Hyperbel  ist  sin/it  positiv  und  cos^ 
negativ. 

Allgemein  ist  abgesehen  vom  Zeichen 

tgji* 


sinjii  = 


cos^  = 


Vl  +  tgV 


1 


Vi+tgV 


Setzt  man  darin  die  für  tgjii  gefundenen  Werte  ein,  so  kommt 
mit  Rücksicht  auf  die  oben  gefundenen  Vorzeichen  von  sinfi  und  cos/ü 
und  wenn  man  noch  zur  Abkürzung 


setzt: 


Werden  diese  Werte  in  den  Ausdruck  für  tq  eingesetzt,  so  kommt, 

« 

Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  N  die  Länge  der  Normale  darstellt 
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Befllimmnng  von  cosA. 

1)  Fflr  die  EUipse. 

Der  Winkel,  den  die  Normale  mit  der  x-Axe  bildet,  ist  gleich 

Dftrans  folgt: 

cosil  «  8in2|i  *->  28inf»co8|[i 

2)  Für  die  Hyperbel. 

Der  Winkel,  den  die  Normale  mit  der  x-Axe  bildet,  ist  gleich 

Ä-|-r  =  ä  +  2ä— ^  =  3ä  — ^ 

Daraas  folgt: 

A  =  3ä— ^ 

cosA  =  — sin2^=r  — 2sin^coB/i 

Also  gilt  fOr  beide: 

6)  cosA  =:±  2sin^cosfi 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Werte  von  sin^  nnd  cosf» 

Setzt  man  die  gefundenen  Werte  fflr  r^  und  cosA  in  6)  ein,  so 
kommt  abgesehen  vom  Zeichen 

Fig.  4.    Ausdruck  für  den  ErflmmuDgsradins  der  Parabel. 

y  —  yi+rsin^ 
seien  dio  Gleichungen  der  gemeinschaftlichen  Sehne. 

Die  Gleichung  der  Geraden,  welche  diese  Sehne  halbirt,  ist 

SetSEt  man  den  Wert  für  y  aus  der  dritten  Gleichung  in  die 
zw^te  ein,  so  kommt: 

, ^ 

Es  ist 

3* 
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weil  *.  =  ^- 


«'■— •«'— fi;=-,' 


sm^ 


Vi 


y^  Vp*+yi*     ^ 


C08^  =  — 


yi 

N 


Also  ist,  wenn  sin^i  eingesetzt  wird, 


10) 


Ta  « 


2y,N 


Der  Winkel,  den  die  Normale  mit  der  ar-Axo  bildet,  ist 
fi  «  A+3Ä— fi 


X«2^  +  3Ä 

11) 

cos  iL  -»  sin2|Li  «=  2sin/ii.co8^ 

2pyi 

wenn  für  sin/ii   und   cosfi  die  vorhin  gefundenen  Werte  eingesetzt 
werden. 

Endlich  kommt: 

abgesehen  vom  Zeichen. 

Für  den  Centralkegelschnitt  fand  sich 


WO  iVT  für  *-"i —  gesetzt  war. 

Für  die  Scheitelpunkte  a,  0  und  0,  b  wird 

b^ 

N=-    und    iV=& 
a 


welche  Werte  in  den  Ausdruck  für  q  eingesetzt  geben 
13) 


p  =  -     und 


U) 


9  = 
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»DStrnctioii  dieser  Ausdrücke  ist  iq  diesem  Falle 
ilgende : 

le  durch  die  Pnokte  0,  b  nnd  a,  0  Parallelen  zar 
ind  &lle  vom  DurchscbDitUpankte  dieser  Parallelen 
F  die  Verbindangsllnie  der  Ponkle  0,  h  und  a,  0; 
dieser  Normale  mit  den  Axen  sind  dann  die  Uittel- 
itionskreise  der  betreffenden  Punkte. 


ntelpnnkt  ist  y,  =  0  nnd  darum  y=p.    Es  kommt 
■  Wert  von  y  in  den  Ansdrack   fflr   g   eingesetzt 


;   Ort  der  JUiltelpHnkU  dtr  Stiten, 


Ort  der  Mittelpunkte   der  Sehnen,    welch< 
ein  Kegelschnitt   mit   seinen  Osculationskreii 
gemein  hat. 


Josef  Zimmermann. 


§.  1.    OtitftU  mB<  Cftnitmetloii  der  CurreB. 

(Hi«Tni  Plg,  S.  u,  «.) 

Fttr  Ellipfle  and  Hyperbel  sind  die  GlaichuDgea  der 
Sehne  ist: 

X  —  «,  -f  r  COB  (1 

y  ^  S'i+'-sint» 


ist    Für 

«1-^  =  ^,     cos^  =  ±g 
r„r^„_2*^    (Vgl.  Art.  II.) 

kommt: 

'-'.\^^¥]    ' 

nnd  weil 
so  kommt 

»-.['-^T 
^^=-['-«. 

welche  ein  Kegelacknitt  wut  seinen  Osemlationskreisen  gemein  hat.  39 

17) 

.  =  -..p-5— ] 

welche  Gleichnngen  den  Ort  der  Mittelpunkte  der  Sehnen  zur  Ellipse 
beziehangsweise  Hyperbel  darstellen,  zwei  Gnrven,  welche  in  §.  4. 
bzhw.  mit  Q  und  Cf  bezeichnet  sind. 

X  y 

Bildet  man  ans  diesen  Gleichungen  -  und  |  und  dann  die  Summe 
nad  Differenz  der  Quadrate  dieser  Glieder,  so  kommt  mit  Rücksicht 
darauf,   dass    j  ±  ti  =*  ^  ^^t: 

Aofl  der  ersten  der  Gleichungen  17)  folgt 

aus  a)  und  ß)  folgt: 

jc*       y*       x^ 

Aus  y)  ergiebt  sich  nach  Reduction 

.      2x,«  g"'  ^  P 

welcher  Wert  in  a)  eingesetzt  giebt: 

and  in  Polarcoordinaten 

CQg*«      sin*« 

19)  «> 


(1/^  ±  ^) 


3 


Man  findet  den  Lauf  der  Curven,  wenn  man  in  19)   a  «  0,  arctg  -  * 


n 


ö-  n.  s.  f.  einsetzt.    Die  Curve  zur  Ellipse   hat  die    Gestalt   einer 
Yierblättrigen  länglichen  Rosette.    Sie  geht  Vgl.  Fig.  5.  in  der  Rieh- 
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tung  der  Pfeile  von  M  nach  E^  J,  E^  Ä,  E^  -4,  E,  M  und  es  ist  E 
ein  vierfacher  Punkt  der  Cnrve;  die  Asymptoten  der  Hyperbel  zu 
denselben  Axen  sind  die  Tangenten  des  Punktes  E. 

Die  Curve  zur  Hyperbel  besteht  aus  zwei  gabelförmigen  Zweigen 
welche  die  entsprechenden  Hyperbelzweige  in  ihren  Scheitelpunkten 
berühren  und  innerhalb  derselben  und  symmetrisch  zur  Axe  der  x 
liegen;  die  Asymptoten  der  Hyperbel  sind  die  Asymptoten  der  Curve. 
Vgl.  Fig.  5. 

20)  Die  Construction  der  beiden  Curven  geschieht  wie  folgt: 

Um  zu  einem  gegebenen  Polarwinkel  a  den  zugehörigen  Badius 
zu  finden,  merke  man  sich  den  Punkt,  in  welchem  ein  mit  dem  Ra- 
dius zusammenfallender  Strahl  die  Ellipse  bzhw.  Hyperbel  schneidet; 
dann  construire  man  zu  diesem  Punkt  den  symmetrisch  dazu  liegen- 
den Punkt  in  Bezug  auf  die  Axe  der  x\  die  gemeinschaftliche  Sehne 
zu  letzterem  Punkt  schneidet  den  Strahl  im  gesuchten  Punkte 
(Satz  2.  Art.  H.  la.). 


§.  2.    Beziehungen  iwisehen  beiden  Curven. 

21)  Construirt  man  wie  in  Figur  5.  zu  denselben  Axen  eine 
Ellipse  und  Hyperbel,  und  nennt  r,  und  r^  die  Radien  zu  dem 
Winkel  a,  der  Ellipse  und  Hyperbel,  femer  q^  und  p«  die  entspre- 
chenden Radien  der  zugehörigen  Curven,  so  ist: 


a) 

Qi'° 

r,3 

b) 

9i  = 

■ 

c) 

9iQf=' 

♦•i«"« 

Der  Beweis 

folgt  gleich,  wenn 

man  in 

19) 

cos*«  j^ 

sin*« 

b*    ' 

1 

CoB*« 

sin*« 

1 

a*    - 

6«     • 

"r.» 

setzt.    Diese  Formeln  geben  Gelegenheit  zu  einer  neuen  Construction 
der  Curven. 

22)  Sfon  beschreibe  über  r^  einen  Halbkreis  und  trage  darin 
vom  Anfangspunkte  aus  eine  Sehne  gleich  r^  ein.    Dann  f&lle  man 
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▼om  Endpankte  des  UrsprttDglichen  r^  ein  Lot  auf  diese  Sehne ,  und 
Tom  Fnsspnnkte  aus  ein  Lot  wieder  znrück  auf  das  ursprüngliche 
r,;  dieser  zuletzt  erhaltene  Fusspunkt  ist  dann  der  Endpunkt  von  g^. 

Man  errichte  ferner  im  Endpunkte  von  r^  ein  Lot  bis  zum 
Durchschnitt  mit  der  Verlängerung  der  obigen  Sehne  pnd  in  dem 
Scbnit^unkte  auf  dieser  Sehne  wieder  ein  Lot  bis  zum  Durchschnitt 
mit  der  Verlängerung  des  ursprünglich  gegebenen  r^;  dieser  zuletzt 
erhaltene  Punkt  ist  dann  der  Endpunkt  von  g^. 

Beweis.    Da  r,  <  r^,   so  ist  —    der    Cosinus    eines    gewissen 

*•« 

Winkels  m  und  die  Formeln  a)  und  b)  werden 

Qt  —  rj  COSTCO 
^  COSTCO 

Der  Winkel  o  ist  oben  construirt,  und  folgt  das  Weitere  bald  aus 
der  Constmction. 


§.  3.    Maximal*  uii4  MinlmaliHuikte,  Inflexionspunkte. 

Es  bt 

X  «  pcosa,    y  ■=■  psiutt 
und 


yfwm  man  19)  nmformt    Also  ist 

0«+    6» 


*  ■■    ,       IT- 
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Die  Endpunkte  der  Radien  zu  den  Winkeln,  für  welche  ~  ==0  wird, 

sind  Maximal-  und  Minimalpuakto  in  Bezng  auf  die  Aze  der  x ;  die  End- 
punkte der  Radien  zu  den  Winkeln,  für  welche  der  Ausdruck  qo 
wird,  sind  Maximal-  und  Minimalpunkte  in  Bezug  auf  die  Axe  der  y. 
—  Für  das  obere  Zeichen  wird  der  Ausdruck  0,  wenn 


a 


=  arctg 


\±V5a/' 


2' 


"2 


und  oo,  wenn 


a 


0, 


arc 


t«(±V6^> 


n 


ist  Dem  ersten  Wert  der  oberen  und  dem  zweiten  Wert  der  unteren 
Reihe  entsprechen  je  vier  Radien,  also  hat  man  in  Bezug  auf  jede 
Axe  6  Minimal-  und  Maximalpunkte.  Da  je  zwei  Radien  in  einem 
Durchmesser  zusammenfallen,  so  hat  man  in  Bezug  ^auf  die  x-Axq 
drei  Durchmesser  der  Curven,  deren  jeder  in  seinem  Endpunkt  einen 
Maximal-  und  einen  Minimalpunkt  hat;  dasselbe  gilt  fdr  die  Axe  der 
y.     Weil   die  Hauptaxen   coi^jugirte   Durchmesser   sind,    und    weil 

(+75^)(- V5z)  ""«l  (=75  «)(+^^  «)«"'""  "S'  ^^^^^«»^ 
bekanntlich  die  Bedingung  für  coi^ugirte  Durchmesser  ist,  so  Irommt: 


24)  Die  Richtungen  der  drei  Durchmesser,  deren  6  Endpunkte 
die  Maximal-  und  Minimalpunkte  der  Curve  in  Bezug  auf  die  x-Axe 
sind,  sind  bzhw.  conjugirt  den  Richtungen  der  drei  Durchmesser, 
deren  6  Endpunkte  die  Maximal-  und  Minimalpunkte  der  Gurve  in 
Bezug  auf  die  2^-Axe  sind.  —  Für  die  Curve  die  zur  Hyperbel  ge- 
hört, erhält  man  noch  zwei  Punkte,  einen  Maximal-  und  einen  Mi- 
nimalpunkt in  Bezug  auf  die  Axe  der  y,  «  =  0,  tt.  Die  Construction 
dieser  Punkte  geschieht  nach  20)  oder  22)  unter  Beachtung  von  24), 
die  Berechnung  mit  Hülfe  von  23).    (Vgl.  Figur  5). 


25) 


Es  ist 


T 


un^n 


-^"±4i:+i?]] 


/5  _  tg«a\8    , 


Für  das  obere  Zeichen  kann  der  Ausdruck  nicht  0  werden,  also  hat 
die  Curve,  die  der  Ellipse  entspricht,  keine  Inflexionspunkte ;  für 
das  untere  Zeichen  wird  durch  das  0  setzen   des  ersten  Factors  im 


I   Oiailmlioiakrtiif»  gtmttH  iof. 


ironi  die  nuendlich  fernen  Punkte  der  Curven 

De   eigentlichen   InflexioDspnnkte   sein   Icönnen ; 
n  Factor  gleich  0,  so  kommt 


t  in  ±  »/(¥)■-' 


mter  der  Worrel  ist  nicht  bnuciibar,  weil  der 
;a  nicht  grCseer  als  -  werden  lunn.  Han  er- 
ng  der  Wurzel 

tg»  =  ±  0,490  30G^ 
die  Winkel,  deren  Tangenten  -|-  bzhw.  — 0,49 
,-(-^R  und  D^-|-2R  Winkel,    deren   Tangenten 
-0,49  ...  ~  sind;  diesen  vier  Werten  entsprechen 

Inflesionspnnkto  sind,  wenn  -v*  für  diese  Wln- 
0  ist. 

mstindliche  Bildung  der  dritten  Ableitung  kann 
in  durch  Folgendes: 

eines  Intcrvalles  von  x  ^  p  bis  x  =  ii  nur  o  i  n 

len    r\  '=  0,  SD  ist  dieser  Punkt  ein  Intlexioni- 

i  zu  beiden  Seiten  dieses  Punktes  innorbalb  dci 

rf*u 

snden  Punkten    ;  j  verschiedene  Vorzoichon  hat; 

zu  untersuchende  Pnnkt  das  Bogen intorvall  In 

einen  concavcn   Bogen  in  Bezug  anf  eine  Axe. 

klb  des  Teiles  anseref  Curre,  welcher  etwa  rechts 

and  zwischen  der  -|-  x-Axe  and  der  oberen 

ist,  nnr  einen  Pnnkt,  für  welchen      ,  —  U    ist. 

eicht  sieht  -^  nnr  dann  da«  Zolcbcn,  wenn  Am 
^hler  sein  Zeichen  loderL  Zwt'l  Punkt«  zu 
treffenden  Punktes  sind  etwa  diese,   welch«  dun 

t~  und  arctg„     entsprechen.     For  den   '-nUin 
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Wert  wird  der  zveite  Factor  kleiner  als  0,  fDr  den  xw< 
als  0;  die  Garve  ist  daram  von  n  =  0  bia  arc  tgO,490 . 

und  vom  letzten  Wert  an  bis  «  —  arc  tg  -  concav  in  B< 
Axo  der  y.  Die  übrigen  der  Punkte  sind  darum,  wie 
siebt,  auch  Inflexionspanktf^. 

26)  Die  Carve,  die  zur  Hyperbel  gehört,  hat  fttr 

a  -  arc  tg±  0,490  306^ 

(im  ganzen  4)  Infleiionspunkte. 

CoDstmctioD  oder  Recbnung  nacb  20)  22}  bzbw.  23 

d)  Radien  der  Oscnlationskreise. 
Setzt  man  in 


iv^+m 


die  früher  fUr  ^  und  -^  gefundeoen  lÄ  erte  ein.  BO  k 


[/a'tg-. 


+  »* 


.+:-.*-] 


-■[K:-.±^r[-^"±Ki:+'^ 


FDr  das  obere  2 

eichen: 

Setzt  mau 

0=0, 

«c^?,    f 

so  erhält  man 

R 

-*■!"• 

»? 

für  6  —  «  kommt: 

Ä  = 

J«,    »,    i«. 

Für  das  untere  Zeichen  kommt  für 

«-0,     Ä-i-- 
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28)  Der  Krümmiingsradias  in  eiuem  Scheitelpunkt  eiuer  der  bei- 
des Corven  ist  l  des  Ejrümmangsradias  des  entsprechenden  Kegel- 
schnitts zu  demselben  Pnnkte;  fbr  den  Fall,  dass  &  =  a,  stehen  die 
Tangenten  des  Mittelpunkts  auf  einander  senkrecht  und  sind  die 
Krammuiigsmittclpunkte  die  Durchschnitte  der  Tangenten  mit  diesem 
Krdse. 

Figur  6.  giebt  die  Construction  des  KrOmmuugsradius  für  den 
Mittelpunkt 

In  dem  Bechteck  ABCD  ist  AB  =  a,  i^C  —  b,  DK  »  b ; 
AG^AF=2AEy  HC  senkr.  auf  AC\  CJ  parall.  GH,  ^ J  ist  der 
Badius. 

Beweis: 

AH       AH      —       AC.AH 

AC'^AG'    ^^       AO 
AH.AB'^  ÄC^' 

—  _     ÄC^   ^      I& (V^qp^«) 

"ÄÖÄb'^  2AE.Äb'^      2V2a& 


Anmerkungen. 

1)  Ton  den  Gegenständen  des  Art  III.  finden  sich  die  Gleichungen 
der  Curre,  die  der  Ellipse  entspricht  und  die  Relation  21)a  in  den 
Nonvelles  Annales  2.  serie,  t  XI.  p.  27.  I.  bereits  hergeleitet.  Dort 
findet  sich  von 

M.  L.  Desmons,  Professeur  au  Lyc^e  de  Troyes : 

I.  L'^quation  de  la  corde  commune  au  cercle  osculateur  et  k 

l'eUipse  est 

X  y 

-  cos a  —  T  sina  «  C082a» 

a  b 

a  ^tant  le  paramdtre  angulaire  du  point  de  contact,  et  le  tecond 
point  d'intersection  ayant  pour  parametre  —3a. 

II.  Les    coordonnees  du  point  milien  de  la  corde  y  ont,   en 
prenant  pour  axes  les  axes  de  l'ellipse, 

cosa-f-cosSa 
x  =  a  2 

sina— sin3a 

y  -fc 

on  bien 

y  —       aeosirc082a 
y=i  —hüüaco%2m 
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Diese  Grundgleichungcn  geben  nach  Elimination  von  a  die  Gleichongeii 
der  Curve  die  der  Ellipse  entspricht,  (o  ist  in  Art.  lEL  mit  qp  be- 
zeichnet. 

Die  Grundgleichuugen  17)  haben  eine  andere  Herteitang^  and 
stellen  zugleich  beide  Curyen  dar,  je  nachdem  man  x^y^  einen  Punkt 
der  Ellipse  oder  Hyperbel  sein  lässt. 

2)  Die  obige  elegante  Herleitung  der  Gleichungen  ruht  aaf  dem 
zuerst  gewonnenen  Resultat,  dass  +«  und  —-3a  die  Constmctions- 
winkel  der  Endpunkte  der  betreffenden  Ellipsensehne  sind.  FOr  die 
Hyperbel  findet  eine  solche  einfache  Beziehung  zwischen  den  Con- 
structionswinkcln  nicht  statt.  Sind  die  Constructionswiukel  dort  ^i 
und  (Dj,  so  ist 

.     -  .     -  3+8in«^, 

sind),  ^- sind),  ^^3^.^,^^ 


§.  4.    Quadratur. 

Hierta  (Fig.  7.) 

Ist  Q  »  F{ti)  die  Gleichung  einer  Curve,  so  ist  der  Inhalt  eines 
Sectors  zwischen  den  Strahlen  zu  «  =»  0  und  «  =  « 

Im  gegebenen  Falle  kommt  mit  Rücksicht  auf  den   frtther  ge- 
fundenen Wert  von  q 


—  da. 


Der  Abkürzung  wegen  sei  C^  die  dem  oberen,    Cg  die  dem  unteren 
Zeichen  entsprechende  Curve. 


a)  Quadratur  der  C^. 
Für  den  Sector  zwischen  0  und  a  kommt: 


29) 

Die  Substitution 
30) 


\a*'^   b*  ) 


tg« 


-Ig^ 


jtltthaia  mit  teiatii  Oiculalioiukreüen  geuttin  hal.  47 

ereg  Integral  {q>  ist  der  ConstnicÜonBwinkel  der 

antertD  IntegralzdcbeD  wird  dann 
/l— tgVX* 

itegral 

ab 

-=  -g  (ip+isinifp) 

Dhslt  des  Sectors,  welcher  zwiacfaen  den  Strahleo 
a  nod  -{-tt  euthalten  ist,  ist 

9>Bin(p  — J  cos  v  Bing. +  |j 

ihalt  des  in  Pignr  7.  horizontalen  Blattes,  wenn 
nt-,  dann  wird  die  obere  Oreuzo  arctg(I)  oder 
sinqn  ist  dann  gleich  cosip  gleich  -^  nnd   man 

ie  untere  Grenze  gleich  j  <^Jo  obere  gleich  -q« 
Inhalt  des  nntorhalb  der  x  Aie  liegenden  verti- 
r  ist  ebenfallfl  gleich  -g-  ■ 

:  der  C,  haben  gleichen  Flächeninhalt,  nnd  ist  der 
gleich  dem  achten  Teil  der  gegebenen  Ellipse;  der 
von  der  Cj  eingeschlossenen  Ranmes  ist  gleich 
dieser  Ellipse. 

lies  Auoales'S  Serie  II,  Band  11  ist  die  Enveloppe 
le  die  Knimmnngskreise  mit  der  Ellipse  gemein 
Sie  ist  eine  geschlossene  symmetrisch  zu  den 
D,  welche  die  Ellipse  einscbliesat  und  sie  in  ihren 
tUut;  sie  hat  vier  Rtkckkebrpankte  inu  =  ±a-^2, 
at  „par  U.  Moret-Blanc,  Professear  an  Lyc£e  dn 
bestimmt  gleich  J  der  Ellipse.    Es  folgt: 
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33)  Die  Flächeu  der  Curven  C|,  der  Ellipse  and  der  Enveloppe, 
vorhalten  sich  zu  einander  wie 

1:2:3. 


b)  Fortsetzung  der  Quadratur  der  C^, 

Der  Inhalt  der  C^  zwischen  der  durch  den  Endpunkt  von  x  zur 
a;-Axo  senkrecht  gezogenen  Curvensehne  und  dem  Scheitelpunkte  a, 
0  ist  gleich  dem  Inhalte  des  Sectors  zwischen  der  durch  a^,  ±y  der 
Ci  und  dem  Anfangspunkte  hindurchgehenden  Strahlen  minus  dem 
Inhalte  des  Dreiecks,  dessen  Eckpunkte  die  Endpunkte  dieser  Sehne 
und  der  Anfangspunkt  sind,  oder  kurz  gleich 

Sector  C^  —  xy 

Obige  Strahlen  bilden  mit  der  x-Axe  die  Winkel  -f-«  ^^^  ""«• 

Den  Inhalt  durch  a  ausgedrückt  erhält  man,  wenn  man  in  For- 
mel 31}  singo  und  cosq?  durch  tg<p  ausdrückt,  die  Differenz  der 
Functionswerte  bildet,  und  für  x  und  y  die  Werte  des  oberen  Zei- 
chens aus  23)  einsetzt;  es  kommt: 

a«tga  2^*"         ,    ab  (a       \ 


A      tg^y 
/i     tg»«\» 


tga. 


y 

Der  Inhalt  wird  durch  x  und  y  ausgedrückt,  wenn  man  tga^- 

X 

setzt. 

Die  Strahlen  zu  den  Winkeln  —er  und  -f~<^  schneiden  die  ge- 
gebene Ellipse  in  den  Punkten,  die  mit  x^^  y^  bezeichnet  sein  mögen. 

Da  tg  a  auch  gleich  — ,  so  ist  der  Inhalt  ausgedrückt  durch  x^  und  y^ 

36,      [(:-.)'..«+  [?»e.,(5  ö)  -).,„]]-  [,(S)-_,J\, 

Das  zweite  Glied  oder  das  Product  ocy  wurde  aus  den  Gleichungen 
23)  gebildet  und  musste  es  absolut  genommen  werden,  weil  xy  ab- 
solut x^y^  ist  das  Rechteck,  wdchee  sich  in  Figur  7.  darstdlt,  wenn 
man  durch  den  Punkt  «|,  yi  eine  Parallele  zur  Aze  der  9  zieht  bis 
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zum  Durchschnitt  mit  der  y-Axe;  es  sei  bezeichnet  mit  R^.  Die 
Yerhftltnisazahl  —  sei  bezeichnet   mit  k^.     Das  zweite  Glied  der  er- 

sten  Klammer  ist  der  Inhalt  des  EUipsenflächenstttckes,  zwischen  der 
-^x-Axe,  der  Ordinate  y^  und  der  Ellipse;  es  sei  bezeichnet  mit  S^, 
Die  vorhergehende  Formol  wird  dadurch  geometrisch  anschaulich, 
und  ans  ihr  wird 

36)  [*,*Äi  +  5,]  -  [2A:i»-l]«i?„  0  <  ^1  <  1. 

Für  A?,  =  -^  vorschwindet  das  letzte   Glied ,   der  Inhalt  des 

durch  dasselbe  dargestellten  Dreiecks  wird  null,  d.  h. :  aus  den  beiden 
Strahlen,  welcho  durch  den  Anfangspuidct  gehen,  werden  die  Tan- 
genten des  Mittelpunkts.    Also  stellt 

IL 
den  Inhalt  des  ganzen  Blattes  dar.     -^  ist  aber  der  Inhalt  des  Drei- 
ecks, dessen  Grundlinie  tc^  und  dessen  Höhe   yj   ist   (vgl.  Figur). 
Daraus  folgt: 

37)  Der  Inhalt  des  Blattes  ist  gleich  dem  Inhalte  des  Scctors 
der  Ellipse,  welcher  zwischen  der  fl;-Axe  und  einer  Tangente  des 
Mittelpunkts  enthalten  ist. 

nh  lt. 

Da  nach  früher  der  Inhalt  eines  jeden  Blattes  gleich  -g-,  also 

gleich  der  Hälfte  der  Ellipsenfläche  eines  Quadranten  ist  und  darum 
auch  der  Inhalt  des  Sectors,  so  teilt  die  Tangente  des  Mittelpunkts 
die  Ellipsenfläche  eines  Quadranten  in  zwei  gleiche  Teile,  und  weil 
nun  der  Inhalt  des  Sectors  gleich  dem  doppelten  Inhalte  eines  halben 
Blattes  ist,  so  teilen  die  Bögen  zu  den  halben  Blättern  an  der  x- 
«nd  y-Axe  jeden  solchen  Teil  wieder  in  zwei  gleiche  Teile.  Die 
Tangenten  des  Mittelpunkts  sind  die  Diagonalen  des  Rechtecks,  dessen 
Seiten  durch  die  Scheitelpunkte  zu  den  Axen  parallel  gezogen  sind. 
Also  folgt: 

98)  Die  Axen  der  Ellipse,  die  Diagonalen  des  Rechtecks,  dessen 
Seiten  durch  die  Scheitelpunkte  zu  den  Axen  parallel  gezogen  sind, 
und  die  Curve  C^  teilen  die  Ellipsenfläche  in  16  gleiche  Teile. 

c)  Quadratur  der  C^, 
Für  den  Sector  zwischen  0  und  a  kommt 

T«fl  LXX.  4 
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39)  i  I  ^"" :/ ^_,,:, "  '^än 


Die  Substitution 

r 

40)  tga«=  -8in<D 

ändert  das  Integral  um  in  ein  leichteres.     (<P  ist  der  Constructions- 
Winkel  der  gegebenen  Hyperbel). 

Die  Function  unterm  Integralzeichen  wird  dann 

,[l4-sin«a>?  ,^  r    4  4.11 

COS*(P  [C08^<I>         C08'<I>    »    C08<I>J 

und  unter  Anwendung  von 

C08»»<I>  ""  (n  — l)CO8"-10"^n  — ly     C08"-2<I>     ^^^ 

dO        ,    l4-8in<I>    ' 
=  In 


/d^ 
C08<P 


C08<I>  COS<I> 

kommt  für  das  Integral 

,   ,,    l  +  8in<D"l/_.  .    atg«\ 


ab  r  8in<P  sin<fi     ,   ,  ,_^  1  +  8in<I>" 

'2  [co8*<I>  "^  2cos»<D 


Der  doppelte  Inhalt  dieses  Sectors,  also  der  Inhalt  des  Sectors, 
welcher  zwischen  den  Strahlen  zu  den  Winkeln  — «  und  -}-«  ®^t" 
halten  ist,  ist 


41)       ab 


8in<Z>         sin<D 


,    ,,    l+8in<I>]/-  .    atga\ 


cos*<I>      2  cos*<P 

Diese  Strahlen  schneiden  die  C2  in  einem  Punkt  X,  ±^Y. 

Der  Inhalt  der  C^  zwischen  der  durch  den  Endpunkt  von  X  zur 
x-Axe  senkrecht  gezogenen  Curvensehne  und  dem  Scheitelpunkte  a, 
0,  ist  gleich  dem  Inhalte  des  Dreiecks,  dessen  Eckpunkte  die  End- 
punkte dieser  Sehne  und  der  Anfangspunkt  sind,  minus  dem  Inhalte 
des  Sectors,  welcher  zwischen  den  durch  die  Punkte  Jf,  ±  F  und 
dem  Anfangspunkte  hindurchgehenden  Strahlen  enthalten  ist,  also 
gleich 

X .  F—  Sector  Q. 

Setzt  man  die  dem  unterm  Zeichen  entsprechenden  Werte  aus  23) 
ein  und  in  41)  den  Wert  von  <D,  so  kommt 


letldit  ein  Kegtlt^nitt  mit  ttmlit  Oiculalhnijcrtüin 


i'-p«*")'  4' -5"" 


|/'-°.''8'". 


Der  Inhalt  wird  dnruh  ^  nad  F  ausgedruckt,  weun  man  tg  a  =  ^ 

KtZt 

Die  Strableu  zu  dea  Winkeln  —  o  und  +n  schneiden  die  ge- 
gebene Hyperbel  in  den  Punkten,  die  mit  X-,,  +  Yi  bezeichnet  sein 

y 
mOgen.    Da  tga  auch  gleich  7^ ,  so  ist  der  Inhalt  ansgedrttckt  durch 

J^  nnd  Yt 

«,  Kf.)-.]^.-[(!-^n-f^-f..(!-+5)]] 

Das  erste  Glied,  welches  das  Prodnct  XY  darstellt,  ist  aus  den 
Gleichnngeu  17)  gebildet,  und  ist  es  absolut  genommen,  weil  ^yabsolut. 

jr,y,  ist  das  Rechteck,  welches  sich  in  Figur  darstellt,  wenn 
man  durch  den  Punkt  X^,  r,  eine  Parallele  zur  Axe  der  x  zieht  bis 
am  Durchschnitt  mit  der  y-Axe;   es  sei  bezeichnet  mit  Aj.     Die 

Verhflltnisszahl  -  sei  bezeichnet  mit  k^.  Das  zweite  Qlied  der  zweiten 
Klammer  ist  der  Inhalt  des  HyperbeltilLchenstttcks  zwischen  der 
-|-x-Axe,  der  Ordinate  Y^  und  der  Hyperbel;  es  sei  bezeichnet  mit 
Sf.  Dadurch  wird  die  vorige  Formel  geometrisch  anschaulich,  urd 
aus  ihr  wird 

44)  [2^»-1]»ä,-[Vä*-SJ,    i,>l.    (Vgl.  36). 
PDt  kf~  yz  kommt 

45)  7Ä,+S,. 

d)  S&tze  Ober  die  Sectoreu  C,  und  C,; 

TervollBtändigte  geometrische  Darstellung  dieser 

Sectoren. 
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^*  S«tor  Ct  =  V^—  ^ 

welche  Gleidiaiigen  in  der  6lndini% 

enthalten  gedacht  werden  kAnnen,  oder 

47)  Der  Inhalt  eines  Sectm  eioer  Csrre  C,  welcher 
den  Stnhlen  zn  — n  nnd  -(-«  enthalten  ist,  ist  gleich  dem 
Inhalte  des  Rechlecks  gebildet  ans  d^  Coordinaten  des  Pni 
welchem  der  Strahl  den  n^tri^igen  Kegelschnitt  sdinüdet, 
FliehenstOck  zwiBcben  der  Ordinate  dieses  Pnnktes,  der 
c-Axe  nnd  dem  Kegelschnitt,  ans  welchem  C  hergeleitet 
zwar  gilt  das  obere  'Zeicfaem,  wenn  der  gegebene  Kegelsci 
Ellipse,  das  ontere,  wenn  dieser  eise  Hjperbd  war;  k  h 
das  Terh&ltniss  der  Abscisse  des  Punktes,  in  welchem  e 
Strahlen  die  Oirve  C  schneidet 

48}  Zar  Eilftalening  der  Formeln  30)  nnd  40)  and  Ar 
terc  geometrische  Darsteltong  der  Sectoren  wird  es  gebe 
nadifolgende  zwei  Punkte  in  Erinncmng  sn  bringen. 

1)  Zd  einem  gegebenen  Winkel  ip  constrairt  man  Ic 
Punkt  x,y,  und  bat  man  darum  auch  «.  Der  Strahl  m 
Winkel  <p  gegen  die  Aze  der  x  schneidet  die  beiden  um  den 
punkt  mit  b  und  a  beschriebenen  Kreise;  die  dnrch  die  Sehn 
zu  der  x-  bzhw.  y-Axe  gezogenen  Parallelen  schneiden  sich  ii 
«,,  y,.    Ans  der  Conatmction  folgt 

o:,  —  aC089 

y,  •=  htäa^p 

Diese  Oleicbangen  erflülen  die  Gleichong  itx  Ellipse  and  it 
*ij/i  ein  Punkt  dieser  Ellipse.    Dnrcb  Division  erhUt  man 


and  da  ^  =  tg»,  so  kommt 

b 
tgo  =  -tg(P 

2)   Zu  einem   gegebenen  Winkel  <P   constrnirt   man   le 
Punkt  ^1,  F,  und  bat  man  daram   auch  den  entspreche»'' 
kel   tt.     Der   Strahl   unter   dem  Winkel   <t>   gegen   die 
schneidet  die  im  Punkte  b,  0  auf  der  x-Axe  errichtet« 


3  kommt. 


Dkel  +« 
■8  dor  C, 
Rechteck 
gegcbouB 
atfl  diesoa 
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Panktes,  der  positiven  a;-Axe  und  der  Ellipse;  2)  der  Inhalt  des  Sec- 
tors  der  Q  zwischen  den  entsprechenden  Strahlen  ist  gleich  dem 
doppelten  Eechteck  *)  aus  den  Coordinaten  des  Punktes,  in  welchem 
ein  Strahl  die  gegebene  Hyperbel  schneidet,  minus  dem  Flächenstück 
zwischen  der  Ordinate  dieses  Punktes  der  positiven  x-Axe  und  der 
Hyperbel. 

§.  5.    Graphische  Barstellang 
des  Inhalts  für  einen  beliebigen  Oonstmctionswlnkel. 


Es  ist 
und  darum 


Ri  =  aciyi,      Ä,  =  -Xi  Fj 

Sector  Cj  =  y^{x^  cosV)  +  ^ 

Sector  C,  -  ^.(^^J*)  "  ^ 

Man  trägt  nun  den  Winkel  <Z>  an  x^  an,  so  dass  der  Scheitelpunkt 
mit  dem  Endpunkte  von  x^  zusammenfällt,  und  der  andere  Schenkel 
etwa  die  positive  j^-Axe  schneidet;  dann  projicire  man  den  Mittel- 
punkt auf  letzteren  Schenkel  und  den  Fusspunkt  wieder  zurück  auf 
die  Axe  der  x;  der  zuletzt  erhaltene  Punkt  ist  der  eine  Endpunkt 
der  Grundlinie  des  Rechtecks,  dessen  Breite  gleich  y^  und  dessen 
Länge  (Grundlinie)  gleich  x^cosV  ist;  der  andere  Endpunkt  der 
Grundlinie  ist  eben  der  Endpunkt  von  x^.  Dieses  Bechteck  bildet 
mit  dem  Stücke  S^  ein  zusammenhängendes  viereckiges  Flächenstück 
(vgl.  Fig.  7.),  begrenzt  von  drei  Geraden  und  der  Ellipse. 

Trägt  man  den  Winkel  <2>  an  die  a;-Axe  an,  so  dass  der  Scheitel- 
punkt mit  dem  Endpunkte  von  X^  zusammenföllt  und  errichtet  in 
dem  Punkte,  wo  der  andere  Schenkel  die  j^-Axe  schneidet,  ein  Lot 
auf  diesem,  so  wird  dieses  Lot  die  ar-Axe  schneiden.  Dieser  Schnitt- 
punkt ist  der  eine  Endpunkt  der  Grundlinie  dos  Rechtecks,  dessen 

Breite  gleich  y^  und  dessen  Länge  (Grundlinie)   gleich  — ^    ist; 

der  andere  Endpunkt  ist  der  Endpunkt  von  X^.  Dieses  Rechteck 
wird  zum  Teil  bedeckt  von  dem  Flächenstücke  /^,  so  dass  die  Diffe- 
renz ein  zusammenhängendes  viereckiges  Flächenstück  bUdet  (vgl. 
Fig.  7.),  begrenzt  von  drei  Geraden  und  der  Hyperbel.    Also 

48)  Construirt  man  zu  gegebenen  Constructionswinkeln  q>  und  <D 
die  Sectoren  der  Curven  C^  und  C^,  die  also  zwischen  den  den  obigen 


*)  Das  doppelte  Rechteck  ist  dem  Rechtecke  gleich,  dessen  Breite  die 
Verhindungslinie  der  Schnittpnnkte  der  Strahlen  mit  der  Hyperbel,  und  dessen 
Länge  die  Entfernung  eines  dieser  Punkte  von  der  y-Axe  ist.     (Vgl.  Fig.  5.) 
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entsprechenden  Strahlen  zn  — Oj  nnd  -{-a^  and  femer  zn 
—  ff,  and  -f  »2  enthalten  sind,  so  ist  der  Inhalt  des  Sectors  C^  gleich 
dem  Inhalte  eines  leicht  zn  constmirenden  Vierecks,  begrenzt  von 
drei  Oeraden  nnd  einem  Ellipsenbogen ;  der  Inhalt  des  Sectors  C^  ist 
^eich  dem  Inhalte  eines  leicht  zn  constmirenden  Vierecks,  begrenzt 
von  drei  Geraden  nnd  einem  Hyperbelbogen. 

In  Fig.  7.  sind  der  Bequemlichkeit  wegen  die  Winkel  g>  nnd  <2> 
so  angenommen,  dass  o,  <=-  a^.    Es  ist  dort 

der  Sector  C^  oder  E1M2  gleich  dem  Viereck  53/34 
nnd 

der  Sector  C^  oder  E1^M2^  gleich  dem  Viereck  5j 3/3,4. 

Darob  diese  Betrachtungen  sind  Flächenstücke,  begrenzt  von 
Geraden  nnd  Gorven  6ter  Ordnnng,  verwandelt  worden  in  Flftchen- 
Btücke,  begrenzt  von  Geraden  nnd  Cnrven  2ter  Ordnung. 

Sind  umgekehrt  die  Winkel  a  gegeben,  so  erhält  man  mit  Rück- 
sicht auf  48)  leicht  die  entsprechenden  Constmctionswinkel,  da  die 
Abscissen  x^  und  X^  bekannt  sind,  weil  die  Ellipse  und  Hyperbel 
als  in  Figur  gegeben  angenommen  werden. 

Wenn  das  aber  nicht  ist,  so  liegt  es  ob,  damit  die  oben  angege- 
bene Verwandlung  ausgeführt  werden  kann,  zu  einem  Strahl  unter 
einem  angenommenen  Winkel  a  den  auf  diesem  Strahl  liegenden  Punkt 
«'i*  yi  hzhw.  -X,,  F,  zu  constniiren. 

Dazu  dürfte  sich  folgende  Constmction  empfehlen.  ^ 

49)  1)  Man  beschreibe  um  den  Anfangspunkt  mit  a  — 6  und  a 
Kreise.  Diese  mögen  den  Strahl  in  den  Punkten  P  und  Q  schneiden. 
Man  projicire  den  Punkt  P  auf  die  «-Axe,  die  Projection  sei  Pi,  und 
verbinde  Pj  mit  Q.  Die  durch  den  Anfangspunkt  zu  PjQ  gezogene 
Parallele  schneide  den  äussern  Kreis  in  einem  Punkte  T,  Die  dann 
durch  T  zur  y-Axe  gezogene  Parallele  schneidet  den  Strahl  im  ge- 
suchten Punkte  ar^yj.    (Vgl.  Fig.  7.) 

2)  Zu  demselben  Winkel   c  erhält  man  den  Punkt  -Xj,  F,  wie 
folgt: 

Man  beschreibe  über  a-,  einen  Halbkreis  und  trage  darin  vom 
Endpunkte  x,  aus  eine  Sehne  von  der  Länge  der  von  T  auf  die 
a:-Axe  gefiUlten  Senkrechten  ein  •,  die  Verbindungslinie  des  andern 
Endpunktes  dieser  Sehne  mit  dem  Anfangspunkte  bildet  dann  mit 
der  ^-Axe  den  Winkel  (D;  zn  <I>  erhält  man  dann  noch  früher  leicht 
^1,  y,.    (Vgl.  Fig.  7.) 

Beweis  zu  1). 

Der  construirte  Winkel  ist  der  Constructionswinkd,  weun 


i 


:  Ort  dtr  Uilltlpunkte  der  Sdmtn, 


tg«,  = 


Das  Lot  von  Q  auf  die  Äxe  der  z  ist  gleich  aBinn,   die  ProjectioD 
des  Stückes  a  —  {a — &]  =b  auf  die  Axe  der  <e  ist  6cosa,  die  Tan- 

ir  Linie  i\Q  mit  der  z-Aie  ist  demnach  rtS^i 
lie  Tangente  des  Winkels,  welche  die  Parallele 
X'Axe  bildet. 


Winkel  ist  der  Constractionawinkel,  wenn 
Bin^,-|tg« 

nach  Constxnction,  und  tg<p  aber  —  rtg«. 

5.  6.  B«ctiaMtlon. 
I  Gleichungen  (17)  ein, 
X  —  ac0S9,    y  ■=•  bmaip 


cos*'        *  ^ 

e  =     d  coB  q»  [cos*v  —  sin  V3 
y  =>  —  6  sin  9>  [co8*v  —  sin'^i] 


"- 

.p-co. 
cosXC 

^ 

- 

J[2-co« 
cos'» 

^.i.. 

c, 

siad 

- 

—  6C08V[1- 

6  cos 
6  Bin 

=     o  sin  ip  [ö  +  sin*^]  rfip ;  co6*9> 
=  —  6  [1 4"  ft  sinV]  ''T  :  C08*qp 

BogcDs  zwischen   den  Polarwinkeln,  wache  den 
0  nnd  9>  entsprechen: 
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ftr  C^  y  Vä*  Bm«g)  [5  —  6  sinV]*  +  &*  cos V  [1  —  6  sin V]*  dq> 

♦ 

^j^  ^  /"y g»  gin»<l>  [5 + sin^Oy+b*  [1+5  sm^^*dO 

0 

Fttr  ^  =  a  kommt: 

1)  a  yVl  +12  sin  V  [1--  sinV]  dq> 

0 

2)  a /Vl+358in*<P[l+8in«<»]+8in«<I>da> 
Für  den  üm&ng  des  halben  Blattes  kommt: 


n 
4 


"/ 


Vi  + 12  8in*9  008*9  dq> 


Drückt  man  (p  dorch  den  doppelten  Winkel  aus  und  setzt  2(p  >»  t/;, 
ao  kommt: 

n 
2 

I  /  Vi +3  sin V  rf^    oder 

2 

a  I  Vi  — fcosV  ^^ 

0 

waches  Integral  die  Länge  einer  Viertel-Ellipse  zu  den  Axen   2a 
und  a  darstellt;  denn 

Es  folgt:  Die  Länge  der  ganzen  Curve  ist  gleich  der  doppelten  Länge 
dieser  Ellipse.    Die  Fläche  dieser  Curve  ist  gleich  der  halben  Kreis- 

fläche  gleich  -h~  ;  das  ist  aber  auch  der  Inhalt  der  Ellipse  von  den 
Axen  2a  und  a. 

52)  Die  Curve  C|,  die  einem  Kreis  entspricht,  hat  den  Inhalt 
einer  Ellipse,  deren  grosse  Axc  gleich  dem  Durchmesser  und 
deren  kleine  Aze  gleich  dem  Radius  dieses  Kreises  ist,  und  ihre 
Länge  ist  gleich  der  doppelten  Länge  dieser  Ellipse. 


Zügi!  BetBOftmg  «ü«  tehetttn  RakiM 


Bewegung  eines  schweren  Punktes  i 
Botationsparaboloid. 


Henn   Dr.  ZQg8  in  Lingen. 


§.  1. 


Um  die  ADweodbarkcit  elliptischer  Fonctionen  an 
Probleme  an  Gioem  grABBeren  Beispiele  darzntan,  ist 
fleiDer  „Theorie  der  clliptischcD  FoDcüODeD"  die  Bewef 
Tischen  Pedels,  d.  b.  eines  Punktes,  der,  allein  von  di 
gctriebon,  auf  der  Oberflftulie  einer  Kugel  zn  bleiben 
eingebond  nntcrsnciit  worden. 

Dil  in  analoger  Weise  die  Bewegung  eines  sei: 
rerden,  der  die  Oborfl&cbe  eines  Rotationspai 
arf.  Wir  nehmen  an,  dasa  das  Paraboloid 
lel,  deren  Gleichung 

I  7-Axe  entstanden  and  diese  Äxe  vertical  i 
Axe  mit  der  Ricbtnng  der  Schwere  zasaro 
B  Paraboloids  sei  gleichzeitig  der  Anfangspai 
[Koordinatensystems,  anf  welches  bezogen  d 
on  Pnnktes  x,  y,  i  heiasen  mögen.  Denkt 
man  Tom  Punkte  aas  anf  die  2-Axe  Allen 
)roj)cirt  nnd  sei  qo  der  Winkel,  den  diese 
an  z-Aze  bildet,  so  wird  die  Bedingung,  d 
erwache  des  Paraboloids  bleiben  mnss,  aas) 
iBgen: 
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X  —»  21/0«.  COS  9, 

y  -=  2yaz.8iQ9>. 

erhalten  nun  aas  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft  folgende 
erste  Bewegnngsgleichnng: 

(f)"+(f)*+e)"— +<'. 

irobei  C  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.    Ans  den  Gleichungen 
(1)  aber  erhält  man  durch  Differentiation: 

dx  , —  dw       1  [q  dn 

dy  I—  dfp       \/a  .       d» 

folglich  geht  die  Gleichung  (2)  in  folgende  fiber: 

Die    zweite   der  Bewegungsgleichnngen  liefert  uns  das  Princip  der 
FlAchen,  das  f&r  die  a^-Ebene  gilt    Nach  demselben  muss 

,  worin  A  eine  Constante  ist,  oder 

4cw^  -  A.  (4) 


§.  2. 

Um  zun&chst  die  mechanische  Bedeutung  der  Constanten  A  und 
C  zu  ermitteln,  setzen  wir  fest,  dass  zu  einer  beliebigen  Zeit 

c     dq> 

sei,  dann  ist 

A  =  4a^a) 

und  daher 

dq> toj 

dt   ""   z  ' 

Setzen  wir  nun  letzteren  Wert  in  die  Oiöi^^ntirj  (3)  ein,  so  erhalten 
wir: 


zt. 

^«  sdu^en  funklet 

iat. 

F+°4^ 

(!)■- 

2s,+  C, 

(1)'='^ 

-ia,.V- 

:^. 

T  ferner  an,  dasB  zur 

Zeit  1  - 

I 

+4«£«'+2st-C. 


den  Wert  far  C  nnn  in  (6)  ein,  ao   ergicbt  eich   i 
formnngcD: 


V: 


c*{z  +  l  '+(t-»)<2i»— 4«J»*) 


il  bleiben  mnas,  so  erkennt  msa  bald,  dass  a  nicht  un- 
)SB  werden  gud  Qberhaspt  nnr  die  positiven  Werte  an- 
DD,  welche  zwischen  den  reellen  Wnreeln  der  Oleichang: 


tzen  wir  zur  Abkttrznog: 

.                 2am'                 c'ia+') 
»:£-»,       -^-"^        -^ •*> 

ie  Gleichnng  (8) 

(1  _  „){«_-„)  4- „„  =  ^(u)  =  0.  (9) 

.  -=  0    /■(«)<  0,  fflr    «  -  1    f(u)  >  0, 

1  "  m  /(«)  >  0      und   für    u  —  co  /-(i.)  <  0 

bt  CB  immer  zwei  reelle  positive  Wurzeln  der  Oleichung, 
ergiebt  sieb,  dass,  welche  Werte  die  Grössen  c  und  « 
en,  die  t-Coordinate  des  Punktes  zwischen  zwei  Grenzen, 
die  Verticalgeschwindigkeit  0  ist,  veränderlich  ist.  Durch 
der  Gleichung  (8)  kann  man  diese  Grenzwerte  der  *-Cooi^ 
i  da 

dtp mt 

fit    ~    * 


wtf  emem  RotaHomtparaboloid*  61 

ist,  auch  die  horizontale  Winkelgeschwindigkeit  am  höchsten  und 
tiefsten  Punkte  aus  den  willkflrlich  gegebenen  Grössen  c  und  q> 
berechneD. 

Wir  setzen  nun  zur  Vereinfachung  der  weiteren  Untersuchung 
fest,  dass  zur  Zeit  <  «  0  die  Bewegung  am  höchsten  Punkte  beginne, 
also  c  =  0  und  folglich  auch  n  »-  0  sei,  und  bezeichnen  die  ent- 
sprechenden Werte  von  z  und  q>  mit  z^  und  a>o-     Dann  lautet  die 

Gleichung  (9) 

(1  — t*)(t«— m)  —  0, 

und  es  bedeutet  jetzt  u  »  « :  sq.  Für  den  höchsten  Punkt  ist  u  =»  1, 
also  fQr  den  tiefsten  u  »  m,  d.  h.  es  ist  m  <[  1.  Es  muss  also  bei 
der  Bewegung  die  horizontale  Winkelgeschwindigkeit  am  höchsten 
Punkte  a»o  immer  so  beschaffen  sein,  dass 


_  2a«)o»       ^ 


m 

9 

ist,  höchstens  gleich  1.  Im  letzteren  Falle  stimmen  die  beiden  Grenz- 
werte ftlr  u  resp.  für  «  ttberein,  e  kann  weder  wachsen  noch  ab- 
nehmen, es  findet  also  eine  einfache  Kreisbewegung  statt.  Die  Be- 
dingung hierfQr  ist  also 

2aa)o'  _ 
9 

Sei  V  die  horizontale,  in  der  Richtung  der  Kreistangente  genommene 
Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes,  r©  der  Radius  der  Kreis- 
bahn, 80  ist 

also 

1  = oder      -  =  ö- . 

9^0  Tq       2a 

Knn  drückt  —   die  Grösse  der  Centrifugalkraft  aus;   denken  wir  uns 

femer  durch  den  bewegten  Punkt  und  die  sr-Axe  eine  Ebene  gelegt 
und  an  den  so  entstehenden  parabolischen  Schnitt  eine  Tangente 
durch  den  Punkt,  so  ist  die  Gleichung  dieser  Tangente: 

iTo  —  2a(»+«o), 

also  der  tangens  des  Winkels,  den  die  Tangente  mit  der  positiven 
ii-Axe  bildet,  ist  2a:ro,  oder  sei  t(;  der  Winkel,  den  die  Tangente 
mit  der  Richtung  der  Centrifugalkraft  bildet,  so  ist 

tangt^  =ro:  2a. 

Daher  geht  obige  Relation  in  folgende  über: 


Züge:  Bewegvag  eiaea  n^tetrirt  Puaklts 


)3  4>  =.p8inV, 


das  heisst:  Eiq  schwerer  Punkt  bewegt  sich  auf  dem  Rotations- 
paraboloid  mit  verticalor  Axe  kreisförmig,  wenn  die  AnEnngsgescliwin- 
digkeit  horizontal  gerichtet  ist  und  die  Componeat«  der  auf  die  Ro- 
tationgaxe  bezogenen  Contrifngalkraft,  welche  in  der  Richtung  einer 
durch  den  Pnnkt  an  das  Paraholoid  gelegten  and  die  i-Äxe  schnei- 
denden Tangente  genommen  ist,  dem  absolaten  Werl«  nach  gleich  ist 
der  nach  derselben  Bichtang  genommeneu  Componente  der  Schwer- 
kraft Ist  die  Componente  der  Centrifugalkraft  grOsser  oder  kleiner, 
als  die  Componente  der  Schwere,  so  vergtflssert  oder  verkleinert  eich 
zunächst  die  verticale  Entfernung  des  Punktes  von  der  zy-Ebene. 


5,  3. 

fioginuc  die  Bewegung  also  in  grösster  Entfernung  von  der  xy- 
Ebene,  sei  also 

9 
SO  ist  zunächst  die  Vcrticalgcsdiwindiglcdt  negativ,  und  es  ergiebt 
sich  aus  (7)  die  Gleichnng; 


±—      l/('«-')g»'— <°^''»') 
dl  —  r  o+. 

J  l'(a+.)(i,—.)(2}.— *»,«■) 
tiou  nnter  dem  Wurzelzeichen  hat  die  Wurzeln 


— «.  ^. 

g 

■  letztere  mit  b  bezeichnen, 

erhalten  wir 

(a+,)d. 

'"^■'"7v5+ 

«)(«,-.)(.- 

S) 

Ihkttrznng 
t  sich 

-»  =  ?■ 

f  <üi«n  Sslatiemparaimhid, 


l/(«»-ai»)(fJ«-o)*)' 
abstitntion  u  ■=  jl«,   nm  das  Intognl   in  die 


./    l/(tt»_o,»)((JI. 

ititntion  u  >=  /Jo,   i 
MoD  erh&lt,  weon 

/(l  — tV)di 


—  tV)tfe 


liiptischeG  Integral  zweiter  Gattnng,  das  wir 
1  V  —  sin  v   snbstituirt   ist,   mit   i!.'()f),  oder 


-h 


g    der    benutzten    SobBtitntioDsformeln ,    da 

'  =  «o-(»b-*)8i»*^  (U) 

Schwingangsdauer,  d.  li.  die  Zeit,  in  welcbor 
der  grCss[£n  Id  die  kleinste  Entfemang  Ton 


-«H-^ 


ige  Integral  zweiter  Gattung  bedeutet    Wir 
[10)  die  Gieicbnng 


£(«)  =  ^u+2(tt) 
idigfi  elliptiflclie  Integral  ent«r  0»ttung  und 


tehatrtn   PimlOtM 


ist,  Bo  geht  die  Formet  (10)  über  in 

T        T 
l  =       u-\--z(u) 


<13> 


Es  ontfiprectaen  sich  nau,  wie  sich  aus  (11)  und  (13)  crgicbt,  folgende 
Werte: 

«  —  0,     ~  K,   —2K,    =-3K ... 

(   =  0,     —  r,    —  2r,    —  3T... 


Da  fonicr 

^|«+2i)-^(«) 

und 

«ii(i.+2i) u. 

igt,  90  wachst,  wenn  u  um  2J:  zanimtnt,  t  um  27  ood  j  nimmt  den- 
selben Wert  wieder  au.  Es  kehren  also  in  der  Periode  2T  imraor 
genau  dieselben  Werte  fdr  i  wieder.  Dasselbe  gilt  von  der  Geschwiu- 
digkeit.    Denn  es  ist 


—  =— 2(«o  — ijsnu.enu.dn», 
l/T   di_      2(a^--i)Bni>.cnM 

"Vis 


2g'dt~ 


dnu 


8n(u-|-2jrj SDu, 

cn(tt-|-  2K)  —  —  cn  B, 

dn{yt  +  2K)  -dn«. 

'erner  T — i,  die  Zeit,  welche  dem  Ai^ment«  J— «i 
id  T-\-tf  die  Zeh,  die  dem  Argumente  K-^-u,  enttprlobt, 


ist,  so  ei^iebt  sich  durch  Addition  der  Oleichangen  (15): 

cL  h.  es  rnuss  t^^  h  sein.  Es  entsprechen  also  den  Argumenten 
K — 1*1  und  ÜT+ttj  zwei  Zeitwerte,  von  denen  der  eine  nm  ebensoviel 
kleiner  ist  als  T,  als  der  andere  grösser.  Es  sind  aber  die  Grössen 
sii*(i5r-f-«*i)  ^^d  8n*(Z— Mj)  beide  gleich  cn*M:du^i;  also  sind  für  jene 
Argumente  die  Werte  von  z  einander  gleich.  Der  schwere  Punkt 
gebraucht  also  gleich  lange  Zeit,  um  von  einer  beliebigen  Höhe  bis 
an  die  tiefste  SteUe  zu  gelangen,  und  um  von  dort  die  ursprüngliche 
Höhe  wieder  zu  erreichen.  Die  Yerticalgeschwindigkoit  ist  beide 
Male  dem  absoluten  Werte  nach  dieselbe,  dem  Vorzeichen  nach 
verschieden. 

Wir  erörtern  hier  sogleich  noch  den  speciellen  Fall,  in  welchem 
»o  ^==»  0  ist,  der  Punkt  sich  also  in  einer  Ebene  auf  einer  Parabel 
bewegt.    Es  ist  dann 

nnd  es  wird  z  «  2^cn*u.    Der  tiefste  Punkt  ist  der  Scheitel  der  Pa- 
rabel.    Im  übrigen  gelten  dieselben  Ableitungen. 


S.  4. 

Wir  gehen  nun  zur  Bestimmung  des  Winkels  <p  über.    Für  ihn 
gilt  die  Gleichung 

alBO,  wenn  wir  voraiisaetzen,  dass  zur  IaM  t  »  0,  q?  *-  0  sei,  welcher 
BcHÜngung  immer  durch  passende  Wahl  Atr  Richtung  der  «-Axe  ent- 
sprochen werden  kann: 


i 
di 


0 

ergiebc  sich  dvch  Benutzung  der  Gleichungen  (11)  und  (14) 


^/2    /*        dn*t»^ 


saht 


.  =  y^+«,    *  =  ^?^; 


Züge:  Beatgvng  tinti  Kttwertn  I^aklti 
AbkOrzang 


ein  echter  Bruch  sein  mnss,  bo  ist 


's!  auf  die  Jacobi'sche  Normalform  zu  bringe: 
I  wir  den  Factor  vor  dem  Integralzeichen  kn 


V 

auD: 

<f  =  Mu  +  m'-^^  f,  *'^f".   du. 

0 

zo  +  a        lo  +  a 
zwischen  k*  und  1,  und  wir  setzen  daher 

reellen  Wert  haben  mass.    Danu  ist 

^  _i_^*''-'^*  /  ^'sn'(.p+g)sn'u 
Mu-\-M-j^J  i_i»Bn«(,>fÄ)^*^ 

ir  DividondaB  und  Divisor  des  Qaotienten  u 
mit 

cotam  (ig  +Ä)  dn  (ip  +K). 

iIl  tgamQ-g+A:)  /l^3u(i|?4^  ^CD(ip+^)dn(ip+ . 


dn(ip+Ar)",/    ""        1— A*gn»(ip-t-ÄJan*« 

itegral  benutzen  nir  das  Jacobi'sche  Zeichen  !!( 
1  Integrals  drücken  wir  zunächst  in  reellen  Qn 


ingam  (ig  -\-K) 


dn(.p+Ä)  fc'»8n(p,Ä')cn(p,f)' 


auf  einem  Rotationsparaboloid.  57 

wobei  bekanntiich  k'^^l-^h^  ist.    Aus  (16)  und  (17)  folgt 

and  hieraus 

dn(p,i:')  =  -,     8n(p,Xj')  =  -'4ib— '     cn(p,Ä:')  =  -^— »    (17a) 

idso 

tangam(»p-|-JS')  »> 


dü{iQ+K)  y(e2— Ä:2)(l  —  «*) 

und  bezeichnen  wir  1  —  c^  mit  {'^  so  ist 


Da 


<p  «  Mu-i ^—, m(u,  iQ+Kl  (18) 

ist,    so  ist  in  (18)  der  Factor  des  zweiten  Gliedes  gleich  1,  und  es 
bleibt 

Nun  ist  nach  einer  bekannten  Relation 

n{u,  iQ^K)  -  uZ{iQ+K) + i  log  e[^^!-^+-^^'         (1^) 

daher 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (19)  besteht  aus  einem  stetig  wachsen- 
den und  einem  periodischen  Teile.   Da  allgemein  die  Relationen  gelten : 

^— tt) «  e(tt),  s{t^K)  —  e(tt— iT),  e(M+2/o  --  ö(«*-2jr)  =  e(f«), 

so  folgt,  dass  das  periodische  Glied  verschwindet  für 

Sei  ^  der  Winkel,  der  der  Zeit  T  und  der  Amplitude  K  entspricht, 
so  ist 

a>  -  /c  [  jf  +  »z(»p  +1^ )],  (20) 

also 


Es  eDtsprechen  einander  die  Werte 

wenn  n  eine  beliebige  ganze  Zabl  bedeutet.  Setit  man  ferner  ia  (21) 
U+2K  statt  »,  80  bleibt  das  periodische  Glied  nngeändert,  ood  es  ist 
<p  am  2(t  gewachsen.    Nach  früheren  Ableitungen  ist  dann  t  om  27 

gewachsen,  wahrend  x  nad  -z  dieselben  Werte  wieder  annehmen. 
Daraus  geht  hervor,  dass  die  Bahn  des  Punktes  aas  einander  con- 
gmenten  Teilen  besteht,  und  dasa,  wenn  9  in  einem  rationalen  Ver- 
bftltniM  zu  X  steht,  der  Panht  nach  verschiedenen  Schwingungen  za 
der  Stelle  zurückkehrt,  von  welcher  er  ausging.  In  §.  3.  haben  wir 
femer  nachgewiesen,  daas  gleich  lange  Zeit  vor  und  nach  Erreichang 
der  tiefsten  Stelle  der  Punkt  dieselbe  Hdho  hat  Zwei  solchen  Zeiten 
entsprachen  die  Amplitnden  K—u,  und  K-^u^.  Setzt  man  diese 
Werte  in  (21)  statt  u  ein,  so  verschwindet  wiederum  das  periodische 
Glied,  und  mau  erhält 

g.,  =  *--^i      '»'1=  *+    K  ' 
d.  h.  eine  durch  den  Punkt  und  die  i-Axe  gelegte  Ebene  beschreibt 
in  gleichen  Zeiten  vor  und  nach  Erreichung  der  tiefsten  Stelle  gleiche 
Winkel. 

Betrachten  wir  den  Winkel   (fr  noch   etwas  genauer.     In  dem 
einfachen  Falle  der  Ereisbcw^nng  ist 

1  =  0,     k  =  0,    Ä-=J. 

also  wenn  in  (14)  von  0  bis  K  integrirt  wird,  da  auch  fr  ■«  xg  ist, 


imeinen  ist  nach  (20) 

»-x[[/^[/^  +  (ZI.-,+K|]  (23) 

ner  bekannte»  Relation  ist 

5[«H-«)  -  2ÄÄ'  "  dn(.H-fi-)  +  -^P-  *  >■ 

lito  Glied  ergicbt  hier,  wie  aus  den  Formeln  (17a)  hervorgeht: 


mtf  emem  Roimtioiuparmböioid,  89 

SeUeo  wir  die  geftuideiieii  Werte  in  (23)  ein,  so  erhalten  wir 

M^  ^  2KK 


'-''[{V^-Vzh)Vy  +  ^.'+^'-^> 


oder  nach  einigen  Uinfonnnngeii  unter  Berflcksichtignng,  dass 
irt, 


EK'+KE'—KK'^  ~ 

ist,  so  folgt: 

E'K  no 

-^9  -  ^r  +  if(K-E) 

und 


^  "  V^+^) ^+ ^^^'  *'^  +  giE'-'Ky  (24) 

Wir  ersetzen  hier  das  Argument  p  durch  die  Amplitude,  indem  wir 

am(p,  1c')  —  c 
annehmen.    Ans  den  Relationen  (17a)  ergiebt  sich 

c  —  am(p,  k')  -  arctang  —^p—  —  arcUng;^  ^  (25) 

Dann  erhält  man  bei  Benutzung  der  Legendre*schen  Zeichen: 


Fflr  den  Fall,  dass  a>o  »  0,  also  auch  b  ^0  wird,  der  Punkt  also 
auf  einer  Parabel  schwingt,  nähert  sidi,  wie  Formel  (25)  zeigt,  c 

dem  Werte  ^,  und  aus  (26)  folgt  dann: 

O  —  KE^+K'E'-KK'  —  |. 

Dies  ist  der  Grenzwert  fbr  <D,  obwohl  bei  der  Bewegung  ans  dar 
Gleichung 


dt  —  ^»« 


70  Züge:   Bewegung  ethet  schweren  Punktet 

sich  q>  =  0  ergiebt    Hierin  liegt  nur  ein  scheinbarer  Widersprach. 
Da  nämlich  q  =  K'  \7ird,  so  ergiebt  Formel  (21)  für  diesen  Fall 

^=  2:^+2 '^«e(u+»if'+ir) 

Nach  Relation  (18a)  aber  ist 

iitu 
n(u,  iK'+K)  ist  gleich  0,    Z{iK'+K)  -^-^K' 


so  dass  man  erhält 


nu       nu 


auf  einer  Parabel  sind  also  die  Werte  von  O  bezüglich  1/  » 


Für  die  beiden  OrenzfäUe  der  Bewegung  auf  einer  Kreislinie  und 

n 

2 

n 
nnd  n'i  wir  können  yermuten,  dass,  wenn  ooo,  also  anch  b  stetig  ab- 
nimmt, h^  demnach  stetig  wächst,  anch  O  stetig  abnehmen  wird,  so 
dass  für  jeden  andern  Fall  der  Wert  zwischen  jenen  beiden  Grenz- 
werten liegt    Zum  genauem  Nachweis  wäre  es  noch  nötig  zu  zeigen, 

dass   -zTjg  bei  constant  bleibendem  z^  immer  einen  negativen  Wert 
besitzt,  was  hier  noch  kurz  angedeutet  werden  soll. 

Aus  den  Beziehungen  von  a  zu  den  Grössen  c^  b^  zq  ergiebt  sich, 
dass  wir  die  Formel  (26)  auch  schreiben  können: 

(P  «  ^^A:'cos<yÄ'+  KE^(C,  y)-\'F{it,  k')(E'^K). 

Nun  ist 

dO      dO  de       dO 

dk*^da  dk^'^Sk^' 
Aus  (25)  folgt,  dass  wenn  k^  wächst,  also  b  abnimmt,  auch  0  wächst, 
es  muss  also  ^  positiv    sein.     Wir  erhalten   nun,  wenn   wir  die 

Differentiation  ausfähren  und  die  Ausdrücke  durch  mannigfache  Um- 
formungen möglichst  vereinfachen: 


und 


dO  _        E  —  K 
^^  ""VF— ib'«sin*tf 


auf  einem  RotcUionaparaboloid,  71 


dk^ 


^[^-Ä] 


1 /^  costf sincrcostf       ] 


TS 


Da  <f  <C  2^  ^  <C  -^1  so  sind  beide  Ausdrücke  negativ,  mithin  auch 

^,  es  nimmt  also  <P  stetig  ab  mit  wachsendem  k.  (YergL  die  ent- 
sprechenden Ableitungen  beim  sphärischen  Pendel,  Dur^e,  Theorie 
der  elliptischen  Functionen,  2.  Auflage,  §.  80). 

Wir  fassen  die  Ergebnisse  der  Untersuchung  im  Folgenden  zu- 
sammen. Ein  schwerer  Punkt  auf  einem  Rotationsparaboloid  mit 
verticaler  Axe  schwingt  zwischen  den  Peripherien  zweier  Kreisschnitte 
hin  und  her.  Innerhalb  einer  bestimmten  Periode  wird  dieselbe  Höhe 
wieder  erlangt  und  dieselbe  Yerticalgeschwindigkeit.  Eine  durch  den 
Punkt  und  die  Rotationsaxe  gelegte  Ebene  bewegt  sich  mit  zuneh- 
mender Geschwindigkeit  beim  Hinabfallen,  mit  abnehmender  beim 
Steigen  des  Punktes  immer  in  derselben  Drehungsrichtung.  In 
gleichen  2ieiten  vor  und  nach  Erreichen  der  tiefsten  Stelle  werden 
gleiche  Wege  zurückgelegt.  Die  Bahn  des  Punktes  besteht  aus  lauter 
congruenten  Teilen,  den  Wegen  während  je  einer  ganzen  Schwingung, 
jeder  solcher  Weg  besteht  wiederum  aus  zwei  congruenten  Teilen. 
In  gewissen  Fällen  kann  die  Bewegung  auf  einem  Kreise  oder  einer 
Parabel  stattfinden.  Der  Winkel,  den  die  durch  den  Punkt  und  die 
Rotationsaxe  gelegte  Ebene  beschreibt,  liegt  zwischen  den  Grenzen 

* —  •  2  und  ö»  welche  Werte  jenen  speciellen  Fällen  entsprechen. 


y 


Die  Kreise  sind  die  Projectionen  von  drei  der  a;^- Ebenen 
parallelen  Scbnittfiguren  des  Paraboloids,  deren  Ebenen  durch  einen 
der  höchsten,  tiefsten  und  einen  beliebigen  andern  Punkt  der  Bahn 
gelegt  sind.  Die  Bahn  von  zwei  vollen  Schwingungen  ist  projicirt 
Es  ist  Wkl.  AOC  =  Wkl.  COB  =  (P;  ebenso  muss  sein  Wkl.  DOC'--^ 
COE, 

§.  5. 

Es  soll  nun  noch  für  einen  speciellen  Fall  die  halbe  Zeit-  und 
Winkelperiode  T  und  O  numerisch  bestimmt  werden. 

Nehmen  wir  an,  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  der  Bahn 
hätten  bezüglich  die  verticalen  Abstände  von  der  Horizontalebene 

zq  °"  5a     und    b  «  2a, 

80  das8  die  Winkelgeschwindigkeit  am  höchsten  Punkte,  da 
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1} 


ist, 


wäre,  daDn  würde  sein 


<o 


- 1: 


and 


Wir  berechnen  zunächst  die  Grösse 

mit  Hülfe  der  Nähernngsformel 
wobei 


i 


i-yjk' 


1  — Vife 

ist,   (s.  Thomae,   Abriss  einer  Theorie  der  complexcn  Functionen, 
2.  Aufl.  S.  144),  und  finden 

q  «  0,0432139, 
und  sodann  K  aus  der  Formel 

/r=|(l+2(z+23^  ...)«, 
K  —  1,8540747. 
E  ist  im  allgemeinen  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

^  ^  ^-^  (&)  ^^Lt^'  "^ri? +^7  •  T 

in  unserm  Falle  jedoch  weit  bequemer  aus  der  Relation 

E'K+  K'E  -  KK'  —  |, 

die  bei  der  Gleichheit  von  K  und  iC'  übergeht  in 

n 


2EK'^K^ 


Hieraus  ergiebt  sich 


somit 


E 


*[ä+4 


E  =  1,3506439. 


auf  einem  Rotattontparaholoid,  73 

Nehmen  wir  flir  g  den  Wert  9,80896,  so  ergiebt  sich  aus 


r—  1,4939  Va. 

Zur  Berechnnng  der  Winkelperiodo  O  benutzen  wir  die  Formel  (24); 
es  ist 

wobei 

ist,  was  zunächst  bestimmt  we^en  soll. 

Ans  (25)  ergiebt  sich 

c  «  arctangy^, 

und  hieraus,  da  tf  <<  ö  ^^^^  muss, 

a  «  360  15'  52". 
Wir  berechnen  nun  F(tf,  h')  «=  F((r,  A;)  aus  der  Formel 

2iC       ÖH 
F«T,Ä.)«-lim2^. 

wobei  Hi   einen   constanten  Wert  erreicht   für  limÄ?n  «  1    und  die 
Moduln  und  Winkel  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt  sind: 

K  —  Y^  tang(tfi  —  c)^y  tang  c 

ÄJ,  «  £  xitS  tang(tf,  —  (Jj)  «  h'  tang tfj 

Ars  «  fnrjir>  tangC^s  —  er,)  «  A:,'  tang c^ 

•  •  • 

>  •  • 

Man  findet  so  der  Reihe  nach 

(?!  =  61«  49'  46" 
<y,  -  123»  18'  04" 
«8  =  246«  36'  10", 

und  da  h^^  wenn  man  nur  7  Decimalstellen  berttcksiditigt,  gleich  1 

ist,  so  ist  "'^ 

F(c,k)^  —  .i(246«36' 
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Wenn  man  den  Winkel  in  Längenmass  aasdrückt,  findet  man  schliesslich 

F(a,  fc)  =-  p  «-  0,6350264. 
Um  J?(p,  k)  zu  bestimmen,  benutzen  wir  die  Relation: 

nachdem  zunächst  Z(p)  mit  Hülfe  der  Thetafunctionen  bestimmt  ist 

Es  ist 

nQ  29sp 

1— 2g  cos -^  +  25*  cos -gr^  +  ... 

Man  berechnet  ^  =-  1,0760051    oder  als  Winkel  gleich  6l<>  39'  2", 

und  hierdurch 

Z(p)  ==  0,1341900, 

E(if,  k)  ^  0,5967862, 

schliesslich 

O  «  1820  33'  9"^ 


I 
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Sttlkeff:  B*Jnw»Att  ZaUtm. 


V. 

Befreundete  Zahlen 


Herrn  P,  Seelhoff  in  Brei 


„Wie  wol  aber  ein  Jede  Coss  einen  nnan 
hat  in  sich  allerlei  bltDStlicher  rechonng  [  doo 
feiner  rechniing  welche  der  Coaa  nicht  sind  um 
neben  der  Cos«  fliessen  aoas  der  Theorica  |  i 
mit  vielen  fernen  Exempcin  beweissen  ]  wil  es 
iweren  Exempelo  bemben  lassen." 

So  ftossCTt  mch  Hieb.  Stifel  in  aeineni  Coms 
Chr.  Bndolph's  nnd  fAbrt  dann  die  befrenndpt': 
man  ihm  asch  beipflieblen  bom,  daaa  die  Aat§a 
m  den  „feinen  Bediinngt»"  gezählt  irird,  so 
da»  er  sie  tob  der  Algebra  aasaehmen  vilL 
ZwedE  der  aadfbIgadeB  Entwicfcefangea,  diet 
Algebn  sock  emga  n  Baches,  ab  es  bisher  i 
ei  daher  gcataltet  seü.  bbtr  die  Wshefign  S 


Zoent  findet  imh  di«  befrandd»  ZalJn 
wibst,  «efaber  die  BrknmKJaft  wi:  ikmu.  40:1»  f 
Später  hhaft  der  Arahrr  Tabä  w-a  Kam  »f 
hnndwle  lebte,  ämt  S-.cz  d«rtiv.  hr  V-t 
ihrer  TüM— ,.  «cicfe  aw.ijiw  t>^v>-.u.-.  r  ivi 
nrde  md  d^  hs  Fr  t  •KäMiftw  3  mci>>«  t 
Et  iai  4««t  lAri 


K.  »M«    äi>>«t 
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sein  müssen.  Hat  nun  auch  y.  Schooten  mit  ihrer  Hälfe  zwei  weitet»' 
Paare  ausser  dem  bis  dahin  allein  gekannten  und  erwähnten  (290 
und  284)  gefunden,  so  blieb  doch  hierauf  die  Anzahl  beschrftokli 
erst  Kraft  und  insbesondere  Euler  erweiterten  später  diese  Vor- 
schrift, indem  sie  zu  beiden  Zahlen  auch  Producte  aus  je  zwei  Prim- 
zahlen benutzen  und  zu  den  nötigen  gemeinsamen  Factoren  auch 
Potenzen  von  2  oder  mehrere  ungerade  Zahlen  nahmen.  Sie  gingen 
davon  aus,  dass  bei  einem  Paare  befreundeter  Zahlen  einmal  die 
Divisorensumme  für  beide  gleich,  dann  aber  auch  gleich  der  Somme 
der  beiden  Zahlen  sein  müsse,  wie  Euler  sich  ausdrückt,  wenn  u  und 
V  die  Producte  aus  je  zwei  Primzahlen  und  U  und  V  deren  Divisoren- 
summen sind,  so  muss  U^  V  sein  und  der  Bruch  -^^  mass  da- 
durch auf  den  Wert  1  gebracht  werden,  dass  man  ihn  mit  passenden 
ächten  Brüchen  multiplicirt,  deren  Zähler  Factoren  von  ü  enthalten, 
und  deren  Nenner  die  dazu  gehörigen  Divisorensummen  sind.  Als 
Beispiel  diene  das  zuletzt  von  ihm  angegebene: 

u=-205,    tj  — 251, 
also 

r;  «  252  «  F. 
Dann  ist 

u+v      456       38 

U    "252~"21 

49     9  13 

Multiplicirt  man  nun  der  Reihe  nach  mit  £_•  ^^  und  irji   so  erhält 

Ol     lo  14 

man  den  Wert  1,  und  das  Zahlenpaar  ist 

49.9.13.205    und    49.9.13.251. 

Um  nun  leichter  Zahlenpaare  ausfindig  zu  machen,  welche  die- 
selbe Factorensumme  haben,  diente  ihm  eine  Tabelle,  welche  für  die 
Primzahlen  bis  1000  und  für  einige  ihrer  Potenzen  die  Divisoren- 
summen enthält 

Während  nun  das  Aufsuchen  solcher  Paare  nur  dadurch  erschwert 
wird,  dass  man  in  den  gewählten  einzelnen  Zahlen  Primzahlen  bat, 
so  führt  doch  der  Fortgang  der  Rechnung  in  den  meisten  Fällen 
darauf  hin,  dass  man  keine  geeignete  gemeinsame  Factoren  aufeu- 
finden  vermag,  mit  anderen  Worten,  dass  die  Auflösung  uumög" 
lieh  ist 

Ich  will'nun  in  dem  Nachstehenden  den  umgekehrten  Weg  ein- 
schlagen, indem  ich  zu  den  gemeinsamen  Factoren  die  passenden 
Primfactoren  suche.  ^Um  aber  die]  Uebersicht  nicht  zu  verlieren, 
teile  ich  die  befreundeten  Zahlen  m  folgende  Gruppen  ab. 


SeelkoJJ:  Beßemmdete  Zaklen,  77 

Wenn  p,  q^  r,  #  Primzahlen  sind,  so  ist  die  erste  Grundform 

p .  q    and    r 
die  zweite 

p.q    und    r,s.  ' 

Für  die  erste  Grundform  ist  der  gemeinsame  Factor  entweder 
2"  oder  ein  Product  ungerader  Zahlen/,  oder  er  ist  ans  beiden  zu- 
sammengesetzt; also 

2^p.q    und    2^ 
f»p,q    und   f.T 
"^f.p.q    und   .2V*'. 

Für  die  zweite  Grundform  ist  der  gemeinsame  Factor  entweder 
2»  allein,  oder  in  Verbindung  mit  /,  mithin 

2»»p.5    und    2»r.* 
2«»/'f) .  g    und    ^fr .  %. 

A.    p,q    und     r. 

Setzt  mau  den  gemeinsamen  Factor,  abgesehen  von  seiner  Form^ 
zunächst  =  c,  so  muss  erstens  fttr  beide  Zahlen  die  Divisorensumme 
dieselbe  und  dann  auch  gleich  der  Summe  beider  Zahlen  sein,  also 
wenn  C  die  Bivisorensumme  von  c  ist 

(1)  C(p+l)(q+\)^C{r-\'l) 

(2)  C{p  +  \){q+l)  -  C(pq+r). 

Aus  (1)  erhalt  man 

(P+l)(g+l)"(r+l) 
oder 

r=-(i>+l)(9+l)-l. 

Setzt  man  diesen  Wert   in  (2)  ein  und  fOr  pq  den   Aosdmck 
(p+l)(g+l)— p— g— 1,  «o  ist 

C(p+l)(«+l)  =  ^{2(i>+l)(g+l)-(p+l)-(iz+l)} 
oder 

Es  handelt  sich  also,  wenn  die  Unbekannten  (/>+l)  ond  iq-^-l) 
durch  X  nnd  jr  bczeichaet  werden,  nm  die  Aafldfong  d^  Gleidnuig 


^^2rr(f"^^c^^^ 
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welcher  man  zu  diesem  Zwecke  die  Form 

C  C  C  Ci 

giebt,  woraus 

wenn 

Iter  Fall,    c«  2~ 

Die  Gleichung  beisst  dann 

a?y  — 2»«a;  — 2»»y  +  22«  =  22«, 
mithin 

a;  =  2«  +  2«,     y  =»  2«+ 22"-« 
oder 

(,,  +  l)-2«(2H-«+l) 

(g  +  l)^2-(2~-«  +  l) 

a  kann  hierbei  alle  Werte  von  1  bis  (n — 1)  durchlaufen,  ausserdem 
muss  aber  n  —  «  eine  ungerade  Zahl  sein,  weil  sonst  für  jp,  q  oder  r 
sich  die  Congruenz  ^  0(3)  ergiebt. 

In  dieser  Formel  ist  die  früher  allein  bekannte,  aber  nur  als 
specieller  Fall,  wenn  nämlich  a^n — 1  ist,  enthalten;  sie  giebt 
übrigens  auch  sofort  die  Zahl  der  möglichen  Auflösungen  für  jedes 
n,  so  lange  man  davon  absieht,  ob  man  Primzahlen  erhält  oder  nicht. 
In  ersterem  Falle,  der  ja  allein  massgebend  sein  kann,  hat  man  für 
n  =  2,  4  und  7  je  eine  brauchbare  Lösung  und  zwar  jedesmal  für 
CK  »  n  —  1.  Es  sind  dies  die  bisher  schon  bekannten.  Aber  für 
n  =  8  bekommt  man  auch  eine  Lösung,  wenn  o  -==  1  ist 

Dann  ist 

|,«  (27+1). 2—1,    g«  (27  +  1). 28  —  1,    r«(27+l)«.2»  — 1 

und  das  Zahlenpaar  heisst 

256(257.33023)    und    256(8520191) 
oder 

2172649216    und    2181168896. 

lieber  n  »  8  hinaus  mögen  auch  noch  passende  Werte  zu  finden 
sein,  da  ja  auch  die  Gesammtzahl  der  Auflösungen  überhaupt  mit  n 
wächst,  aber  vorläufig  muss  das  Resultat  genügen,  dass  bis  zur 
achten  Potenz  von  2  einschliesslich  die  Anzahl  aller 
möglichen  brauchbaren  Werte  vier  ist. 


rodnct  von  uDgeraden 
zu  sehen,  dasa  sie  in 

ass  g-_j-j.  eine    ein- 


1.19.23(162287). 

t  folgendes  Verftihren. 


ich  13  als  Factor  i 


^ 
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f 9.49.13 

2/-- F""  2.9.49.13—13.57.14 

ist,   ebenso   füge   ich   wegen  der  Zahl  57  im  Nenner  in  /  noch  den 
Factor  19  ein  und  habe 

/  9.49.13.19  21 


2/"—/''      2.9.49.13.19  —  13.57.14.20       42—40 

Mit  diesem  Werte  für  f  erhält  man  keine  Primzahl  für  r;    fügt 
man  jedoch  noch  den  Factor  23  hinzn,  so  ist 

/  7  .  23 


I 


2/— F"^     2 

und  liefert  das  obige  Zahlenpaar. 

Auf  dem  Wege  der  Zerlegung  einer  Factorensumme  würde  man 
wol  schwerlich  so  einfach  zum  Ziele  gelangt  sein. 

Aehnliche  Paare  sind: 

9.49.13.97(5.193)    und    9.49.13.97(1163) 
9.5.7(53.1889)  und    9.5.7(102059) 

9.49 .13 .11(41 .461)  und    9 .49 .  13. 11(19403). 

Eulor  hat  folgende  angegeben: 

9.7.13(5.17)      und    9.7.13(107)  J 

9.49.13(5.41)    und    9.49.13(251). 

3ter  Fall,    o  —  2*/. 

Setzt  man  hier  /«  3.2*+^  — 1,  insofern  dies  eine  Primzahl  ist,        \ 

so  hat  man  i 

f  3.2>«-»-^  — 1 

^f'—F^         2«         '  : 

nachdem  gekürzt  ist. 

Für  n  »  2  und  demnach  /  ==  2  3  hcisst  die  Gleichung 

23         23        ^ 

-     J.1        23  +  1 

23  +  529 

y=»(Z  +  l =J—  «138 

«y  — r  +  l«828. 
Für  529  sind  die  Factoren  von  (23)«. 


^L 
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Addirt  man  beiderseits  das  Prodact  aus  den  Coefificienten  von 
X  und  y,  so  ist 


(5)    xy :r-^^ — ?!« r-öT— 7vy+ 


(o  +  6)2  C« 


und 


wenn 


a     20-- C         b      2c'-C^  '        ab       (2c  — C)« 

(fl  +  by .  c«  —  2c(2c  --Oab 


ab{2c—  cy 


y  oder  g+1 


(o-j-6)c+Ä 


a(2c— C)   • 
«  C{c(a+&)«  — 2aÄ(2c— C)}     ist, 


r4-l«-(p  +  l) 


'  +  l-f(9  +  l) 


Iter  Fall,    c  «  2*«. 
Dann  ist 


und 


2c— C 


2« 


P  +  1 


g  +  l 


2»*(a  +  Ä)  +  ^ 


a 


Während 

g.h  «  2"{2«(a+Ä)2— 2aÄ}    ist  oder 
«  2"+i{2*-H«+*)*— «*}. 
Zur  Auswertung  bilde  mau  sich  nun  nachstehendes  Schema. 


2^'Ha+b)^ 


2"-i(o+i)*— oÄ 


a 
b 


a+b 


2»*+i 


^(a+i) 
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Fflr  a-f-^  kann  mau  zunächst  etwa  die  Zahlen  von   4  bis  20 
nehmen,  so  dass  beispielsweise  für  a-f-^  =  12  der  Bruch  TdieWerte 

\ii>  Vi  hBhen  kann,  und  ab  ^  1, 11  resp.  5.7  ist.    Für  n  setze  man 
2,  3,  4  n.  s.  w. 

Ein  Zahlenbeispiel  mag  zur  Erläuterung  dienen,    n  ==  5 

16(7)«  -  784        16(7)2 


^  =  ^ 
&       ^ 

778  =  2.389 

ia+b)  = 
7 

64. 

1 

774 -2. 3«. 43 

.* 

f 

772  =  2M39 

32(7)  « 

224 

Dann  ist  für 

b       * 

Die  Zahlen  sind 


Ftir 


Die  Zahlen  sind 


224+4 
p+1  = g —  —  38 

224  + 12448 
g+1  «         -r  ^^^*^  _  J2672 

r+1  «  f(38)«228 
,-f  1«.  J  (12672)  =  2112. 

32.37.12671    und    32.227.2111. 

224+16  _ 
P  +  1  — 4 =  ^ 

224+3088       ,,^, 
g  +  1 ^ =1104 

r+1  «1(60)  «80 
«  +  1  =i(1104)==828. 

32.59.1103    und    32.79.827. 


Weitere  Zahlenpaare,  die  innerhalb  der  angegebenea 
stehen,  sind 
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4.5.131 

und 

4.43.17 

4.5.251 

und 

4.107.13 

8.17.79 

and 

8.59.23 

16.47.89 

und 

16.53.79 

16.23.479 

und 

16.127.89 

16.23.467 

und 

16.107.103 

16.23.1367 

und 

16.607.53 

16.19.1439 

and 

16 . 191 . 149 

64.139.863 

und 

64.719.167 

64.79.11087 

and 

64.2309.383^1 

256.383.9202 

\    and 

256.3067.1151. 

2ter  Fall,    c  — 2*. 

/. 

Man  hat  dann 

C 

2V 

24.J 


2c—  C      2M^V— (2"-i  — 1)F 
and  die  Gleichang  ist 

2*/ 


_  a  +  b  


a+b 2v; 

2^iV 

"       2"+i/'— (2«+i  — 1)F 


Ist  nun  f  eine  einzige  Primzahl,  also  F^f-^- 1,  so  vereinfacht 
sie  sich  in 


ry  — 


a 

/- 

2"/ 
-  (2»*+i  - 

-1)"- 

b     /- 

2*/ 

-(2~+i- 

-1)'' 

2"+V 

f- 

-  (2"+>  - 

-1) 

Addirt  man  beiderseits  das  Product  aas  den  Coefficienten  von 
X  and  y^  so  wird  der  Ausdruck  rechts 

2>«4-V{2>'~V(o+&)«~aZ>[/'— (2»+i)]} 
a6[/---(2"+i  — 1)]« 

Nimmt  man  hier  nach  Massgabe  der  anders  gearteten  Gleichung, 
nicht  wie  in  dem  Parallelfalle  unter -4  den  Factor  «  3.2»»'*'i— 1,  son- 
dern —  3.2"  — 1,  so  wird  /"— (2«+i  — 1)  =  2*  und  es  ist 


q+^             a-\-b 
xy -— .  fx ^  •/«  + 


ah      ' 


/{/(a+^)»-2fl^} 
ah 
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aübiD 

f-i.V 

-1- 

-11, 

,-=±i. 

113^- 

_a+^ 

.11.+!= 

+«■ 

.11' 

llUl(o  +  6)'— 2ot[ 
ab 

Um  ein  Beispiel  m  geben,  bo  sei 


Unter  dieser  Yoranssctzniig  ist  der  Zftliler  rechts 

11.627 

=  11.17.31 

p  +  l  = 

,?I±21-ie 

S+l- 

."+«"       264 

r+1- 

.{.18-108 

,+1- 

J.264-44 

Die  ZsUei  lind 

2'.  11 

.17.263 

und    2M1.107.43. 

Es  bliebe  hierucli  oocb  der  eine,  in  obiger  Znaammcnstellnng 
niebt  erwähnte  Fall  zu  erArten),  in  welchem  der  gemeinBamen 
Factoren  mehrere  Bind,  mit  AuBScbluss  jedoch  von  2". 

Indes  mag  dieser  vorläufig  zamckgestelU  bleiben;  seine  Be- 
handlong  ist  analog  deijenigen  nnter  A.  2ter  Fall. 

F&r  die  zweite  Hanptform 

ep  q    und    er* 

bedarf  es  dann  noch,  am  zata  vollständigen  AbschtuBS  za  kommen, 

der  näheren  Besümmang  ttlier  die  VerbältnisszahlT,    welche  ich  hei 

dieser  eingefohrt  habe.  Als  Beanlti 
zDDächst  erörtert  werden  soll,  dass 
dne  leicht  nachgebildet  werden  kai 

(1,  ^a+6)+9 


m 


2"(g+6)  +  A 


2-(a+S)+j 

-r+1 

b 

-.  +  1 

(4) 

(5)  g.k  =  2»+i(2"-i('»+S)*  — ai| 

-  2»"a«+2*4-»(2-  — l)oi+2«-i» 
AuB  (1)  folgt 

ff-it(p  +  l)-2«|-2»<, 

Dividirt  man  den  zveiten  Ansdnick  in  (6)  bier 
bei  der  Division  b  als  Hanplgrösse  bebtuidelt,  so 
in  2*"  anfgeben,  also  (p+1)  -.2"+2"  sein. 

Hier  sind  nnn  zwei  Fftlle  zn  unterscbeiden.  Eni 

oder  >■ «  nnd  „  2«. 

1)    «^n.  • 

ff-2"(6-2— '.a) 

Fabrt  man  die  Division  ans,  so  ist 
A_2«»-»)r2«6-j-!2"+2"+'-"(2"— 1))<H-^^-^-^ 

oder  nm  über  2«+'-"  in  dem   Coeff.   von   a  so  Tf 
dass  er  nicht  kleiner  als  1  wird, 

(6)  A-2S(— ")-^X 


Und  es  wird 
(7)    2"(<.-MH-A 

22(B-a)-i)^[(2«-}-2^-»)2iii-|-(2°+^+2^+i*-''— 2''-l 
~  6— 2"-''o 

Damit  h  eine  ganze  Zahl  wird,  rnnss  in  (6)  b 
2H-«-j_2(2»— 1)12-*  aufgehen;  ferner  folgt  ans  (3) 
b)-\-g  oder  (2"-i-2<')6,  und  demnach,  da  a  and  b 
als  relative  Primzahlen  zn  gelten  haben,  in  (2"-|-! 
halten  sein  mnsa.  Diese  beiden  Bedingungen  set 
Werte  von  a  und  h  fQr  jeden  einzelnen  Wert  von 


i—2a  und  2a 
nd  die  Felder 
ffeitorter  Form 
fennern  gleich 
da  dieses  dsnn 


D+g-llfe» 


gg  Seitkoff,   Btfr 

Will  mftn  noch  weiter  gehen,  u 
haben,  so  setze  man  p  -|- 1  ^  2'k  i 

also 

Um  h  ZD  erhalten,  gebe  man  d 
2a+i|2»"-«-i»»-|-2"-''( 
nnd  dividire  durch  g,  dann  ist 

p_2->a-((2--l)  +  2 

(8)  ft-2[+  -2"- 

Der  Zähler  im  Coeffidenten  vo 
des  auBserhalb  der  Klammer  stehen 
Bt&ndigkeit  wegen  geboten  ist,  in  d 

(9)  2*(2«-»*— : 
bringen,  und  es  mnis 

-2— ■«+( 
ein  Factor  desselben  sein.  Ansserd' 
aufgehen.  Hierdurch  sind  denn  a 
man  m  h  noch  2^ff-|-i),  so  ist 

2— -Hij 
(i- 


2"{o+6)  +  A  " 


Diese  and  die  im  Kingai^  fef 
=  i'k.b  dienen  dann  zur  Bestimi 
and  *. 

Was  a  nnd  b  anbelangt,  so  fin< 
(A_2— )i 

nach  einander  >»  1  und  >—  jedei 
setüt,  die  OleicfanngGD  aaflöat  und 
Divisoren  von  2=4  sind. 

Beiepiel    n  =  6,  p+l  —  140, 

2V+6)+i 
2A(2"-'A— 1)  +  2*+'— : 

196—  IGa  —  1  nnd  =  jedem  a 
die  Versuche  aaf  Primzahlen  angi 
Werte  ans 
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19b  —  16a  «  34 

a—  5  + 19m 

b^  6  +  16m 

Yon  den  möglichen  Werten  fttr  a  ist  a  «-  5  Divisor  von  140, 
demnach  X; »  0  nnd  das  zugehörige  b  ^  ß 

2*(a+ft)+5r«840 

«,  *     I  .«.  I  ..       32.6.765       .««.^ 
2*(o+ft)+Ä  —  — g^^ —  4320 

Dividirt  man  die  erste  Zahl  dnrch  6,  die  zweite  durch  5  and 
wieder  die  erste  dnrch  5  nnd  die  zweite  durch  6,  so  ist 

JE)  — 139 
3  =  863 
r  —  167 
#  =  719 

Darf  ich  am  Schiasse  das  Ergebniss  zusammenstellen,  so  ist  die 
Bestimmung  der  befreundeten  Zahlen  für  die  erste  Hauptform  auf 
die  Auflösung  von  Gleichungen  der  Form 

und  füir  die  zweite  Hauptform  auf  die  Zerlegung  des  Ausdrucks 

znrAckgeftlhrt 

Anmerkung.  Vor  ganz  kurzer  Zeit,  nachdem  ich  die  vor- 
liegende Arbeit  an  die  Redaction  bereits  abgesandt  hatte,  fand  ich 
unerwarteter  Weise  in  der  Theorie  des  nombres  von  Legendre,  welche 
mir  früher  nicht  zu  Händen  gekommen  war,  dass  auch  er  fttr  die 
erste  Grundform  1  ter  Fall:  2»*pq  und  2^  auf  die  erweiterte  Formel, 
auf  ähnlichem  Wege  gekommen  ist.  (Das  Beispiel :  2» .  257 .  33023 
und  2^.8520191  hat  auch  er,  lässt  aber  die  Entscheidung  in  der 
S<diwebe}.  Hierauf  beschränkt  sich  aber  seine  Untersuchung,  und 
wenn  ich  also  in  dieser  Beziehung  nicht  geradezu  auf  Neuheit  An- 
0pmch  erheben  kann,  so  glaube  ich  für  sämmtliche  übrige  Fälle  doch 
lyerzu  berechtigt  zu  sein.  Was  mir  sonst  bekannt  wurde  in  der 
Liitteratur  über  diesen  Gegenstand,  so  sind  dies,  abgesehen  von  einigen 
Notizen  in  Cantor's  Vorlesungen  über  die  Geschichte  der  Mathe- 
matik, und  in  Liouvilles  Journal  (letzteres,  insoweit  es  die  Bekannt- 
schaft der  Araber  mit  den  befreundeten  Zahlen  durch  Uebersetzung 
einer  Handschrift  bekundet) ,  eine  Abhandlung  von  L.  £uler  (Opera 
pOBthuma  1  Tb.),  femer  von  G.  W.  Krafft  „de  numeris  amicabili- 
bnß**  (N.  Comm.  Petrop.  T.  U)  und  endlich  dasjenige,  was  Fr.  von 
ftdiooten  in  seinen  Exercitationes  mathematicae   über  diesen   Stoff 

i,  Mai  1883. 
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VI. 

Horizontal  rotirende  Kette. 


R.  Hoppe. 


^ 


§.  1.    Differentialglßicbnng. 

Die   GleicbgevictktsbediDgang   fOr   Krftfte,   die   auf  eine   Kette, 
d.  h.  uDdebnbare  Linie,  wirken,  in  der  Ebene  ist 

x3,  +  e[,^)-0-,  y8.  +  8(g|)-0 

WO  t  den   beliebig  beginnenden  Bogen,   X,  ¥  die  Componenten  der 
auf  den  Punkt  {xy)  wirkenden  Kraft,  q  die  Spannung  bezeicbnen. 

Rotirt  nun  die  Kette  bei  unveränderter  ebener  Figur  mit  der 
Oeacb windigkeit  c  um  die  x  Axe,   sind  die  x  vertical  nacb  unten, 
und  wirkt  allein  die  Schwere  X  auf  die  Mi 
gedachten  Kette,  so  kann  mau  die  momei 
der  zjf  und  die  Centrifugalkraft  der  MasBi 
Y  betrachten.    Dann  ist 

X  =  g;     y=c 
und  die  Gleichungen  werden: 

Die  erste  integrirt  gibt: 
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daher  nach  Elimination  von  q: 
Sei  zur  Transformation 


Sx  8^ 


dann  wird 

und  Gl.  (2)  geht  über  in 


9    Br 


(2) 


und  nach  Differentiation  nnd  einigen  Redactionen  in 

av     /  dry     u 

Dies  möchte  wol  die  einfachste  Form  der  Oleichgewichtsgleichnng  sein. 


(3) 


Ist  das  untere  Ende  der  Kette  frei,  so  ist  daselbst  $  =  0;  folg- 
lich bedeutet  nach  61.  (1)  l  den  Wert  von  s  am  untern  Ende,  wir 
köDnen  sagen  die  Länge  der  Kette. 


§.  2.    Approximative  Integration. 

Ist  die  Abweichung  der  Kette  von  der  Verticalo  so  gering,  dass 
mau  höhere  Potenzen  von  ^  vernachlässigen  kann,  so  ist  es  gestattet 

A-  =»  1  und  X  statt  s  zu  setzen.    Ol.  (2)  geht  dann  über  in 


dy 


av 


jy-^^+d-x)^^. 


0 


(4) 


Das  vollständige  Integral  dieser  linearen  Gleichung  lässt   sich  nach 
bekannten  Methoden  finden  und  in  folgender  Form  darstellen: 


B 


/>(e-2»*«^sino  ,^    .  ,K 


(5) 


fl-'X 
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Fflhrt  man,  um  es  zu  prüfen,  v  statt  x  in  Gl.  (4)  als  Unabhän^ge 
ein,  so  kommt: 

und  nach  Einsetzung  des  Wertes  (5)  wird  unmittelbar  die  linke  Seite 

B 

«4^/   l — cos»»  cos«»co8(2ty8in»—  a)  j  d& 

0 
B 

/   {tgö- ^; 8int^8in(2t)8m^— a)>9^ 

0 

Stellt  man  das  letztere  Integral  in  der  Form  dar 

/  |e-2«*fir*sina8~^+sin(2v8in^  — a)3co8(^? 

und  vollzieht  die  angedeutete  teilweise  Integration,  so  geht,  während 
der  integrirte  Teil  an  beiden  Grenzen  verschwindet,  der  Subtrahend 
in  den  Minuenden  tlber,  und  die  Gleichung  ist  erfüllt. 

Sind  nun  beide  Enden  der  Kette  in  ihrer  Ebene  fest,  so  be- 
stimmen sich  die  2  Integrationsconstanten  A  und  a  durch  die  2  ge- 
gebenen Endwerte  von  y.  Wir  wollen  jedoch  nur  den  Fall  betrachten, 
wo  das  obere  Ende  fest,  das  untere  frei  ist.  Es  fragt  sich,  welche 
Bestimmung  dann  ausser  der  einen  gegebenen  Ordinate  noch  vor- 
banden ist. 

Aus  Gl.  (1),  welche  jetzt  lautet 

geht  hervor,  dass  am  freien  Ende  a; »  /,  also  v  <»  0  sein  muss.  Bei 
verschwindendem  v  wird  aber  der  erste  Teil  des  Integrals  unendlich 
gross.  Folglich  muss  dieser  wegfallen,  indem  man  a  «»  0  setzt,  und 
mau  hat  für  den  Fall  eines  freien  Endes  stets  nur: 

B 


y  '^  A  f  cos(2üsin»)3» 


Setzt  man  o  =  0,   so  erhält  man  für  die  Ordinate  des  freien 
Endes : 

Ist  am  obem  Ende  «^  »  0,  ^  «  ^qi  ^^  ^^^  ™^^  - 


E 

/-    also 


.-.VW 

Demnach  ist  y^  imd  dadordi  A  bestiiiunt  dmrtk 


y^=\f< 


hiaiuis  wieder 


(7) 


Eine  Eigentflmlichkeit  leigt  der  Fall,  wo  das  obere  Ende  in  der 
Rotationsaxe  fest  ist,  also  ^  den  Wort  0  hat  Hier  wQrde  auch  y^, 
folglich  y  dnrdigängig  nvil  sein,  wenn  nicht 

E 

/cos(2Äsin^)8^  =  0  (8) 

ist  Diese  Grösse  nimmt,  wenn  b  von  0  an  bis  R  wächst,  and  noch 
daraber  binaos  beständig  ab,  nnd  zwar  ist  b  der  Rotationsgoschwin- 
digkeit  proportionaL  Wächst  also  die  Rotationsgeschwindigkeit  von 
0  an,  so  ist  anfänglich  beständig  y  — *  0,  d.  h.  die  verticale  Gleich- 
gewichtslage stabil  Im  Angenblicke  aber,  wo  b  der  Gl.  (8)  genttgt, 
ist  plötzlich  y^  wilkQrlich,  die  Elongation  der  Kette  kann  jede  belie- 
bige sein,  hängt  mithin  nicht  von  der  Rotationsgeschwindigkeit  ab. 

Dieser  Umstand  erklärt  sich  durch  die  Yemachlässigong  der 
kleinen  Grössen  2.  Ordnang.  Unter  Annahme  eines  constanten  c 
ergab  sich  ein  beliebig  yariirendes  yj,  welches  jedoch  der  Basis  der 
Rechnung  gemäss  klein  bleiben  mnss,  also  umgekehrt:  einer  kleinen 
Veränderung  von  y^  entspricht  ein  nicht  merklich  verändertes  c,  dessen 
y^ändemng  demnach  klein  von  höherer  Ordnang  ist 

Die  numerische  B^timmang  der  Stabilität^renze  darch  Auflösung 
der  transcendenten  Gl.  (8)  ist  nicht  schwer,  da  sich  das  Integral  in 
folgende  stark  convergirende  Reihe  entwickeln  lässt: 

B 

1   r  *=«r— 1)**2» 


94  lloppt. 

Es  verschwiudet  für 


Bontenlai  rolirtnde  Kttle. 


b*  =  1,4457963 

Diese  Zahl  hat  dano  die  Bedeutaug,  daes,  Eolango  die  Rotations- 
geschtviadigkcit  dea  Wert 

nicht  Übersteigt,  die  CeDtrifugal kraft  bei  keiner  positiven  Elongatioo 
hiureicht  eine  pormancnte  Rotation  der  Kette  om  die  Verticale  zu 
erhalten.  Dagegen  darf  e  dieae  Grenze  nur  äusserst  wenig  Aber- 
schreiten,  nenn  die  Rechnung  nicht  wegen  einer  zu  grossen  Elonga- 
tion  ungültig  werden  soll. 

Die  Gestalt  der  Kette  fflr  unendlich  kleine  Eloagation  y,   sbrilt 
folgende  Tabelle  dar: 


X 

y 

Vi 

0 

0 

0,1 

0,06560 

0,2 

0,13780 

0.3 

0,21696 

0,4 

0,30347 

X 

» 

Hl 

0,5 

0,39771 

0,6 

0,49981 

0,7 

0,61109 

0,8 

0,73108 

0,9 
1 

0,86056 

1 

Da  zur  Ermittelung  der  Relation  zwischen  ^i  und  e  hdhoro  Po- 
tenzen von   q-  in  Rechnung  gezogen  werden  müssen,  so  wollen  wir 


U-x-\-{*-l) 


Ige  in  der  Klammer  ist  klein  von  der  Ordnung  y^*-    Man 
ler  auf  der  Rechten  von  Gl,  (10)  den  angenäherten  Wert  von 


y  -  sM') 

f  (»)  -  i"(- 

Sitzt 

nai  Ulxrdi« 

c'*W 

rJtzli 
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90  erh&lt  man  bis  auf  2.  Potenz  von  y^ : 


wo  ^(flp)  mit  X  verschwindet,  daher: 

Seilt  man  nnn 

>o  gebt  Gl.  (10)  aber  in 

(i  -x)<p{x)^'\-[2(l-x)ip'{x)-q>{x)\u  =  x{x) 

nnd  gibt  integrirt: 

1        rx{xw\x)dx 

'"'  (l-x)q>'*(x)J  <p(x) 

Der  corrigirte  Wert  lautet  demnach,  da  ^4  —  1  sein  mnss: 

» -  vM^)  [i+Tj  {i-xW(x)J  ^) *  <'">^''<*> 


Der  Wert  von  t^(x)  Iftsst  sich  in  einfacher  Reihensammo  darstellen; 
es  ist  n&mlich 

y«(x)  -  t'(x)  -   ^    X^  ,I,(,_^l)l(,^, 

woraus : 


2ä« 


»=oo(~I)*(2A:-l)!*^[(l-f)*-l] 


^&ch  erster  Integration  muss  die  Coostante  so  bestimmt  werden, 
d&ss  das  Integral  den  Factor  l^x  hat,  weil  dies  Bedingung  der 
Stetigkeit  ist. 

Ehe  wir  indes  Anwendung  von  diesem  Resultat  machen  können, 
Würden  noch  manche  Untersuchungen  nötig  sein,  was  ich  fflr  jetzt 
unterlasse. 
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VIT. 


Ueber  Tiefgrössen  mit  gebrochenem  Index. 


Von 


Herrn  P.  Lindner, 

Gymnasiallehrer   in    COsIin. 


Der  Gebrauch  der  Tiefgrössen  scheint  mir  in  mancher  Hinsicht 
vorzuziehen  den  der  analytischen  Facnltäten,  die  mit  ihnen  in  nahem 
Znsammenhang  stehen.  Zunächst  ist  ja  das  Zeichen  mn  f£ür  die  Tief- 
grössen bequemer,  als  alle  die  für  analytische  Facnltäten  eingeführten 
Bezeichnungen,  und  besitzt  doch  denselben  Grad  von  Allgemeinheit, 
wie  diese.  Die  Gesetze  ferner,  welche  Tiefgrössen  befolgen  sind  ein- 
facher und  symmetrischer,  als  die,  welchen  die  analytischen  Facnl- 
täten gehorchen.  Zudem  sind  die  Grundlagen,  auf  die  sich  die  älteren 
Theorien  der  analytischen  Facnltäten  stützen,  anerkanntermassen 
vielfach  unsicher,  die  an  die  Spitze  gestellten  Definitionen  sind  t^ils 
zu  allgemein,  teils  zu  eng,  oder  eine  solche  wird  sogar  ganz  vermisst 
Es  sei  mir  daher  gestattet,  zunächst  einen  Weg  anzugeben,  auf  dem 
man  in  ganz  einfacher  und  natürlicher  Weise  zu  einer  allgemeinen 
Definition  der  Tiefgrössen  mit  gebrochenem  Index  gelangt,  und  dann 
eine  Anzahl  von  Formeln  zu  entwickeln,  die  bisher  wohl  noch  nicht 
für  Tiefgrössen  mit  gebrochenem  Index  bewiesen  worden  sind. 

Wenn  m,  n,  p  ganze  positive,  a,  6,  c,  x,  ^,  z  aber  beliebig  ge- 
brochene Zahlen  bedeuten,  wenn  femer 

^a;(a;— l)(g  — 2)  ...(g  — n-f  1) 
1 . 2 . 3  . . .  n 

als  Tiefgrösse  mit  dem   Argument  x  und   dem  Index  n  bezeichnet 
wird,  so  ist  bekanntlich 
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a^  =  (»_„  +  „),  =  ,^(^_„)„  +  „^(^_„),+„,(^_„),+ ... 

eine  Reihe,  die  mit  dem  (n-]-l}ten  Qliede  abbricht  Lasseo  wir  nan 
dca  lodex  eioe  gebrochene  Zahl  seiii,  bo  nimnit  die  Reihe  die  Gestalt; 


cioer  Ganss'schen  hypergeomelriscbeu  Reihe  an,  deren  Wert,  wenn 
T+  1  >  0, 

Die  letztgenannte  Grösse  behUt  noch  Sinn,  wenn  a^-l-l  <C0,  ja 
aach,  wenn  x  und  a  complexe  Grössen  ainO.  Wir  werden  somit  auf 
die  Definition 

r/-_Lii 


gcfahrt-  Dieselbe  begreift  Knn&thst  die  Definitions- Gleichung  der 
Ticfgröaaeu  mit  positiv  ganzzabligcm  Iudex  als  spcciellen  Fall  in  sich, 
da  ja  in  Felge  der  Darstellung  der  /'-Functionon  als  nnendliche  Prc 

docte  «a  —  ßn  "  .  ^  ,  ";  sie  steht  ferner  im  Einklänge  mit 
der  Definition  der  analytischen  Facnlt£toa,  zu  der  Herr  Weierstrass 
(Crelle's  Journal,  Band  51)  gelangt-,  sie  verleiht  endlich  den  durch 
sie  bestimmten  GrSsacn  Eigenschaften,  die  teils  buchstsblicb  über- 
einstimmen mit  den  analogen  der  Ticfgrösseu  von  positiv  ganzzahligom 
Index,  teils  sich  herausstellen  als  einfache  Verallgemeinerungen  sol- 
cher Eigenschaften. 

Ich  stelle  zttnächst  die  bekannten,  oder  doch  unmittelbar  aus  der 
Theorie  der  F-Functionen  sich  ergebenden  Hanptformeln  zusammen, 
soweit  sie  für  die  nächstfolgenden  Beweise  benutzt  werden  sollen: 

■2)     a-,  =  1  =  ;ro 

3)  la  =  Xt-a 

4)  jr— ■  =:  Ü    der  ersten  Ordnung,  wofern  nicht  auch  x  eine  negative 

ganze  Zahl,   deren  absoluter  Betrag       "  ■■" 

5)  { — n)a=<»  erster  Ordnung,  wenn   nicht  n  d 

positive  ganze  Zahl  ist 

6,  o.-S!t°i> 

7)    x..oi=  (i-a+i)i.i.-,  -  i,.(i— i).-, 
TiU  LH. 
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8)  ira+».(a+i)»  —  (a— a)t.av. 

9)  !..(«  — a)i-ii(«—i). 

10)  (^+t),.(x+i—a),-(x+i)i.x. 

12)  r,.a^  =0,-« 

13)  !t.(~a!)-„=Oa.O.-«:0. 

14)  x_fl{ir+a).  =  Oo 

15)  o,.ft,-0..(— fr)— 

16)  ax.O,  =  (*  — o),.0,^ -=  (s~o)-a.O,_fl 

Die  Binomial forme)  fQr  TiefgrOssen  l&ntet; 

17)  (.X-\-V)a  —  Xa+giXo,i-\-ffgTa~2+  ■■■ 

(ir  +  y  +  l>0); 

denn  die  rechte  Seite  von  17)  ist  nach  7): 

'■l'+'"  ~4:i  +  ».„_„+,°7.-.+2)+   -l  - 
»■»^(— y,  — »,  I— »+1,  1)  — 

rte+1)  r(,-.+i)r(.+s+i)_ 

r(a+i)r(.-a+i)r(x+,-o+i)r(.+i)- 

Von  dcD  munnigfachcn  Qestaltsn,  welche  die  BiDomialformel  an- 
DCbmon  kann,  führe  ich  hier  diejenigen  an,  die  fOr  positiv  ganz- 
zahligen  Index  hantiger  vorkommen: 

18)  (2»).  =  r.+:r,i.-i+i,x._!+... 

(2«+l>0) 

19)  (2a).-(o.)"+(n,)'+W+... 

(2a+l>0) 
Dies  ist  die  Terallgemeinening  des  bekannten  Lagrange'schen  Satzes 
» Quodraten-Summe  der  Binomial-Coefhcienten.  Unter  Anderem 
sich  ans  dieser  Formel  für  a  —  }: 

n      ^^4^  64^  256^  16384^  ■■■ 
ergiebt  sich  ans  17) : 

—  S)b  — «.  — y,*a-l  +  (S  +  l),!ra-ll  — (y  +  2)B!ra-l+... 

{*-S'+l>0) 
Irans  tut  y  =  x: 


\ 


22)    0.= 


-•r  "»1    - 


r:::-  -t    -i 


1^ 


('+»— 


U-J-»-:- 


—  •  ♦   - 


'     k 


mr  X  =^  »  -rrrrf 


€iae  • 


(Cr^*-*^  *  Ttiorüai 


^   ^H'- :! 


>.a.f»iLii*,il 


so  erzae&c  lu» 


:r  Ä  —      » 
2:  "Till   L. 


^Ä-*-l 


f^;    »- 


[—     r 


na-a    —  » — ^  um  •  mr:n 


i    «  — ::ir. 


fim  xr 


^üilEC 


^x:x  —  j  ^        <rni 


M> 


Bill  -sr 


J  ^ 


Ss— >:    t — I  »-t"f.j.  *  — i:«  — -f-  -- 


J *^ 


—  de  T-^iJaffirnsnurixur  ösr  tiiTTfiC  T^cicataftfÄie«  KvMwel; 


erpshi  9ck  a«s  :^\  wtrim  nir  «  ^lurcli 
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flin(«!r)    Bintnfa  — j)] 

-  '..-ff,(a-l).+s„(«-2).-  +  ... 

(y-*>0), 

Fttr  y  =  —  1  geht  diese  Formel  Ober  in  die  fOr  positiv  gani- 
zafaligen  Index  vielfach  hcnntzte: 

26)  (a+l).fi=«;,+  (o-l),+(<.-2).+  ... 

(*  +  l<0) 
Ans  19)  ergebt  sich  noch  dnrch  die  Substitution  „ — a  statt  a": 

27)  «a.  =  C08{aJi)|l  +  [(-a),]»  +  [(-a),]»+  ...! 

and  durch  die  Multiplication  von  27)  and  19)  folgt  dann  nach  7): 
tg(a»)  =  an\l  +  (<H)'  +  M*+  -■  !  fl +[(-«),]'  +  [(--  a)0'  +  -t 

Ebonao  wie  die  Binomialformel  17)  lasse»  sich  nun  alle^  ein- 
facheren Formeln  über  TicfgrOssen-Rcihcn  für  gebrochenen  Index  ab- 
leitün,  so  allo  die,  welche  Arndt  im  31tcn  Bande  von  Crclle's  Journal 
l^r  positiv  ganz  zahl  igen  Index  bewiesen  hat.  Bei  coniplicirlcren 
Formeln  kommt  mau  aber  nicht  mehr  auf  eine  Reihe  von  der  Form 
F(a,  ß,  y,  1),  Trotzdem  gelingt  es  bisweilen,  die  Summe  der  Reibe 
durch  Tiefgrösaen  auszudrückcu.  Zunächst  gelingt  es  bei  der  Ver- 
allgemeineruDg  der  Formel: 

»"oSraB— »-lirjH-l  +  a-jaVB-a  — +  ■■■  ={— l)"!«, 
die  nur  eine  andere  Form  der  von  Herrn  Studiiifka  durch  den  Quä- 
lern ionon-Calcul  abgeleiteten  Furmel 

fK-l   r„  +  i  —r„-3.Tnii-i-—  ...  =  (a-«),      ist 

ergicbt  sich  fUr  gebrochenen  Index: 

r,X3n_i-|-irgr2o-a h  --•  = 

-2a  —  X 

"1        a  — '2a  +  l 

(-2a)(-2a-f  1)  (-ar){-x  +  l)  

"•"  1.2  [x—ia+l)(x  —  2o  +  -j')       -r-i- 

2a,   ~x,  x  —  'ia+l,   —1)  — 
r(j;  +  l)  2^ntr(a;  — 2fl+l) 

1)  r(x  -  2a  +  l)  '  nx-a  +  l)ni-a) 

rmel  I,  des  g  2:^  in  der  Abhandlung  des  Uerrn  Kummer  über 


•       •  •■ 


*  *  * 


•       • 


•  • 


•    •      •  • 
«  •  •     ■  •        • 

•         •    •     •        • 
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die  hjpergeoTnetrische  Reihe  (Grelle  Bd.  15.  S.  134).    Es  ist  aber 
nach  dem  Ganss'schen  Fandamentalsatzc : 


n 


KFia) 


^^^      ^^  *  C08(a7r)  r(i  -fa)  ■"  cos(a^)  (2n)i2-^n r(2a)* 
also  erhalten  wir  die  durch  ihre  Einfachheit  tlberraschende  Formel: 


28) 


COS(an)Xa  *=  a?o«^2a  — a?i«2a-l+iCsfiC2a-2 h  ••• 


die,  wenn  wir  z  dnrch  a  und  a  durch  ^  ersetzen,  übergeht  in 
29)  cos  (^»).  oa  =»  (ao)«-(cii)«  +  (a,)«--+  ... 

Schliesslich  soll  die  leicht  zu  beweisende  Formel 

1+Äl(— «)l  +  «2(— «)l+  ...  Xn(—x)n  «  («  — 1)„(— «— 1), 

verallgemeinert  werden:  wir  erhalten  fflr  beliebigen  Index 
««(—«)«4-^a-i  (—35)0-1+  ...  = 

*a(— x)atl  4- -::- •  -TTTTT — I Z-^  '  TZTZ^— +  "  •] 


Xa         (—x)t 


Xa         ( —  «)< 


M-«)a{l  + 


—  a 


X  —  o-|-l    — X  —  a-f-l 


(-a)(~a+l) (~a)(-a+l) 

■^  («— a+ 1)  (a:  — a+2)  *  (— «—a+l)(— a?  — a  +  2)  "*"  "^ 

Die  in  der  Klammer  stehende  Reihe  ist  nicht  mehr  eine  spe- 
cielle  hypergeometrische,  sondern  eine  Reihe  von  der  Art,  wie  sio 
Herr  Kummer  am  Ende  der  schon  genannten  Abhandlung  (S.  172) 
erwähnt    Ihr  Wert  ist 

(-g  — g)(a;— a)(r(a;  — a)r(~a?  — g)  ) 

(_af).(-x)      \      r(— g)r(-g)  M'" 

_  r(z—a+D  r(— g  — g  +  l)       (x— g)(— a;  — g) 
x«r(--g)r(— g)  "•"  «(— a:) 

also  erhalten  wir: 

sin'(g») 


30)    ar.(-ar)«  +  ar*-i(-ar)a-i+... 


nxm{nx) 


+  (x-l)a(-ar— Da 


Wie  im  ADgemeiaeD,  so  hftngt  auch  bei  den  Tiefgrössen  mit  dem 
Additions-Theorem  die  Differentiationsformel  zusammen ;  auf  dem  ge- 
^OhnKcfaea  Wege  eriialtai  wir  aus  18): 


♦         •   •     •  •  • 


*      • 


••.      • 


•  ■  ' 


»     • 
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^x 


31)      -^  —  ar«-!  — - 4«a-l  +  i«a-2 h  ... 

(x  +  l>0) 

eine  Reihe,  die  für  a  »  m  natürlich  mit  dem  mten  Gliede  abbricht 
und  dann  unbeschränkte  Gültigkeit  hat.  Durch  nochmalige  Diffe- 
rentiation ergiebt  sich : 


32) 


,  11  5  ,137  7  , 

a?«-a  —  «"a-a  -f-  tö  ^a-A  —  x  ««-s  -r  Tan  ^''•"^ — iä*»-?-^ 


a;+l>0 


180 


10' 


Es  zeigt  sich  hierbei,  dass  die  Coefificienten  der  fallenden  Tief- 
grössen  nicht  abhängen  von  dem  Index  a  der  zu  differontirenden 
Tiefgrössen,  vielmehr  Functionen  der  Stellenzahl  n  allein  sind.  Das- 
selbe gilt  offenbar  auch  für  die  höheren  Differentialquotienten,  also 
kann  man  beim  mten,  der  die  Form 


dx^ 


-^oOTa-iii  +  '^lfiCa-m— l  +  -^lÄ'a-m-2+  ...  *) 


haben  muss,  zur  Bestimmung  der  AA  sich  specieller  passender  Werte 
des  Index  bedienen.    Es  ergiebt  sich  durch  die  Wahl  a  »  m-{-n: 

\     da^    /,=o 

Entwickelt  man   nun  die  ganze  rationale  Function  xm\n  nach 
Potenzen  von  x  und  bezeichnet  dabei  den  Coefficienten  von  flc«+»-i» 

nait  -  o  — ^j — ,  so  ergiebt  sich 

\  ,Z  ...  Ifl-j-ll 


^M- 


{—  l)»m(m  —  1)  ...  1 .  Ch'«+» 


(—  1)»  Ch'^+» 


1.2  ...  {yn-^-n) 
wir  erhalten  also 


(m+l)(m+2)  ...(m  +  fi) 


33) 


dx^ 


Co-'ar«-«  ~  Ci»"+>  jra-«-i + 


.«•+2 


m+l 


(m  +  l)(«»+2} 


a^a— m-2  —  "t"  ... 


(a:  +  l<0) 

Vermittelst  der  Formel  31)  lässt  sich  übrigens  in  sehr  einfoohflir 
Weise  aus  der  Binomial-Reihe  die  logarithmische  ableiten.  Wir  ei^> 
halten  durch  Differentiation  die  Binomial-Reihe: 


*)  Indicei  an  grossen  Buchstaben  sollen  blosse  Stellensab* 
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saDzzftfaligen  Index  an- 


chl&roilch  im  33.  resp. 
lere  Airten   entwickelt 


trt  nanmebr  auch  eins 
ach  dem  Index;  ei  ist 


-i(-a:)_,-a+-...) 
er  Formel,   ds  Oj  fOr 


f2)(2o+4) 
[<.+4na+6) 


Die  bSheren  nach  dem  1 
der  TiefgrSsBCn  befolgen  nü 
wäre  dem  sich  bei  der  Diffc 

den ;  Tielmehr  ist  es  die  Fn 

hjjhero  Differontial-Qnotienb 

Den  meiBton  der  abgele 
eine  andere  Gestalt  geben, 
einen  Quotienten  ersetzt  ai 

der  Form  Nj    auf  die  0« 
bringt. 


MUctlUn, 
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VIII. 


Miscellen. 


1. 


MelirliMlie  Collinefttion  ? on  zwei  DreleekeB, 


Nach  dem  Desargues'schen  Satze,  wenn  zwei  Dreiecke  perspec- 
tivisch  liegen,  so  liegen  sie  anch  collinear,  —  d.  h.  wenn  die  Ver- 
bindnngslinien  entsprechender  Ecken  sich  in  einem  Punkte  (Centmm 
der  CoUineation)  schneiden,  so  liegen  die  Durchschnittspunkte  ent- 
sprechender Seiten  in  einer  geraden  Linie  (Axe  der  CoUineation)  — 
and  umgekehrt 

Es  fragt  sich,  ob  zwei  Dreiecke  nicht  in  mehrfacher  CoUineation 
sein  können,  je  nachdem  man  das  gegenseitige  Entsprechen  der  Eck- 
punkte anders  ordnet 

Es  seien  die  Dreiecke  abc  und  123  in  CoUineation,  wenn  a  nnd  1, 
h  und  2,  €  und  3  als  entsprechende  Eckpunkte  betrachtet  werden,  — 
oder  symbolisch  ausgedrückt  seien  die  Dreiecke  ahc  und  123  in 
(a]62<!3)-CoUineation. 

Es  sei  das  Dreieck  abc  zum  Coordinatendreieck  gewählt,  und  zwar 

^  sei  «  =  0 
ca  sei  y  =  0 
a6  sei  0  =  0 

JWe  Axe  der  (a,^|Cs)-CoUineation  sei  zur  Einheitslinie  des  Coordinaten- 
gewÄhlt,  —  d.  h.  ihre  Gleichung  sei: 


106  MiKtütn. 

Daon  sind  die  Oloichungeu  der  Seiten  von  123: 


^+y-\-v»  -  0 


Wenn  nnn  die  Dreiecke  abc  nnd  123  anch  in  (a^^ 
sind,  ao  achneiden  sich  die  Geraden 

(v— l)a;-)-(HV  — l)y=  0 
in  einem  Pnnkte,  ca  besteht  also  die  Relation: 

oder 

().Viv  —  \)(kfiv-X—y.  —  v+2)  =  0 

Es  war  voran szosehen,  dass  (Ijiv— i — il  —  v-\- 
in  der  Bedinguugsgleichnng  auftreten  nird,  denn  wenn 
verschwindet,  schneiden  sich  die  Seiten  von  123  in 
nnd  dann  besteht  jede  mögliche  Perspectiv it&t  zwischei 
Abgesehen  von  diesem  Falle  ist  also  die  Bedingnngsgl 

i^v— 1  —0 

Dann  sind  aber  die  Dreiecke  auch  in  (ajfijea)-Collinea 

Suchen  wir  nnn  die  Bedingung  fUr  die  (a,A^t)-C< 
diesem  Falle  schneiden  sich  die  Geraden 

ä\:  (,^-\)y-{v-\)o    =0 

63;  (^-1),+{A^-1)«  =  0 

^:  (v-l)y+Civ-l)x  =  0 

in  einem  Pnnkte,  es  beaieht  also  die  Relation 

(Av-I}(M-l)»-(Af-l)(»'-l)*  -  (fi-v)(i^v-A-f 
abgesehen  von  dem  Falle,  wo  das  Dreieck  123  in  eil 
sammenscbrumpft,  ist  also  die  Bedingung: 


Genan  so  ist  dio  Bedingong  der  (a,6,e,)-Collineati 
v-i-0 


obc  sod  123: 

V  — 0 
1  —  0 
^-0 


renn  maa  zar 
ionsaxe  wählt, 
D  kein  Symbol 
eine  andere 
taxe,  das  zn- 
igen  Axcn  ala 
teichnen, 

i^v— 1  — 0, 


!3  in  die  eine 
Falle  iit  alao 
also  nur  eine 


ttiODcn,  wenn 


■  0,  in  Bezug 
Igen: 


TfwilBifcaiWUBiril  tu  «i  Bl  Act 


1.+,+,-» 

•1«!   1^ 

»+W-I-.-0 

fie(^ 

*+»-r»*  — 0 

&l^ 

Im  ^'     '"    '1  ■!  1 1 

•a.ln>U 

Das  lal 

=  «I.       f  =  ! 

',+».+•,  - 

0    ndiiie 

0          die 

1      .  >     . 

0          die  1 

12: 

Daa  Dreiedi  der  Aun  iit  abo  ii 
die  zageUfign  Azea  lind  die  Seit 
Dnietk  der  Axee  md  123  in  dreif 
hbii§tm  Azen  rind  die  Sdteo  Ton  a& 

DulitUscta  entsprechend  bestehi 
Ib  drei&chra-  CoUinefttion  lind,  ist  da 
■owobl  mit  aU,  all  anch  mit  123 
Centn  der  CollineationeD  mit  abe  m 
and  nmgekehrt. 

Wenn  o^  and  12,  23  gegeben  » 
werden,  da«  aie  nnd  123  in  <a,2,^) 


—  geoan  so,  wie  im  vorigen  Falle.     Daon  sind  aber  die  Dreiecke 
uch  io  (a3&,c^)-GoUioeatioii. 


abc  und  123  sind  in  {a^^^,  (0,^,«^),  (ogVi)  «i"!  (it^iCjj-Colli- 
aeationeo,  wenn  1  —  t>  =>  v  ist 

23:     ax+y-{-i  -^  0    nnd  die  ((i,&a«t)-^e  =    \'-¥y\-*  —  0 

31:     ir+ly  +  j  — 0  die  (a^,c,)-Axe:    x+jy+M  —  0 

12:     r  +  y  +  ia  — 0  die  (a^,et)-Axt>:     x+]/+\t  —  0 

nnd  die  ((i,itC3)-Axo:     a;+y+»  —  0 

Das  Dreieck  der  Nebenaien  ist  also  in  Tier&chGr  Coltineation 
mit  a£c.  Die  Hanptaxe  ist  dieselbe,  wie  bei  den  CoUineationen  von 
abc  nnd  123,  die  Nebenaxen  sind  die  Seiten  von  123. 

Die  Coordinaten  des  ^a^b^^)-Ceatnlm8  sind        1,  1,  1 

-  («,V.)-      ■        ■  -  ,1,,       1.         1 


1 


-     (a.V,)-  -  -  1, 

•     (.^,.,)-         -  -  1,  1.      -rp 

seien  diese  Punkte  mit  O,  1,  II,  III  bezeichnet. 

Das  Hanptceiitram  (O)   ist  der  Pol  der  Hanptaxe  in  Birzug  auf 
das  Dreieck  abe.    Man  kann  auch  umkehren  and  sagen: 

Wenn  abe  n:id  133  in  ((i,^(r)}-ColIineatioD  sind  nnd  das  Colli- 
neationscentnini  der  Pol   der  CoUineationsaxe  ist  in  Being  auf  das 

nnd  {a,4,c,)- 
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IX. 


Eigenschaften  der  Lemniskate 

und  ihre  Anwendung  auf  kubische  Gleichungen, 

parabolische  Bewegungen  und  bipolare 

Anziehungen. 


Von 

Emil  Oekinghaus. 


Unter  denjenigen  Corven,  welche  nächst  den  Kegelschnitten  reich 
sind  an  vorzüglichen  Eigenschaften,  ist  wohl  in  erster  Linie  die 
Lemniskate  zu  nennen.  Mehrere  Eigentümlichkeiten  derselben,  welche 
einiger  Aufmerksamkeit  wert  erscheinen,  haben  wir  im  Folgenden 
zosammengestellt;  sie  beziehen  sich  auf  die  Trisection  des  Winkels 
und  die  damit  verbundene  geometrische  Auflösung  des  casus  irreduc- 
tibilis  der  kubischen  Gleichungen.  Ebenso  finden  im  Zusammenhang 
hiermit  die  übrigen  Fälle  ihre  geometrisch-trigonometrische  Begrün- 
dung, 80  dass  das  Ganze  unter  einem  einheitlichen  Gesichtspunkt 
erscheint. 

Ferner  erlaubt  im  Anschluss  hieran  die  Lemniskate  vermittelst 
des  Problems  der  Tangentenziehung  eine  bemerkenswerte  Anwendung 
auf  die  parabolische  Bewegung  der  Himmelskörper.  Eine  weitere 
Untersuchung  zeigt,  dass  unter  der  Einwirkung  zweier,  nach  bestimm- 
tem Gesetze  wirkender,  gleichen  und  festen  Massenpunkte  ein  dritter 
eine  Lemniskate  beschreiben  kann.  Endlich  leiten  wir  noch  den  Satz 
ab;  dass  die  Anziehung  einer  mit  Masse  gleichförmig  belegten  Lem- 
ttUcate  auf  jeden  ihrer  Brennpunkte  gleich  Null  ist,  sofern  das  New- 
Gesetz  zu  Grunde  gelegt  wird. 

8 


In  der  Ebene  einer  Lemn 

1)  r» 

ist,  sei  ein  Punkt  durch  dio 
dnrch  diesen  Ponkt  gehende  G' 
in  4  Punkten  schneidet,  bild 
4  Abachuitto  derselben,  vom  ] 
etc.  bezeichnet  sein  mQgeu.    ( 

Dieselben  Bind  die  Wnrz( 

2)  I*  — 4Bcosa.-ii'+(2Ä'. 
—  (4ä»  cos  d  —  2a»  H  cob(2 

Die  Gcininante  der  biqnadra 
Form; 

Unter  der  Voraussetzung,  dasi 
cante  mit  der  Lomniskato  gi 
oder  dass 

4)  X, 
ist,  geht  die  anf  2)  angowandl 

5)  a*d- 
nach  einigen  Entwickelungcn 

«  «•-«■°=^--'«'+ 

Die  Warzeln  derselben  sind 


V) 


2coa<I' 


Die  vom  Mittelpunkte  der  Li 
male  h  bilde  mit  der  ^-Acbse  i 
Wegen  A  —  Asin^  gebt  7)  Ut 


RS^Ll- 
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Da  in  der  kubischen  Gleichung  8)  das  zweite  Glied  fehlt,  so 
erhalten  wir  den  Satz,  dass  die  Summe  der  3  Mittellinien  ^i-(-i?2-|~ 
i^  «  0  ist,  sofern  dieselben  einander  entsprechen.  Geht  also  ein 
mit  der  Lemniskate  concentrischer  Kreis  durch  die  Mitte  einer  der 
6  Sehnen,  welche  durch  eine  Gerade  mit  der  Lemniskate  gebildet 
w^en,  so  geht  er  auch  durch  die  Mitte  der  ihr  entsprechenden 
zweiten,  oder  die  Mitten  zweier  entsprechenden  Sehnen  haben  vom 
Ceotrum  gleichen  Abstand.  Die  Summe  der  zusammengehörigen  Ra- 
dien Ä^-j-JKg  ist  gleich  dem  dritten  — A3. 

Für  die  durch  einen  Brennpunkt  gehende  Secante  vereinfacht 
sich  die  Gleichung  8)  zu 

9)  i?3_jÄ  +  ^-0 

nnd  kann  zur  geometrischen  Auflösung  der  kubischen   Gleichungen 
benutzt  werden. 

Dieselbe  ist  für  die  Trisection  eines  Winkels  von  Wert. 

Ein  Kreis  P,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  ^-Achse  liegt,  und 
dessen  Peripherie  durch  O  und  einen  Brennpunkt  Q  geht,  schneidet 
die  Curvo  in  2  Punkten,  deren  Radienvectoren  r  bei  der  Annahme 
a*  =  2^  =  3  die  Einheit  sind.  Substituiren  wir  diese  Ausdrücke 
nebst  h  =  ^sin3e  in  9),  so  geht  dieselbe  über  in 

10)  Ä»  — JÄ  +  Jsin3f«0. 
Da  aber  auch 

11)  sine'  — Jsin6  +  Jsin3f  «»  0, 
so  sind  die  Wurzeln  von  10) 


12) 


Vermittelst  der  Lemniskate  wird  die  Trisection  des  Winkels  in 
folgender  Weise  gelöst: 

Ist  der  feste  Kreis  P,  der  Einheitskreis,  dessen  Centrum  O  ist, 
und  endlich  der  Halbkreis  über  dem  Radiusvector  r  =  1  für  alle 
Fafle  constmirt,  so  bestimmt  der  gegebene  Winkel  3f  im  Einheits- 
kreise eine  Strecke  3ä  =  sin3f,  deren  Drittel  h  wir  als  Sehne,  von 
'  ans  im  Kreise  P  eintragen,  die  durch  den  Endpunkt  der  Sehne 
l>esügiichen  Brennpunkt  Q  gezogene  Secante  liefert  die  be- 
dach den  Mitten  ihrer  Abschnitte,  welche  im  Halb- 


Ä..- 

sint, 

i?,- 

8in(60  — «), 

Ä.» 

sin(60+t). 
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kreise  eingetniieB  di 
Imes. 

Diese  Methode  i 
ksbi&dten  Gleicbuig« 

M»  bencrk«  no 

im  «u  Ewei  Teiles 
ScbMT  ptnIHer  rai 
radeo  Ulbiit  Für 
bemetiKtuwerte  Eig< 
gewisse  Besi^uug  hi 


Von  einem  Fni 
Tu>g^teu  ui  l«tztei 
der  BerObrangspiiDlcti 
«ist, 


14) 


16) 

Die  bierans  l«icht  zu 

1«) 

cmM'- 

wolchc 

(ir 

\n-"" 

17) 

CO!  27 

Die  Woneln  dieser 

■in  ' 
1«)    «»3,,-,|„3,, 

and  kOtinon  nach  ) 
rnngspankt«  der  Tai 
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Wir  fiillen  vom  Mittelpunkt  O  auf  diese  Tangenten  die  Senk- 
rechten scj,  x^^  and  wollen  nachweisen,  dass  dorch  diese  Normalen 

f      (Fig.  10 

'.  '  a?!  —  rj  cos  29,, 

I       ^^  arj  «  rjC0S2g>„ 

die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

.      20)  x3-p«+g  =  0, 

welche  in  ihrer  trigonometrischen  Auflösung  bekannt  sind  unter  der 
Fonn 

I  sinSe  -=  — 7=. 

1  pViP 

21)  x^  =  y^sine    etc., 

erhalten  werden  können. 

Führt  man  nämlich  19)  in  17)  ein,  so  resultirt 

3r*  r» 

■ 

1 

Die  Identität  dieser  Gleichung  mit  20)  verlangt 


23) 

3r8                       r3 

'^""48m3t»'       ^~48in3t* 

woraus 
24) 

r  ^      , 
P 

Sa 

sin  3«  —  —7—* 

pVip 

25) 

^  =-  Vip  sin  ^ 
a^«-V*l>8m(60ö-€), 

wie  oben 

angegeben. 

Der  Casus  irreductibilis  der  kubischen  Gleichungen  kann  demnach 
vermittelst  einer  Lemniskate  in  folgender  Art  geometrisch  aufgelöst 
werden. 

Man  construire  gemäss  21)  den  Hülfswinkel  3e  als  Centriwinkel 
des  durch  die  beiden  Brranpunkte  gehenden  Focalkreises.  Durch 
den  diesem  Winkel   entsprechenden   Ereispunkt  ziehen  wir  gemäss 

C0fl3<  eine   Tangente  bis   zum  Durchschnitt  mit  der  X-Achse 
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und  von  hier  aus  2  Tangenten  t 
vom  Centrum  O  auf  dieselben  g; 
Gleicbang,  wie  sie  in  2b)  angegebi 

bestimmt  sich  ans  ri,s  »  — 
P 

Liegt  m  zwischen  a  und  c, 
dagegen  m  ■<  e,  so  nimmt  16)  ein 
in  dem  betreffenden  Punkte  eine  '. 
dem  Focalkreiso  nad  verbinden  d 
diesen  Geraden  gebildete  Winkel 

26)  cos2i(i8-l-3tgo*.c 

und  die  Normale  auf  die  Tangent 


Wir  werden  auf  diesen  Fall  nach) 


Um  die  übrigen  Fälle  der  kul 
Wurzeln  zu  bcbandelo,  gehen  wi 
voraus,  dass  R{ip)  sich  auf  dio  Lern 
an.  Die  Secaute  steht  also  auf  d 
Da  eine  Wnrzel  verschwindet,  so  1 
dio  kubische  Gleichung: 

27)  «'4-3r*a!— i 

Bezeichnen  wir  den  Winkel 
Radiusvector  mit  o,  so  ist  «  '^  9( 

Nach  den  Metboden  der  tri 
sich  nun  folgende  Formeln: 


28)  tgia-tgi 

X  =  y  5jp  coi 

Verbinden  wir  der  letzten  Fo 
katensehne  x  mit  dem  Mittelpunk 
Bo  ist  S  der  Winkel  zwischen  x  u 
geometrische  Bedeutung  erhalten. 
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Die  geometrisch-trigoDometrische  Auflösung  der  kubischen  Glei- 
choog 

29)  aj»+paj  — g  — 0 

gestaltet  sich  also  nach  Obigem  folgeudermassen  : 

Der  aus  den  Parametern  p,  q  berechnete  Winkel  a,  oder  dessen 
betreffender  Polarwiukel  q>  bestimmt  auf  der  Lemniskate  einen  Punkt, 
in  welchem  wir  senkrecht  zum  Radius  r  eine  Normale  bis  zum  Durch- 
schnitt mit  der  Curve  errichten.  Diese  Sehne  oder  Normale  ist  die 
reelle  Wurzel  der  Oleichung,  und  das  Mass  für  die  Einheit  ergiebt 
sich  aus  3r*  =-  ;?. 

Die  Tangentenziehung  von  einem  Punkte  der  JT- Achse  innerhalb 
des  Focalkreises  ist  nach  dem  Obigen  leicht  durchführbar. 

Wendet  man  nämlich  auf  26)  die  vorhin  entwickelte  Methode  an, 
80  resnltirt  schliesslich  der  Wurzelausdruck 

30)  cos2i(;  =  |j 

Man  hat  demgemäss  den  für  26)  betreffenden  Winkel  2(p  —  90^ — a 
zu  halbiren,  die  Halbirungslinie  bis  zur  Curve  zu  verlängern  und  da- 
selbst senkrecht  zur  Linie  eine  Normale  bis  zum  Durchschnitt  zu 
errichten.  Die  Halbirungslinie  y  giebt  den  Winkel  6,  und  damit  kann 
co82if;  vermöge  30)  leicht  construirt  werden. 

Bezüglich  des  letzten  Falles  der  kubischen  Oleichungen  beziehen 
wir  uns  auf  die  Gleichung 


31) 


(r*  \  c*h 

Ä2--cos2g>JÄ  +  -y-0, 


welche  wir  durch  die  Annahme,  dass  der  Punkt  h{g>)  anf  der  Lem- 
niskate liegt,  oder  dass  h* «  a'cos29>  ist,  vereinfachen  in 

32)  y^—ir^y+a^r^O. 
Dabei  ist  R  ^  y  gesetzt. 

Vermöge  der  bekannten  Formeln  zur  Auflösung  der  Gleichung 

33)  y^-py+q  -  0 
erhalten  wir  die  Relationen 

sina  «  cos2<j()  «  3^V4p, 

34)  tgia-tgg' 


sind 


Vl^j.cosecd. 
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Die  Methode  der  Anfläanng  dei 
demoach  der  vorhin  entwickelten  au 
durch  dio  Mittellinie  y  =  R  eines  recl 
beBtimmt,    in  welchem   die   eine  K&tt 

dessen  Polarwinkel  vermittelst  coBÜgo 
stimmt  ist.  Die  Mitte  der  andern  Ka 
trum  der  Curvo  ist  als  Mittellinie  des 
für  welche  aas  r'  —  jp  das  Mass  der 
hin  ist  i  der  Winkel  zwischen  der  Mi 

Die  Gleichung  27)  wollen  wir  nt 
wir  tg^  =  -  einftkhren.  1»  ist  der 
dos  genannten  Dreiecks  and  seiner  H. 

Demgemftss  ist 
35)  t«K+3tgi«-2 

Fuhren  wir  hierin  statt  tg)»  den  Am 

ein,  and  entwickeln  nach  Potenzen  voi 

W      "■'■i'')'-4(l+tg2T-)<""*' 

Diese  beiden  Qleichangen  werden  ans 

Anf  der  K-Achse  der  LemniskaU 
s  =  n  Tangenten  an  dieselbe,  ein  Bi 
coordinaten  r^^|>),  der  Winkel  zwische 
sei  t>.    (Fig.  2.) 

Zanächst  ist  leicht  die  Relation 

37)  coa2t  —  c< 

abzuleiten.    Femer  ist 


Entwickeln  wir  38)  nach  Potenzen  v 
darin  cos  2tt>  dnrch  cos  ^v*  ausgedrO 
Form 


\ 
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3  1 

Diese  Gleichung  wird  mit  36)  identisch,  wenn  -  -»  tg2go  ist. 

Das  Problem  der  Tangentenziehung  von  einem  Punkte  der 
F-Achse  ist  damit  gelöst  Man  verbinde  nämlich  den  betreffenden 
Punkt  y  =  n  mit  einem  Brennpunkt  durch  eine  Gorade,  deren  Nei- 
gung gegen  die  JT-Achse  2go  sei,  betrachte  alsdann  q>  als  Polarwinkel, 
dessen  Radiusvector  r  mit  der  Hypotenuse  r'  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  rar'  den  Winkel  {v  einscbliesst.  Der  entsprechende  Winkel 
V  zwischen  den  Brennstrahlen  ergiebt  als  Focalwinkel  der  Curve  den 
Berührungspunkt  der  Tangente. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  fflr  die  Hypotenuse  r\(p*)  des  ge- 
nannten Dreiecks  folgende  Gleichung  aufstellen: 

40)  cos  2g>'»  -f-  3  cos  2q> .  cos  2<p'«  —  4  cos  2^  «  0, 

oder  auch 

«)  (^.)  -  J  ("^)  -  J^ä^  =  0. 

Die  trigonometrische  Auflösung  giebt  die  Relationen: 

a«         1 


r''      sind' 

also 

cos 29)'—  sin »''=»'  sind 
und 

42)  «'  -  S. 

Demnach  ist  der  Winkel  zwischen  r*  und  der  zugehörigen  Tangente 
gleich  dem  Winkel  i  zwischen  der  Kathete  x  und  der  Mittellinie  y, 
Macht  diese  mit  der  JT-Achse  den  Winkel  6,  so  ist  noch  (p  —  B^^fp'. 

Wir  werden  später  die  soeben  entwickelten  Resultate  noch  auf 
einem  andern  Wege  ableiten. 

Bemerkung.    Die  Formel  37)  ergiebt  sich  in  folgender  Art: 

Heissen  die  beiden  Brennstrahlen  p  und  9,  so  hat  man 

4c*  -=  p*+5* — 2pgcosü, 
pt+^t-.  2r«+2c«, 

r*  —  a' COS  29. 
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Hieraus  crhftlt  man  loicht  durch  Substitution  der  letzten  3  Gleicbun- 
gen  in  die  erste  die  Bedingongagleichung. 

Ferner  bestehen  noch  die  Relationen 

y2g  =  v'^H^*-r 


Die  theoretische  Astronomie  zeigt  bekanntlich,  dass  die  Formel 
35)  oder 

43)  tgiB  +  itgii,'  =  |tg2T 

mit  der  parabolischen  Bewegung  der  Kometen  in  Verbindung  steht 

Da  es  von  Interesse  ist,  zn  antcrsnchen,  in  nie  fern  die  Lemis- 
kate  mit  diesem  Bewegnngsproblem  VerknUpfungspunkte  hat,  wollen 
wir  in  Kürze  die  allgemeinen  Bewegangsgleichangen  für  den  spe- 
ciellcn  Fall  der  Parabel  entwickeln. 

Nach  dem  Newton'schen  Gesetz  -| ,  wo  i'  die  Conetante  des 
Sonnensystems  ist.  Bind  die  Componenten  der  anf  den  Kometen 
wirkenden  Kraft  parallel  zu  den  Coordinatenachsen 


Die  Differentialgleichungen  sind  demnach,   da  die  Kräfte  dem 
zweiten  Differential  nach  der  Zeit  g 


Hieraus  erbalt  man  ohne  Muhe 


46) 
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*  ^«  -  y  </tT  =  0,    Oder 


Die  Integration  ergiebt 

47)  j,-^y__«,. 

Da  non  bekanntlich 

du         dx 
x^  — y^  —  2rf(Sect)  —  r^dvf 

80  ist 

48)  r^dv  =  cdt. 

Die  Constante  c  ist  nun,  wenn  die  Masse  des  Kometen  »  0 
angenommen  wird,  gleich  h^p  nnd  weil  r  —  ^  i"2<  ^^  erhalten 
wir  schliesslich  den  Ansdmck 

^^^  ''*^*'  ■"  J^tT*^^  =  i/'*(l+tgt;>)rftg4t,. 

Die  Integration  ergiebt  also 

50)  ip»(tgit;  +  Jtgii;3)-Ar«y|,, 
d.  i. 

51)  tglt;+Jtgit;»  =  y*. 

Hierin  bedeutet  t?  die  Anomalie  und  t  die  seit  dem  Periheldnrchgang 
verflossene  Zeit. 

Die  Identität  der  Gleichungen  43)  und  51)  verlangt  die  Bedingung 

52)  tg29-^«'-. 

3Jk 

Wir  setzen  Iv  "=-  <?  gleich  dem  Abstand  eines  Brennpunktes  vom 

Mittelpunkt  einer  Lemiskate.    Es  ist  k  -»  0,017202 ,  nnd  p  wird  in 
Einheiten  der  halben  grossen  Axe  der  Erdbahn  ausgedrückt. 

Um  also  mit  Hülfe  dieser  Lemiskate  für  jede  Zeit  die  Anomalie 
oder  den  Ort  eines  sich  in  einer  Parabel  bewegenden  Kometen  zu 
>,  errichte   man   im   Brennpunkte  der  ersteren   senkrecht  zur 


r^xkvUA  2f*.   iPtr  imiw.A  i^ao 


itrCm 


Z«it  9!fckea  ml 


WmlKl  zwwAm  ihr  od  4er  Aek»  ^txk  ir-    Ot 
malt  habmmU;  AUvtmtl  4er  Dtrcdiix    im  «omi 


Soll  djgegei  Tcrmitteitt  *er 
;  nupKcteade  Zeil  di 
n  WMgrfcf  voa  dea  GteäehaBgca 


(Mtj-y-   .  "   >  (cMi-y- 


Wie  wir  gezeigt,  geht  die  enle  au  einer  Ti 
&I)  berror.  Die  zweite  ät  die  T«iigeatMi^eick«B| 
bezflgUcb  der  r-Adae. 


e       t 
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Di^er  einüache  Ausdrack  gestattet  eine  leichte  Construction  für  den 
Fall,  die  Zeit  t  durch  v  zu  hestimmen  (Fig.  2.). 

Wir  ziehen  nämlich  durch  den  Lemniskatenpunkt,  dessen  Brenn- 
Btrahlen  den  gegebenen  Winkel  v  einschliessen,  eine  Tangente  bis 
zur  F- Achse,  verbinden  den  Dnrchschnittspnnkt  mit  einem  Brenn- 
punkt durch  eine  Gerade  und  errichten  auf  derselben  gemäss  55) 
eine  Normale  bis  zur  F-Achse.  Die  Entfernung  dieses  zweiten 
Durchschnittspunktes  vom  Centrum  der  Lemniskate  ist  das  Mass  der 
seit  dem  Durchgang  durch  das  Perihel  verflossenen  Zeit 

Wollen  wir  dagegen,  bei  gegebener  Zeit  die  Anomalie  des  Ko- 
meten suchen,  so  kommen  wir,  den  angegebenen  Weg  rückwärts  ver- 
folgend, auf  eine  Taugentenziehung  zurück,  welche  den  gesuchten 
Winkel  v  als  Winkel  zwischen  zwei  Brennstrahlen  der  Lemniskate 
liefert 

Die  Theorie  der  kometischen  Bewegung  lässt  noch  die  Ge- 
schwindigkeit des  Himmelskörpers  in  folgender  Art  finden: 

Ans  45)  erhalten  wir 

welche  Gleichungen  wegen 

57) 

rdr  -=»  a5da5-|-ydy, 

übergeht  in 

d(dx^  +  dp^)      2P 
58)  ^« 1-71^=0. 

Integrirt  man,  so  resultirt 

Die  Integrationsconstante  ist  in  unserm  Falle  »  0.  Die  Ge- 
schwindigkeit g  ist  demnach,  wenn  R  anstatt  r  gesetzt  wird 


60)  g^ 

wo  R  den  Eadiusvector  der  Parabel  bedeutet. 
JgiftM»  letzte  Formel  geht  nun,  da 


des  Pendels 
Punktes  im 


ibt  ihrEnd- 
kato.    Diese 


Lemniikatc, 
abstOE  sende 


ingonommcn 
lasse  in  der 


iiponente  in 
I  q  mit  der- 
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Oekinffhaui:  Eigenschaßen  der  Lemniskate, 


61)  c  = 

ist,  Über  in 
62) 


5I 

3k' 


Q  r 

^  ^  ^^^1  *    nod     cos  Jt?  «  - 


i7-3i/2.p.r. 


r  ist  hier  der  Radiusvector  der  Lemniskate,  welcher  dem  Vector 
R  in  der  Parabel  entspricht.  Die  Geschwindigkeit  des  Kometen  ist 
demntMsh  dem  bezüglichen  Radinsvector  r  der  Lemniskate  direct  pro- 
portional. Diese  Gnrve  kann  demnach  für  die  parabolische  Bewegung 
als  eine  Art  von  Hodograph,  wenn  man  in  der  Definition  desselben 
von  der  Richtung  absieht,  angesehen  werden.    Die  Geschwindigkeit 

g'  des  bezüglichen  Lemniskatenpunktes  ist  ^'»ö~9  wo  h  die  vom 

Centrum  auf  die  zu  diesem  Punkte  gehörende  Tangente  gefUlte  Nor- 
male bezeichnet.  Die  Geschwindigkeit  in  der  Lemniskate  ist  also 
dieser  Normale  direct  proportional. 

Man  bemerke  noch,  dass  der  Scheitelpunkt  r(0)  und  das  Centrum 
der  Lemniskate  beziehungsweise  dem  Perihel  und  dem  Unendlichen 
der  Parabel  entspricht. 


§5. 

Die  Lemniskate  steht  noch  mit  einem  andern  eigentümlichen 
dynamischen  Problem  in  Verbindung,  welches  sich  auf  die  Anziehung 
zweier  festen  Massenpunkte  auf  einen  freien  dritten  Punkt  bezieht 

Die  festen  anziehenden  Punkte  seien  Brennpunkte  einer  Lemnis- 
kate, und  wir  wollen  versuchen,  das  Gesetz  der  Anziehung  zu  be- 
stimmen, vermöge  welcher  der  dritte  Punkt  die  Lemniskate  beschreibt. 

Die  Componenten  der  Anziehung  der  in  den  Brennstrahlen  p  und 
q  wirkenden  Kräfte  P  und  Q,  welche  von  den  Massenpunkten 
nii  ^  mf^  1  ausgehen,  dürfen  tangential  auf  den  dritten  Punkt  m 
keine  Wirkung  ausüben.  Der  Polarwinkel  des  letzteren  sei  9>,  der 
Winkel  zwischen  den  Brennstrahlen  v,  die  Winkel  zwischen  diesen 
und  der  Normale  sind,  wie  leicht  nachzuweisen,  bezüglich  {v-^-tp 
und  iv — ip.    Demnach  muss  sein 


63) 

Weil  aber 

64) 

ist,  80  haben  wir 


Psin(it;+9>)  =»  Qsin(iv  —  <p) 

p__8in(|t?+(p) 
q      sin(iv  —  9)) 
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65)  ^-  j 


Die  Kr&fte  P,  Q  sind  demnach  der  EntferniiDg  vom  angezogenen 
Pankt  amgekehrt  proportional.  Hierbei  setzen  wir  die  Wirkung  jeder 
der  anziehenden  Kr&fte  im  Verlaufe  der  Zeiteinheit  in  der  Entfernung 
1  gleich  P.    Dieser  Ausdruck  ist  also  die  Constante  unseres  Systems. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Punktes  m  mit  x,  y,  so  sind 
unter  Voraussetzung  der  oben  definirten  Kraft  die  Bewegungsglei- 
chongen 

66) 

Wir  multiptidren  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  rix,  die  zweite  mit 
dy  und  addiren,  dann  erhalten  wir  nach  geeigneter  Darstellung 


67) 


^K^+  ^  =  f  <illl((x  +  c)«+y»)+|*rfln((x-c)»+y^. 


Die  Integration  ergiebt,  wenn  die  Geschwindigkeit  «=  0  ist: 

68)  —  i;*  =  P  In  p  V+  Const. 

Setzen   wir  die   Anfimgsgeschwindigkeit  =  V  und  das  Product 
P9  «  «*,  Bo  ist  auch 

—  F»  — i*ln<?*+CJonst, 
mithin 

69)  (p*—  r«)  =  —  ak«ln^. 

Würde  also  der  Punkt  gezwungen^  eine  Cassinische  Linie  zu  be- 
schreiben, so  wäre  seine  Bewegung  eine  gleichförmige. 

Wir  betrachten  hier  den  Fall  der  Lemniskate,  fOr  welche  pq'^e* 
und  also  «  »  F  ist 

Die  in  der  Normalen  zur  Bahn  wirksamen  Componenten  R  und 
und  8  sind 

70)  N^  R+S  -=>  CM(iv+ip).-  +cos(Jr— 9).-. 
Beachten  wir,  dass 

C0829«C0s}r^  =  -,f 

femer 


J 
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71)  

MO  redmärt  nck  der  otiige  Aasdrack  fkr  A'  sack  emicea  Timnsfor- 
ouitioBeB  aaf 

72)  A'«-=,^.i» 

Da  der  KrtflUBmgsnMfiBt  f  ^"^  ^^  so  ist  die  Komaiconi- 
ponente 

73)  A'  =  2?''' 


Alfo  ist  auch 


2rt»      3g» 


*^  =  |**, 


mithiii 
oder 

74)  r = yps. 


Wir  haben  demnadi  folgendes  Resultat: 

Ein  Punkt  besehreibt  unter  der  Knwirkung  der  Anziehung 
/  z=r  -    zweier   ^eidira   in    den  Brennpunkten    einer    Lemniskate 

sich  l)efindenden  Massenpunkte  diese  Cunre  mit  gleichförmiger  Be- 
wegung, wenn  man  demselben  in  der  Mitte  der  Verbindungslinie  der 
Brennpunkte,  deren  Abstand  vom  C^itrum  e  »  1  ist,  eine  Greschwin- 

2k 
digkeit  v  =  -7»  erteilt,  welche  in  ihrer  Richtung  mit  der  Achse  den 

Winkel  von  4ö<'  einschliesst. 

Da  J^  der  anziehenden  Masse  proportional  sein  muss,  so  folgt^ 
dass  die  constante  (reschwindigkeit  der  Quadratwurzel  aus  der  an- 
ziehenden Masse  direct  proportional  ist 

Die  gleichförmige  Bewegung  in  der  Lemniskate  steht  in  eigen- 
tdmlicher  Beziehung  zur  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  im 
Kreise.  Steht  die  Achse  der  Lemniskate  lotrecht,  so  hat  auf  dem 
die  Lemiskate  einschliessenden  Berflhrungskreis  vom  Radius  a=cy2, 
derjenige  Punkt,  dessen  Polarwinkel  2q)  dem  Lemniskatenpunkt  r(^) 
in  seiner  gleichförmigen  Bewegung  entspricht,  eine  mit  der  Pendel- 
bewegung  übereinstimmende  Bewegung,  insofern  die  Geschwindigkeit 

in  der  ersteren  im  tiefsten  Punkte  der  Bahn  durch  v' «  V2ga  aus- 
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gedrückt  ist  Halbirt  man  also  den  Ansschlagswinkcl  des  Pendels 
und  trägt  auf  der  Geraden  eine  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  im 

Kreise  proportionale  Strecke  r  =  l/  — .t?  ab,  so  beschreibt  ihr  End- 
punkt in  gleichförmiger  Geschwindigkeit  ^  eine  Lemniskate.  Diese 
Sätze  folgen  aus  den  leicht  abzuleitenden  Relationen: 

75) 

V  =  V^ga  cos  am  u  =»  l^  ~~  •  *•, 

worin  u  der  dem  Punkte  r(9>)  entsprechende  Lcmniskatenbogon  ist. 

§.  6. 

Wir  wollen  jetzt  die  Anziehung  eines  Bogens  einer  Lemniskate, 
in  welcher  eine  gleichförmig  verteilte  anziehende   oder  abstossendc 

nach  dem  Newton'schen  Gesetze  /  =  -j  wirkende  Masse  angenommen 

ist,  in  Beziehung  auf  die  Brennpunkte  berechnen.  Die  Masse  in  der 
Längeneinheit  sei  m. 

Da  das  Bogendifferential  gleich 

ad(p 


76)  ds 


ycos2(p 
ist,  so  wirkt  es  mit  der  Stärke 

Tnadtp 


77) 


q*VcOS2(p* 


auf  die  Masseneinheit  im  Brennpunkt  Q  ein.  Die  Gomponente  in 
der  Richtung  der  X-Achse  hat  also,  da  der  Brennstrahl  q  mit  der- 
selben den  Winkel  2(p-\'iy  einschliesst,  die  Intensität 

78)  ,!r!L  co8(2y+H 

g*ycos29 

Ebenso  folgt  für  den  andern  Brennpunkt  die  entsprechende  Gom- 
ponente 

79)  ?r   ^    cos  (29)  —  iv) . 

/>*ycos29) 

Wegen 

1M1LXX. 
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«      P       ' 
nehmeD  die  CompoDenten  die 

<»        ycos2<p 
80) 

2m  coa(2y  — jp) 
"  VcotZv 

Die  Anziehong  des  vom  S 
gehenden  Bogens  ist  demnach 
«aigcdrOckt  in  der  verein&chl 


t/ 


cog(2<p±^t.) 

yco82?i 


Fohren  wir  die  Hnltiplica 
■0  resnltirt  schliesBÜch  bei  Bei 

f 

82)  -^  /  (— 2-fco82flo-|-4co8v' 

Wird  die  Integration   am 
KraftcompoDente  in  der  X-Acl 

-(flin2q>(C08p+2; 

-^(8iu(2v±e)±B 
83) 

—  -{aBinCvipJcos 

^  — fliD2<)n(y2cos9i 

Hieraus  ergiebt  sich  bei  Bcrfli 
den  doppelten,  also  znr  Actai 
I  Kraft  desselben  an 
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siu  2<p 


p* 


Bin  2<p 


i"  =  ma. 

84) 

Q  =  ma . 
Ans  der  Proportion 

85)  P:Q  =  -'.\ 

folgt  demnach,  dass  sich  die  Anziehungen  oder  Abstossnngen  eines 
mit  Masse  gleichförmig  belegten  zur  Achse  der  Lemniskato  symme- 
trischen Bogens  auf  die  beiden  Brennpunkte  umgekehrt  wie  die  Qua- 
drate der  beztlglichen  Brennstrahlen  verhalten. 

Für  9  «=  45^  d.  i.  für  die  halbe  Lemniskate  wird  P  =»  Q  «  -ä » 

woraus  wir  schliessen,  dass  die  Anziehung  der  halben  Lemniskate  auf 
den  innern  Brennpunkt  dieselbe  Wirkung,  wie  auf  den  äussern,  aus- 
übt, nnd  dass  der  innere  Punkt  in  diesem  Falle  sich  im  Gleich- 
gewicht befindet,  wenn  im  Centrum  eine  Masse  ma  concentrirt  ist. 

Endlich  erhalten  wir  aus  dem  Vorstehenden  den  merkwürdigen 
Satz: 

Die  Anziehung  einer  mit  Masse  gleichförmig  belegten  Lemniskate 
auf  jeden  Brennpunkt  derselben  ist  gleich  Null. 

Die  Wirkung  eines  Bogens  auf  einen  Brennpunkt  wird  also  durch 
die  Gegenwirkung  des  andern  aufgehoben. 

Diese  Sätze  haben  aber  nur  für  das  Newton'sche  Gravitations- 
gesetz  Gültigkeit. 

Der  durch  das  Centrum  der  Curve  und  einen  Brennpunkt  gehend« 
Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Achse  liegt,  schneidet  von  der 
Lemniskate  einen  (äussern)  Bogen  ab,  welcher  das  Maximum  dar 
Differenz  P—  Q  der  betreffenden  Kräfte  repräsentirt.  Die  von  dam 
andern  Brennpunkt  an  die  Lemniskate  gezogenen  Tangenten  gaban 
durch  die  bezüglichen  Durchschnittspunkte  beider  Curven. 

Zusatz  zur  Tangentenziehung. 

Will  man  von  einem  Punkte  r{a)  einer  Lemniskate  TangaiiUni 
an  dieselben  ziehen,  so  hängt  die  Lösung  dieser  Aufgabe  voo  A^tr  fol- 
genden biqnadratischen  Gleichung  ab: 

cos  2<p* + 2  cos  2c .  cos  29)» — cos  2« .  cos  29) -f  f  cof  2«*  r- 0, 

2  Wurzeln  derselben   sind  imaginär,   die  anders  %\n&  reell 
liefern  die  Polarwinkel  9>i  und  q>%  für  die  BerflhfMfifmukte. 


Diese  Winkel  können  vor 
gcfnndcn  werdeD. 

Setzen  wir  in  der  anf  S 
gebciion   Gleichung   fflr   die 
Kreis,  d.  i.  in 

r*+4RC0B<prl^-HR*C0S<p'—ltp 

+(4ä(ä*— *»JcoB<p— 8R»p)H- 

Ä  ^  ,,     4g  — 

SO  geht  sie,  wenn  wir  a  statt 

r*  +  2c08  2((.f»- 

FUr  r  ~  cob2i7)  wird  dies 

Demnach  betrachte  man 
längere  den  betreffenden  Scb 
auf  der  A^-Acbse  stchcndeu  K< 
Parabel  den  Abstand  4g  =  2 
Kreis,  dann  Bcblieasen  die  i 
pu'ukten  von  Kreis  und  Parabe 
messer  FY  die  gesuchten  Wit 

Zu  vorstehender  Äbhandl 
Bemerkung  machen: 

Eine  Gerade,  deren  Abs 
schon  Linie  k  ist,  schneide  di 
einer  der  hierdurch  cntstehonc 
CS  sei  «  der  Winkel  zwischen  A 
gesetzt  wird,  die  folgende  Glc 

ßs  — Ä*(2A*— fiSco8  2«)  +  i(2A 

Aus  dieser  bikubischeu  < 
einander  gehörigen  Sehnen  en 
sitzen,  wodurch  also  der  zu  / 
wird. 
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X. 


Trigonometrische  Auflösung  biquadratischer 
Gleichungen  in  geometrischer  Darstellung. 


Von 

Emil  Oekinghaus. 


Die  vorliegende  Abhandlung  wird  eine  neue  Methode  der  trigo- 
nometrischen Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen  entwickeln, 
welche  den  Zweck  verfolgt,  diejenigen  mathematischen  Probleme, 
deren  Lösung  von  einer  derartigen  Gleichung  abhängt,  einer  geome- 
trischen Interpretation  zugänglicher  zu  machen,  als  es  nach  den  bis- 
her bekannten  Methoden,  so  vorzüglich  dieselben  auch  in  analytischer 
Hinsicht  sind,  möglich  ist.  Biese  letztern  leiten  aus  den  verschiedenen 
zu  Grunde  gelegten  Wurzeltypen  die  entsprechenden  Resolventen  ab, 
mit  deren  Httlfe  die  Unbekannten  sich  berechnen  lassen;  aber  die 
Wurzeln  dieser  Gleichungea  dritten  Grades  stehen,  geometrisch  auf- 
gefasst,  mit  dem  betreffenden  Problem  oft  nicht  in  recht  ersichtlichem 
Zusammenhang  und  gewährt  mithin  die  Bearbeitung  desselben  nach 
dieser  Richtung  hin  nur  geringe  geometrische  Ausbeute. 

Unsere  Methode  dagegen  ist  im  Stande,  alle  diejenigen  geome- 
trischen Beziehungen,  welche  allgemein  jener  bestimmten  Classe  von 
Aufgaben  eigentümlich  sind,  analytisch  in  solchen  Formen  darzustellen, 
dass  dieselben  auf  jeden  speciellen  Fall  direct  übertragbar  sind  und 
die  ganze  Geometrie  des  Problems  innerhalb  der  angegebenen  Gren- 
zen ohne  Mühe  ableiten  lassen. 

Die  aus  diesen  allgemeinen  Formen  entwickelte  Cosinusresolvente 
führt  in   ihrer  Auflösung   auf  sehr   elegante  Wurzelausdrücko  der 
idiungen  4.  Grades. 


Aig— Mtt  n  4h  freuet 


vir  z«a  Z««dce  i 

taag   der   WamJa    »mit 


dn  Kräflrärecks.    Fir  d 


Die  Aaweadaig  der 
■efcr&cbn-  Art  du  Prol 
iiad  die  geometriacbe  Asfl 
Delnt  der  Bedestaag  der 
luramendeB  Holbwinkel,  : 
w^tere  CosseqaeBzeii  der 
das  bii  jetzt  Doch  nicht  t 
iMleB  der  BDipw  mid  Hj 

Die  weiteren  Aswendi 
fcbnitte,  Lemnislaten,  elc 


Die  biqiudnitiKbe  G. 
1)  tgv*-otg 

welcbo  dnrch  Sabstitation 
2) 

vx* 

3)  >*—. 

berrorgebt,  wftbi«i  wir  i 
Untenncbangen. 

Vermittelst  der  bokai 
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lassen  sich  noch  leicht  die  folgenden  Gleichungen  ableiten 

4)  sin  29*((a— (?)*+ (1— i+cl)»)  —  2(a(l-H— 3d)+ö(~3-H+a))8in29)» 
+  4(ac4-6  +  M— 4rf)8in2<3P«+8(arf+c)Bin29  +  16d  =  0, 

5)  ((a  -c)«+  (1— Ä+rf)»)  C0S29*—  2(a«— 0«+  2(1— d)(l-6+d))  C082g)» 
+2(3+2ac— &«— 2d+3^C082()p»+2(a«— c«~2(l--rf)(l-H-j-cO)co829 
-(a  +  c)»+(l  +  6+d)«  =  0, 

wofär  wir  bezüglich  schreiben 

sin  2g)*  —  ^  sin  2g)»+  J?  sin  2^«  —  Csin  2^ + D  =  0, 
^^  cos29*— -4'cos29)8+5'co8  2()p«  — C'cos2gp+Z>'—  0. 

Nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel  ist  ferner 

tg(<P,+T,+93+^J  -  l-t«(g,,  +  (,,)t«(<,.+  g,:) 

_tgyi+tgy,+tgya+tgy4-tgyjtgya(tg<PaH-tgy4)-tgy8tg<P4(tgy^ 
l~tg9>itg9>«~tgg?8tg(jP4— (tg<p,+tgg),)(tg(3P8-ftg94)+tg9)itg9,tg<;^ 

Führen  wir  ein 

8)  Ti  +  9j4-9>3+9>4  "^  »» 

so  geht  die  letzte  Formel  bei  Berücksichtigung  der  Bedeutung  der 
Constanten  der  Gleichung  1)  über  in 

a — c 

9)  tgo>  = 


l'-b  +  d 

Man  kann  diese  wichtige  Formel  erweitem  auf  Gleichungen  nten 
Grades. 

Indem  wir  nämlich  in 

10)  a:"  —  oac^-l +ia;»»-2  _  ca;»«-3-|-  c&*-*  . . .  «  0 

11)  x^tgtp 

substituiren,   verallgemeinert  sich  nach  Analogie  der  vorigen  Ent- 
wickelnng  die  Gleichung  9)  zu 

12)  tg(qpi + <r,+ 9>8  +  •  •  9>h)  =  I^Ij^^^^/'' 

worin  das  Ge8etz  des  Fortschreitens  der  Coefficienten  der  Gleichung 
leicht  zu  ersehen  ist.  Wir  werden  später  auf  diese  Formel  und  ihr 
ähnliche  wieder  zurückkommen  und  neue  Eigenschaften  der  Curven 
Ms  nten  Grades  daraus  herleiten.  Die  specielle  Form  9)  wird 
für  die  Aufstellung  einer  neuen  trigonometrischen  Resol- 
»chungen  4ten  Grades  von  Nutzen  sein. 


Aas  der  Formel 

sin  2q)^  -)-  ein  S^^  -j-  sin 

folgt  mit  Httlfe   gODiometriscber  B 
Einfachheit  vegen  die  folgenden  AI 

■Pi  +  Vf 
Vi — <Pt 

14)  sinffco3J4*3'i< 

and  Ähnlich  ergibt  sich  ans 

cos  2ipi  ~|-  cos  2ipt  -\-  cot 

16)  COBBCOB^  +  COB 

Beachten  wir  die  Formel 

tgVi  +  tgq>,- 
lach  einigen  Transfonnatia 
'  tgVi+tgVi+tgVs+tg. 

'ision  der  einen  dnrch  die 
sinocoB^'-J-sina'co 


y(a_c)»  +  (l-i+rf)»' 
reo  wir  14)  mit  cosa'  ui 


biquadratischer  Gleichungen  in  genmetrischer  Darstellung,  137 

Durch  Combination  der  bis  jetzt  dargestellten  Formen  erhalten  wir 
noch 


20) 


cos  8  8in(tf  —  tf')  sin  »  =  "s-  sin  a ^^  sin  w  sin  a', 

coB  6  sin(tf — ff')  cos  CD  ■=»  -tt-  sin  ö ^^  sin  w  cos  ff'. 

A  a  —  c 


Um  noch  andere  Formeln  zn  gewinnen,  erinnern  wir  an  die 
Bedentang  von  B  nnd  B'  nnd  ohne  Mähe  lassen  sich  folgende  Re- 
lationen ableiten 

-±—  =cos(d+d)cos(d~  d')4-cos(ff  -  ff')cos(d  -  d')-|-cos(ff-ff')cos(d+a') 

21) 

p      Di 

—  5 «  C08(ff  — ff')  +  COS(d  +  d')-f  COS(^  — ^'). 

2C0SCD  '  \      I        /    I 

Eliminiren  wir  in  beiden  Formeln  cos(ff  — ff')*  so  erhalten  wir  eine 
bemerkenswerte  Beziehung  zwischen  d  nnd  6' 

22)  cos««— 4cosa«cosd'«+cosd'2— :?=^cosacos^'=iMH-^'*)  -Ä- 

'  '  COSOO 

Hierbei  ist 

i(A^A'^  =  ^^^'  +  1  «   ^a-^)  +  (^  +  c)>    ^  ^ 
tKA'+A)^       2       ^^        (a-.c)»  +  (l-6  +  rf)»       ^' 

Der  Ansdmck  i?  hat  eine  merkwürdige  geometrische  Bedeutung,  wie 
wir  nachher  zeigen  werden. 

Wegen 

J5'— B  2(3+*+3d) 


cosfö        y(a.— c)2+(l  -6+rf)« 
geht  22)  über  in 

^  ^y(a-c)»  +  (l-6+rf)» 

(a4-c)«+4(l— rf) 


2 


y(a-c)«+(l-6+ci)« 
Wir  bilden  ferner  aus  14)  und  15) 

A  A* 

o"  sin  CO  +  "ö"  cos  (ö 

imd  erhalten 

24)  cos  ff  cos  d'  -f-  cos  ff'cos  d  =»    ^  ^  : .  —-i 
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ferner  ist 

cos  a  cos  ö'+  cos  ö  cos  d'  =  (l_+g)^ 


25)  V(a-^cy+(l^b+d/ 

cos ^ cos ^'+  sin  tfsinö'  =  l  +  ^+fL.  ^ 

y(a~c)2-f(i-.i-frf)2 

Bevor  wir  die  Resolvente  der  Gleichung  1)  entwickeln,  wollen 
wir  noch  einige  Formeln  aufstellen,  die  sich  aus  dem  Vorstehenden 
leicht  ableiten  lassen. 


sintf 


a  —  c 


2  cos  0  —  - — :  sinw  cos d' 


—  Q  coso  -j smoD  cos 0 

»  ^  a  —  c 


cosd* — cosd'* 

Sin  ö'= j. 

coso* — cosd  * 

A  A' 

2"  sin  J  00  -|-  -5-  cos  J  w 

cosd-f  cosd'«- n jr 

cosJ(a— <y') 

A  A! 

rt-cosico — ö"  sin ^09 

cos  i  —  cos  d' 


26) 


sinj(ö  — <f') 

-  J ! —  8in  00 

2sini(oco8j((y— -a')  « :=-i tt- 

*  *^  '  cosd+cosd' 

2"  —    ;_^  sm  w 

2co8i(ö8ini(<y  — <f')  = % — ^—Yi- 

'  '  cosö  — coso' 


Msin^co+^^cosicoy      /^cos^cp  —  ^^sin^c^y 

\    2(cosd+co8d')    /  +  \    2(cosd— cosd')    /  *"  "^^ 


cos  9i  cos  9^2  <^0S  tp^  COS  94 


y(a— C)2+(1  — i+rf)« 


Es  Hesse  sich  noch  eine  Gleichung  für  cosd  aufstellen,  dieselbe 
würde  indessen  etwas  weitläufig  ausfallen,  weswegen  wir  sie  hier 
nicht  geben. 

§3. 

In  der  zweiten  Formel  von  25)  substituiren  wir  für  cos^  und 
cos  6'  die  in  18)  und  19)  berechneten  Ausdrücke  und  beachten,  dass 
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1S9 


<y— o'«  2(F — CO  ist    Die  Wurzeln  der  bieraas  henrorgohenden  ku- 
bischen Gleichung  sind 

^1  ="  9i  +  92  —  <P3  ~"  ^4  *==•  ^ — ^\ 
(öj  »  g,j  —  (jp j -|_  ^j  _  g,^  —  ^+^', 

«'s  —  91"— <3P2"~9^8  +  9^4  —  ^  — ^S 

die  Resolvente  selbst  ist 

27)  cosw'34-(co8w  +  2P)cosa)'«+(i?  — l)cosw'~(Ä— l)co8(ö  +  2P 

2(a+<;) 


Q^ 


(a(l4-6  — 3d)  +  c(— 3+6+cO)  —  0 


Hierin  ist  der  Abkürzung  wegen 
28)  Q»  =  (a  — c)«+(l— 6+ii)« 

gesetzt  und  besitzt  geometrische  Bedeutung. 
Aus  den  Wurzelfonnen  q>'  resultiren 

<Pl  «-i(» +0)1 +  0)2+0)8), 

<3P2  «=  i(ö>  +  Q>i  —  0),  —  0)3), 

T3  =  K»  —  0)1  +  0),  —  0)3), 
94  —  J(ö)  — 0),—  0)2  +  0)8). 

Wir  geben  noch  andere  Darstellungen  der  Resolvente 
om  /«     3+H-3^        ,•  ,  ,„    ,^        ,  ,  3+6+3d     /Z(l--ft+rf) 

30)    COSO)'» ^—^ COSO)'*+(Ä— 1)C0SQ)'H — ^—^ Q 

-  ^^(a(l+&-3a)+^(-3+Ä+^)  -  0, 


31)  coso)'»- 


3+J+3d 


■COSO) 


(a+c)«+4(l— €0« 


.-) 


COSO)' 


y(a-c)«+(l-i+rf)«  *  \(a-<;)H(l-Ä+rf) 

<^— 8(a^<f+c»)+6d(18— H-<^)+ 
((a~c)«+(l-6+rf)«)X 
— (&— l)(ft+l)«+4og(l+6+<Q— 13</(l+cf)  _ 

XyÖS=^)*+(l-&+rf)*  •  "^    ' 

32)  cosfli'3— -<i COS fl)'+Ä COSO)'— ^Ä 

,  ^(l+6  +  rf)(l-.Z)»+(a+c)(a€l+c) 
+  8  Q3 =  0, 


4^ 
33)  (COSO)'— cosö))*— ^(coso)'- 


C080))*+4 '-^j (COSO)'— COSO)) 

+  8  ö  =^' 
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welch'  letztere  ancb  ans  dem  TypoB 

y  =  (t«9»i+t«'Pi)(tg9'»  +  t«7'< 
herrorgebt 

Wir  fllbreD  id  SO)  ein 

l  +  l+d-4» 


and  entwickeln  nach  Potenzen  von  3,  wir  erhalb 
dinalresolvente  der  biqnadratischen  Gleicbnngen 

35)  s^  —  Mb*—3ae+12d)z+,^(72bd+&abe—27i 
welche  anch,  wenn  wir  fQr  die  quadratische  nnd 

12J  — i»— 3oc+12d, 
i32K-  72M+9o6c  — 27c»— 27o»rf— 
die  typischen  Zeichen  einführen,  wie  folgt  geschr 

36)  .»— A+2Ä'  — 0. 

Dieselbe  kann  bei  reellen  Wnmeln  nach  der  Mett 
eines  Winkels  anfgelöst  werden. 


Vjj.coBt,   .,  =+y<tJ.cos(60«-0,   «3- 


Wir  stellen  die  oben  entwickelten  Formeln  1 
men  und  gelangen  damit  zn  folgender  neuen  M 
metriscben  Auflösung  biqnadratischer  Gteicbungei 

Um  die  Gleichung  mit  reellen  Wurzeln 

37)  «*  —  («!«  + Ja;»  — ci -f./  =  0 

aufzulösen,  berechne  mau  zunächst 

72iri+9«ftc— 270»  — 27ffl»rf 


C08  3l  ■= 


—  3«c  +  12</)l 


i/tonttritthtr  Dariltibing, 


Va'— 3ac+12d.COS» 

_"„).+  (!  _ö+rf)» 
iVb*—Sac+12d.C0»(W+t) 

D  eleganten  WnrzelaaadrBcke 

!+»»+■  "s). 
,  —  «,—  1»,), 
,  +  «,  —  «,), 

,—  0>,-|-<Bj). 

hungBSTBteroe  amfassen  ititierhalb 
gemein  die  Geometrie  derjenigen 
lang  von  einer  trigOQOraetrJBChen 
ngt,  so  dass  Im  concreten  Fall, 
litte,  der  Lemniskaten  etc.,  die 
;eBchrieben  werden  können.    Wir 


3)  snbstituirt  wird,  über  die  Con- 
i  dadurch  die  Resolvente  verein- 
t.nnahme   R  =  l    eine   reciproke 

«nng  der  redproken  Oleichnngen 
Kürze  skizziron. 

eciproken  Gleichung 

-M  +  1  —0 


[±y(b+2)»-ia* 
4—2 
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Wegen  9,  =  90  —  y,  und  g>*  =  90  —  g>j  i 

«'s  =  2(q>-i—q>s). 
Hienins  ergeben  sich  ip^  nnd  qn,  und  dami 
Liegt  d^egen  die  Gleichung 

vor,  Bo  ist  wogen 

cosc»!  ■=  +  !, 
coa  Wj  —  —  1, 

43) 

2a 

Aus  beiden  Gleicfaungen  ergeben  sich  gc^,  udc 
Auf  ätinliche  Art  werden  die  Gleichui 

x'  —  ax+b  =0 
erledigt. 

Die  Auflösung   der   letzten  Gleichung 
Grnuert'sche  Methode  geführt  haben. 

Die  entwickelte  Methode  nmfasst  also 
hin  den  Torteil  der  Allgemeinheit  und  Ein 


Wir  haben  bisher  die  Reellitat  der  W 
Gleichungen  vorausgesetzt,  wir  nehmen  je 
conjugirt  comploi  sind,  und  bezcichnon  sie 

^i-tg(»+;t.), 

Xf  =  tg(«— i(j), 

I,  _  igd.'-»'). 

DaDD  bestehen  die  AuBdrflcke 


5*1— i^—.-» 


Bciia  FvncäiaKa  iL  ebmcv  F:r«r±B 

e  in  47l  bü  «rpbl  örl  4wk  Za- 
■  ose  bd  ***■■"■  *g  4er  FaKtim 

Die  (OBf^eieB  Wandn  iümI 

I  und  39)  berochDctcD  Formeln,   bet 
nicht  flberateigt. 

}  7. 
gcstatteD  eine  Anwcndunn  Kuf  dlo 
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Die  Complexität  der  Wurzeln  vorausgesetzt  haben  wir  demnach 

8ini(i»-}-**'i) 


52) 


F  = 


C08j(a)+  00,)-}-  ffiol  i(®2+  ^i^* 
cos  J(oi+  Wi)4-  Eof  i(cö,-f  cnj) 


Betrachten  wir  in  der  is-Ebene  u  und  v  als  Coordinaten  eines 
Punktes,  so  beschreibt  derselbe  bei  variabeln  Werten  der  Coefficienten 
der  Gleichung  eine  Curve.  Durchläuft  nun  der  Punkt  u,  v  eine  in 
der  Entfernung  u  =^  Const  parallel  zur  ^-Achsc  liegende  Gerade ,  so 
beschreibt  der  Punkt  XY  in  der  Z-Ebene  einen  Kreis,  dessen  Glei- 
chung 

53)  X^+  F«+2cotJ(a)  +  G)|)-X'— 1  =  0 

vermöge  der  Bedingung 

2u  =  i(w  +  Wj)  =  Const 

durch  Elimination  von   J(g)2+«^3)  ^^^  ^2)  abgeleitet  wird,  wie  be- 
kannt ist    Der  Mittelpunkt  hat  die  Abscissc  —  cot  ^(o -|- c^)  9   der 

Radius  ist  -7— n — i — jx 

Da  diese  Darstellungsweise  der  Wurzeln  uns  in  das  Gebiet  der 
isogonalen  Verwandtschaften  geführt  hat,  so  wollen  wir  die  bemer- 
kenswertesten daraus  entfliessenden  Formeln  und  Sätze  hier  ableiten 
und  werden  uns  mit  den  bekannten  Functionen  tglx'^iy),  sin(x;-j-iy)^ 
cos(a;-|~'^)  un  folgenden  beschäftigen. 

Zunächst  müssen  wir  die  oben  gegebene  Bedingungsgleichung 
»  +  0)1  =  Const  in  geeigneter  Form  entwickeln  um  für  die  Glei- 
chungen 4.  Grades  mit  wenigstens  einem  complexen  Wurzelpaar  die 
Relation  zu  finden,  unter  welcher  imaginaire  Wurzeln  durch  Kreis- 
coordinaten  in  der  Z-Ebeno  eingedrückt  werden. 

Dieselbe  erhalten  wir  ohne  Weiteres  aus  33),  in  welcher 

cos»'— cosw  —  2sini((K)+cii')8inJ(a)  —  co')  «  2sin2tt8in((ö — 2u) 


ist.    Demnach  ist  auch 


2b 


54)    sin2tt»sin(co  — 2tt)»—  ^  sin2M«sin((ö  —  2m)* 

H o« ®*°  2u8m(co  —  2u)  + 

oder  wegen  17) 


a^d  —  ab€-\-€^ 


Q» 


=  0, 


I 


biquadratUeker  GUichungtn  in  yeomttrisehtr  DartieUmng.  \4b 

55)  sm2tt\(a— c)coB2f*  — (l~*+d)8m2u)» 

—  26  sin  2u«  ({a — c)  coB  2u  —  (1  —  6 + d)  sin  2u)« 

+iin  2tt  (6«+  flk?  —  4d)  ((a  —  c)  cos  2u  —  (1  —  &  +  r/)  sin  2u) 

+  a«d— a^+c«  «  0. 

Dies  ist  die  Bedingangsgleichung  zwischen  den  Constanten  der 
biqoadratischen  Gleichungen,  wenn  complexe  Wnrzelpaare  X-l-iY 
derselben  bei  der  Voraussetznng  2u  =  Const  durch  Punkte  Z  eines 
Kreises  charakterisirt  werden  sollen. 

Die  Bedingung  55)  wird  durch  die  Annahme 

2m  —  i(a>  +  cöj)  =  90<» 
zu 

56)  (1— &+fO(l  — c/)»  «  (a  — c)(arf  — c) 
vereinfacht  und  entsprechen  die  Wurzeln  dem  Kreise 

X^4-  F«  -=  1. 

Die  Gleichung  56)  wOrde  auch  durch  Elimination  von  77  zwischen 
den  Relationen 

cosi^  —  a  cos  3^+6  cos  2g>  —  ccos(p-|-rf  =  0, 
sin4<p  —  a8in3qp4"*sin2(p'^csincp  «=-0 

hervorgehen. 

Wir  entwickeln  55)  nach  Potenzen  von  cot2u,  es  resultirt 

cot2»'(a6c  —a^d  —  c*)  —  C0t2tt^(a— c)  {b^  +  ac  —  id) 
+  COt2u\2b(a-'c)^+(b^+ac  —  4d)(l  —  b  +  d)'^3(a*tl'-abe+c^)) 
— C0t2i*»(a— <?)((a— c)»+46(l— 6+rf)  +  2(Ä«  +  ac  — 4//)) 
57) 

+ cot  2u«((a  —  c)«  (3 — *  +  3€f)  +  26(1  —  *  4- r/)« 
+2(1  —  b+d)  (6«-f  otf — -W)  — 3(a«€i— a6c+c«» 
—  cot2tt(a  — c)(6«+iM?— 4€/+(l— 6  +  #i)(3  +  6  +  3J» 
+(1  — 6+</)(l  —d)*—{a-'c){ad-c)  =  0. 

Bemerken  wir  nun,  data,  wenn  ans  der  Gleichung 
58)    8in2tt5sin2i*'»-^«n2««8in2ic2 


H ^     —•10  2«  sin  2»'+         -Qj —  0 


der  geeignete  Wvrzdvert  bettiirat  ist,  dana  aach  ans  dieser  Warzel 

T«a  UUL  10 
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59)  TT—  (a  —  e)  sin  2t*  cos  2u  —  (1  —  6 + d)  sin  2««, 

zwei  Wurzeln  2»  und  2u'  hervorgehen. 

Indem  wir  also  hiermit  das  2.  complexe  Worzelpaar  der  biqna» 
dratischen  Gleichungen  berücksichtigen,  für  welches  ^(q)—- eo^)  «2ii' 
=  Const  zu  setzen  ist,  so  ergibt  sich  ans  58)  ohne  Weiteres,  das» 
für  beide  Warzelpaare  dieselbe  Bedingungsgleichung  besteht,  dass 
demnach  die  den  conplexen  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung 
entsprechenden  beiden  Wurzeln  der  Bedingungsgleichung  zwei  der 
Lage  nach  bekannte  Kreise 

jfaj.r«-f.2cot2t*.X'—l  =  0, 
60) 

X«+  F«4-2cot2tt'X— 1  —  0, 

aU  geometrischen  Ort  der  Wurzeln  der  Hauptgleichung  bestimmen. 

§  8. 

Wir  discutiren  jetzt  den  Fall  «>9-|-a>3  =  Const,  wobei  wir  also 
voraussetzen,  dass  der  Punkt  nv  der  ;s-£bene  auf  einer  in  dem  Ab* 
Stande  v  parallel  zur  2-Achse  liegenden  Geraden  fortrückt.  Ans  den 
Gleichungen  erhalten  wir  nach  Elimination  von  i(a)-^o>i)  die  be- 
kannte Kreisgleichung 

61)  Jr«+  F«  — 2  eoliCooj+cDj)  F+1  «  0. 

Wir  führen  ein 


(wj-fwj)  =  ^  =  (iof  a),Sof  0)3+ V(®of  V— l)(eü|«s«— 1) 
woraus  folgt 

^«— 2eofo),(Eofo)8^  +  eofc)2«H-Eofa)j«— 1  «0, 

und 

cos»t«— {^«+A«— 2^— l)cos(ö,  +  2C^  =  0. 

Aus  dieser  und  der  Resolvente 

COSfl»!*  —  AQ^%(0'^-\-  Bi^O^fO^  —  C—  0 

geht  durch  Elimination  von  cosq>|   die  Resultante,   geordnet  nach 
Potenzen  von  g  hervor: 

^«—2B/+(2.1«+4ilC—4i?—3)i7*~2(A«j8—2Ä«4-^C— 2^446'«)^» 
4-(A*— 4.1»— 4^«^+5J52+4^5C'— 6^C— 12C«+8.B+3)^* 

63) 

— 2(il»C— A«5«— ^«JÖ— 3^^C— 3^C4-3C«+.B(.B+1)«)^ 
+(^«-^2Ä-l)M«-i?-l)«-"(il(-4«— 2ä— 1)+C9«  -»  0. 


biquadratischer    Gleiekmfigem  im  ptometrißthtT  Darwteihng,  24? 

Demnach  haben  wir  auch  hier  folgesdei: 

Betrachtet  man  bei  allen  denjenigea  bigmadratiflEhcu  Gkictea^va 
mit  complexen  Wurzeln  JT-j-tF,  deren  Goeffidesten  bei  bestinaxtcft 
Werten  von  g  der  Bedingnngiglcichnig  62;  geifi^en,  &  GrtiMcn  X 
uDd  r  als  Coordinatea  eines  Pnoktes  Z,  so  ift  ^lt  ^pometxwtht  Ort 
dieser  Punkte  ein  Kreis,  dessen  Mittelpankt 


Tom  Coordinatennmfang  entfernt  auf  der  F- Achse  liegu  «ad 
Radius  «  1/    ^  ist 

Da  die  dem  zweiten  Wurzelpaar  der  Haapiglekhnag  eotsprecbende 
Bedingung  co^—  «s  ^  Const  auf  dieselbe  so  ebea  abgeleitete  Bedia- 
gnngsgleichung  62)  führt,  so  existirt  also  ein  zweite  Kr^  ia  iha- 
lieber  Lage,  und  für  beide  sind  die  tob  AaÜMigspunkte  aus  aa  die 
Kreise  gezogenen  Tangenten  Ton  der  Länge  «-  1.  Die  dardi  die 
Wurzeln  der  aufgestellten  Bedingungsgleichnagea  beitiaurtea  ^>i*nadrr 
entsprechenden  2  Kreispaare  bestimmen  demnach  in  je  zwei  ent* 
sprechenden  Durchschnittspunkten  die  complexen  Wurzeln  der 
(katischen  Gleichung. 

§  9. 

Sind  die  Wurzeln  zu  zweien  complex  und  die  fibrigen  reell,  so 
nehmen  sie  die  Form  an 

iTl  =-  tg  Vi, 

«1  •=  tg<3P„ 
63) 

H  -  tg(i*+«,), 

^i  —  tg(tt-»ü). 
Demnach  ist 

»  —  9,+V,+2«, 

»1  =   91  +  92  —  2«, 

64) 

««  *=-  9i  — 92  +  2w» 

«>«  -=*  9i  — 9s  — 2w» 
wo 

cos»'*  — -4cosa)'*+Äcosoi'— C=-  0. 

Femer  ist,  wenn 

3-|-6+3rf 

3 * 

65)  cos  od' «  -r , 


L 
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66)    3*— K*'— 3«H-12'QH-Ä<72M+9a6«— ; 

Die   complexen  Wurzeln  dieser  Gleicbn 
keDBwerto  geometrische  Eigenschaft,  welche  ' 

Die  WoTielD  der  Besolvente  sind  za  zweit 


67)  cosu,  =  X'-\-iY'  =  cöh(9>i- 

Dieaer  Function  complexen  Argumenta  ontEpi 
cooformc  Abbildung,  und  es  ist,  wenn 


Vermittelst  einfacher  Eliminationen  erhalten 

69)  ^^.—    -^-l- 
'  cos  d"      Bin  ö* 

Dieae  Hyperbel  in  der  Z-Ebeue  entspricht  den 
in  der  «-Ebene. 

Die  complexen  Wurzeln  der  Gleichung 

eingesetzt  in  65)  ergeben 

3  +  6-fJW_ 

70)  ^'=         %         ''^      1"=| 
mithin  wird  aus  69): 

L     3+&  +  3JV' 
71) 


Q'  C08  S*  q* 

Wir  gewinnen  damit  folgendes  Resultat: 

Getrachtet  man  die  Gröasen  p  und  q 
*  =  P+9'  der  Cardinalresolvento  der  biqui 
welche  2  reelle  und  2  complexe  Wurzeln  b( 
eines  Pnnktea  Z  in  der  entsprechenden  Eber 
scher  Ort  dieser  Punkte  für  alle  diejenigen  i 
Bedingung  d^Const  genügen,  eine  Hyperbel, 
deren  Aayraptotenwinkel  ^=  2d  ist,  and  derc 
Qcosfl  und  Qsind  sind.  Bei  variabeln  W( 
aber  congtantem 


emtlriichtr  Dartlellang.  I49 

-6+d)» 

'per bei n  mit  unvertodcrlicher 
nptoteawiDkel  durch  2(<p, — <pf) 
lat  die  Abscisse  — i(3-)-i+3d). 

IS.    Dem  entspricht  die  Ellipse 


:he  me  i  auf  die  Bedingangs- 
!;  dessen  Coordinateo  p,  q  die 
dinalresolvente  charakterisiren, 
iQ  und  Vh*—1Q    sind,     nnd 

-6+d)« 

B  von  confocalen  Ellipsen  auf. 
irbalten  wir  eine  feste,  fttr  die 
chneter  Art  charakteristische 
Diplesen  Wnrzelo  Z  der  Car- 
tren  complexe  Wurzeln  selbst 
durch   Pnnkte    eines   Kreises, 
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Bei  BrfDllnng  der  genanDtea  BedingmigeD  gi 
in  drei  einander  entsprechenden  Gnrven,  in  eini 
£|]ipse  nnd  einem  Kreise  vor  sicli. 

Die  Bedingung  S  —  Coast  setzt  für  die  Hypt 
die  fiedingnng  i  ■=■  Const  fOr  die  Ellipse  g  oder 

Die  durch  die  quadrfttiBcbe  und  kabische  Invi 
p  und  g  Bind: 

76)  ,  

,-  ,{i/-.+]/..-(i)--i/zz\ 

In  wie  fem  die  Parabel  als  geometriscber 
complexen  Wnrzeln  der  Gleichungen  4.  Grade 
kann,  haben  wir  Teil  69,  2.  Heft  gezeigt 


Um  noch  zam  Schlaas  fttr  die  Gleichungen 
Wurzeln  ähnliche  Relationen,  wia  die  vorhin  eu 
gehen  nir  auf  die  Formeln  30) — 40)  zurUck. 

Die  ReBolveute 

cos  m'*  —  j1  coB  w '' + £  cos  » ' —  ( 
oder 

cos{d  ±  8')'—A  008(6  ±  *')»+  n  cos{Ä  ± 

gibt  ao^elOst,  wenn 

008  9  cos  J'  =  X,     sin  i  sin  i'  = 
die  Beziehungen 

x»-~Ax»+i(A*+B)x  —  i(AB—C 

.^~iA.  +  '- 


k 


Beachten  wir,  dass 

cosä*^  8JnJ* 
BO  ist  die  Resultkiito  von 


-  —  0    nnd 

L+£)!_o 


{e>etzt  werden, 
Iren  Achsen  an 


k 
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Betrachtet  man  demnach  tüi  die  bestimmte  Ciai 
tischen  Gleichungen  mit  reellen  Wurzeln,  welchi 
S  ^  Const  und  Q  —  Const  genügen ,  die  aua  der  ( 
eDtnommeuen  Wurzelausdrucke 

als  Coordinaten  eines  Punktes,   so  ist  der  geomet 
Punkte  eine  Ellipse. 

Den  betreffenden  Gleichungen  können  wir  nni 

geben,  wenn  wir  zur  AbkOrznng  e  = 5 — -  act 

Q'coai'  •"       ^Q'sind»     "" 

(4}^.co8(60»+*)+.y      (4|/|.8in( 
^^"^  Q»C0Bd,»  '  +  iQ^sii 

(41/^.008(600-1)+«)*      (4)/^.8iu(6 
Q»cösV  '  iQ'Bind 

Hierin  ist  d  ^^  9,  —  tp^  oder  9g  —  lp^  etc. 

Ein  um  den  Coordinatenanfang  mit  dem  Radin 
heuer  Kreis  trifft  demnach  diese  Ellipsen  unter  i 
stimmten  Punkton,  deren  Polarwinkel  e,  120*  —  t  1 
Diese  Punkte  bilden  ein  gleichseitiges  Dreieck. 
Ellipseopaaro  haben  die  Beziehungen 

82)  A^+SB*  —  ^'>-(-3S'*  etc. 


Eine  weitere  Relation  zwischen  den  Wurzeln  de 
sich  in  Form  einer  Gleichuug  aufstellen. 

Wir  fuhren  ein 
83)  <a,  +  M,+  M3  =  r. 

Die  Eutwickcluug  von   cos(«,  +  ^s)  "  cos{i- 
wir  setzen 


a,i'—C*  —  0. 


lg  mit  der  Qlei- 
bddsn  die   Be- 


'~2Cco»T)BinT* 
kommt 


in  ersten  §§  ent- 


•  —  0  TerknDpft. 
QU   sich  dadurch 
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Ferner  bestehen  die  Relationen 

coajw*        ,         BiDJw' 
{coei+coaf)^      (cob  3  —cot 
wo 

4(1  — d)' 

"  -4^^ 

90)        C0BffC08d'  = 


4«'  +  (l-J+, 

H+COBÖ'*— COSi' 

ay« —   "»' 

cob^bidCii  — o')  =t/R\ 
Die  Reaolveote  ist 

91)    COB»'* i^t-^cosM'*  +  (Ä  — 1] 


*- 


und  diese  ist  c«,   welche  in  der  Geometrie 
wir  Bp&ter  bebandoln  werden,  aaftritt. 


IL    Tel). 

5  13. 

Die  im  I.  Teil  entwickelten  Formeln 
pnnkt  von  der  biqnadrBtischen  Gleichung 
im  Allgemeinen  die  daraus  entwickelten  Fo 
dieselbdn  in  noch  kürzerer  nnd  elegantere 
GleichnngBfonD  ableiten,  welche  den  Vorte: 
einer  Oleichnng  durch  die  blosse  Ansicht 
chungBByBteme  nnd  Formeln  niederschreibe 
ist 

1)  o-f6Bln9+eeo8(p+d8in2?'-|- 
welche  wir  den  folgenden  Entwickeln ngen 

Ans  ihr  resultirt 

2)  (a-c-«)tg}9.*+2(A-2d)tgiv*+2l 

+  2(6+2rf)tgi<p+aH 
Femer  ist 

3)  tg*(9'i+9'i+V.+9>*)  -  ;- 
—•— RQd  die  Resolvente  sich  umformt  in 


ad  6)  nach  Gleicb- 

2   tg}v 


n  1)   und  6)  leicht 


a(60°— 0 


le  GleichangeB  sehr 


->.)+87.(tM-«') 


;    D-igoaanittrücAe  AiJIBiiiag 


Wir  wolton  jetzt  die  geometriscfao  Bedeutung  der  Wurzeln  der 
Roiolfente  4)  nachweisen. 

Auf  einem  Kreise  vom  Radius  *  seien  i  Punkte  A,  J3,  C,  D  ge- 
geben. Die  Radien  OA  etc.  mögen  mit  einem  festen  Radios  OE 
bezüglich  die  Winkel  9,,  tp^,  qtg,  tpi  bilden. 

Wir  ßUlen  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die  Sehnen  AB  und 
CD  dio  Senkrechten  p,  und  p,,  nelcbe  mit  dem  festen  Radios  be- 
zltglicb  die  Winkel  9  nnd  €'  einschliessen,  dann  ist 

mitbin 

e-e'=}((i-ö')-y,. 

Es  ist  aber  &  —  S',  wie  man  sofort  aus  der  Fignr  ersieht,  dem 
Winkel  oder  besser  dem  Supplement  des  Winkels  gleich,  welchen  die 
betreffenden  Seiten  des  Kreisviereclts  ABCD  mit  einander  einschliessen. 
Führt  man  die  Betrachtung  für  6^i'  in  ähnlicher  Art  weiter  an*, 
so  ergibt  sich  mit  Hülfe  bekannter  Kreissätze,  dass  allgemein  y^,  y» 
y^  niijits  anderes  sind,  als  die  bezüglichen  Winkel  zwischen  den  gegen- 
überstehenden Seiten  des  Kreisvierecks  nnd  zwischen  den  Dif^onalnn 
desselben,  welche  letztere  übrigens  auch  als  Seiten  anfge&sst  werden 
können. 

Hiermit  haben  wir  ein  wichtiges  weiteres  Uoment  für  die  geo- 
metrische Deutung  unserer  Ausdrücke  gewonnen. 

Nach  Jen  Formeln  14)  und  15)  im  I.  Teil  haben  wir  nnn: 

a        i  ,         e'        S'         be — ed 

16,        a'       S'  td+ce 

J2)  co^c«>j+c«,^to,.j--^^^^,y 


:en  wir 

Pi  sinÖ+p,  tinö'  =  - 


bd4-ce 
Pt  cos«  -\-pi  cos»' 2(d*4-'?)  ■ ' 

nnd  oddirt  geben  diese  Gleichungen 
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Die  Gerade,  welche  die  Fusspunkte  von  p,  uod  p^  mit  einander 
verbindet,  sei  P,  dann  ist  anch 

15)  Pi*  —  2p,  |)2  coB  y  4-  p,*  =  P«. 

Snbtrabiren  wir  die  beiden  letzten  Gleichungen,  so  folgt  die  Relation 

16)  4pjl>2C08y  «  i^^2-  9^  —  P^' 

Die  Mitte  von  P  sei  mit  dem  Kreismittelpankte  durch  die  Strecke 
Q  verbanden,  nach  einem  bekannten  Satze  haben  wir  dann 

17)  Pi'+P^'-^Q'-i'Y 

Wir  sabstitniren  für  7)1*4- P«*  ^^^  ^^s  1^)  folgenden  Wert,  dann  folgt 

18)  4 jjt  P$  cos  y  -=  4^* — P*. 

Vergleichen  wir  diesen  Ansdrack  mit  16),  so  resultirt  die  wichtige 
Formel 

19)  P*  =  iV  ^^, .  **• 

Denselben  Ansdrack  hätten  wir  erhalten,  wenn  wir  von  zwei 
andern  Seiten  des  Kreisvierecks  aasgegangen  wären.  Die  drei  Mittel- 
linien eines  Ereisvierecks  schneiden  sich  mithin  in  einem  Punkte. 
Dieser  Satz  gilt  übrigens  allgemein  von  jedem  Viereck. 

Wir  bemerken  noch,  dass  aus  19)  in  Beziehung  auf  7) 

^>  7*       {A-  C)»+(l  -  B-f/?)«       4     '°**- 

Die  geometrische  Bedeatang  von  R  ist  hiermit  nachgewiesen. 
Vergl.  I.  22). 

Bevor  wir  die  allgemeinen  Formeln  aufstellen,  wollen  wir  noch 
ans  den  vorstehenden  einzelne  Sätze  ableiten. 

Aas  17)  und  19)  folgt 

2(ft»+/',«)-A»+iä$T«'*' 
21)  2(p3»+  p,»)  =  P,«  -f  i  g±^  .  «^ 
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Die  Addition  dieser  Ausdrücke  er^bt 

22)  22;p«=:s:p«+j^;.,*. 

Ferner  ist 

23)  -£p*  =  J^,.,«  +  2.*. 

Diese  Formel  folgt  nämlich  aus  21)  im  I.  T.  oder  ans 
cos  — ~-  cos— 2 — (-cos— ^cos  -^ — f-cos— s—  cos  — -k —  =  Ä— 1 
Ist  nnn  S  die  Länge  einer  Sehne,  so  erhalten  wir  w^en 

p8„,2__ 

ans  den  vorstehenden  Formeln 

Oder : 

Die  Summe  der  Quadrate  über  den  Seiten  und  Diagonalen  eines 
Kreisvierecks  ist  gleich  der  vierfachen  Summe  der  Quadrate  über  den 
drei  Mittellinien. 

§  15. 
Aus  der  Gleichung 

25)    COSK*±»0*-y^=y,COSi(a±*0»+(i^I-l)cO8^^^ 

J^{d^ + e»)  —  g(&« + c«)  —  2d(cd — &g)  _  ^ 

leiten  wir  2  andere  Gleichungen  ab  vermöge  der  Formel 

C0si(ö  ±d )  =  -^  -F  -j^  « -^ 

wo  «1  die  halbe  Sehne  bedeutet. 

Nach  Durchführung  der  Rechnungen  erhalten  wir 

26)    \^-;r;  ^Lfr^s  \-~ir) 


fnquadratiscker  Gleichungen  in  geometrischer  Darstellung,  \^Q 

(a + «)  (6»+ c») + 26(cd—  6e) 


32(d»-J-«*)yd»-|le« 


=  0. 


Ans  der  enteiv  dieser  Gleicbnngen  erhalten  wir  wegen  des  Feh- 
lens des  ersten  Oliedes  sofort  den  Ptolemäischen  Satz  vom  Kreise: 

Die  Wurzeln  von  26)  sind 


SjS,  „  I  /4a«  -  3(ft» + e») + 12(rf»+  «')  ■ 

28)  -p 2y 3(^+1*)— —  «»(«)•- «). 

-7-  "       2  ^ 3(dq=7») sin(60«+  *). 

Aas  27)  erhalten  wir  die  Wurzeln 


ft£S ?__       .l/4a»  -3(ft*+o«)  +  12(>f»+>),„ . 

•*  ~3y^+r»~*^^  rfT^*  ' 

"i^  -3y"^P"*'*r ^+? 008(60«+.). 

Ans  den  leicht  abzuleitenden  Formeln 


coBy 


Vd^+e' 


»• 


t 


30) 
folgen 

Setsen  wir  coty  in  die  ResoWente  4)  ein,  so  erhalten  wir  dne 
Gleichiing  fllr  die  3  Mittellinien  einet  Kreiirierecks. 
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Aas  28)  und  29)  lassen  sich  noch  in  folgender  Art  neae  Kreis- 
Sätze  entwickeln. 

Vergleichen  wir  nämlich 


mit 


SO  erhalten  wir 

35)  P3P4  —  P5  Pe  =  «1 «« 

womit  sich  noch    2  andere  ähnliche   Relationen   verbinden.      Dem- 
gemäss  haben  wir  den  Satz: 

Bezeichnet  man  die  halben  Seiten  and  Diagonalen  eines  Kreis- 
vierecks mit  «1,  «£  .  .  .  Sßy  and  die  Höhen  vom  Mittelpunkte  des 
Kreises  anf  sie  mit  p^^  P9  -  -  -  Pc^  so  ist  die  algebraische  Somme 
der  Prodacte  PtP«+P8l>4  ^^^  den  Senkrechten  vom  Mittelpunkt  anf 
je  zwei  einander  gegenüber  stehenden  Seiten  gleich  dem  Prodacte 
«5«e  der  ihnen  entsprechenden  halben  Diagonalen  des  Kreisvierecks. 

Indem  wir  also  die  Lage  des  Vierecks  in  Bezng  aaf  den  Kreis- 
mittelpankt  berücksichtigen,  haben  wir 

*i*«  ^  P9  Pi  "h  Ps  P6^ 

36)  «3  «4  =  Pi  Pi  ~  PsPe^ 

*6*6  ^ PtPi-^-PsPi^ 

Diese  Relationen  lassen  sich  auch  noch  aof  andern  Wege  finden. 


§  16. 

Wir  kehren  zn  dem  in  §  12  beschriebenen  Kreise  znrück ,  vor- 
binden seinen  Mittelpnnkt  mit  dem  Dnrchschnittspankt  etwa  der 
Diagonalen  and  nennen  diese  Strecke  R.  Wir  halbiren  den  Winkel 
2a  dieser  Diagonalen  darch  eine  Gerade  und  bezeichen  den  Winkel, 
den  dieselbe  mit  R  macht  durch  t/;.  Endlich  seien  die  Winkel 
zwischen  den  gegenüber  stehenden  Seiten  und  den  Diagonalen  de9 
Kreisvierecks  bezüglich  y^,  y^,  yj. 

Dieselben  sind  die  Wurzeln  der  folgenden  leicht  zn  entwickelnden 
Gleichung 


hiquadratUehtr  GUiehungen  in  geometrischer  Darstellung .  \&\ 


37)    COS  y'  —  ( -p  (cos  2i(;  —  cos  2a)  —  cos  2a  j  cos  y* 

+  (-jf  (1-— 2cos2aco82i^+co82a*)  — 1  j  cosy 

—  (tfCö82«(co8  2«co8  2^^— 1)4-C08  2aj  «*  0. 

Ans  dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  Resolvente  4)  oder 
37*)  cosy*— -4cosy^4-^co8y*—  C=0 

lässt  sich  ein  neuer  Satz  ableiten. 

Setzen  wir  nämlich 


8^ 


(cos  2 1/;— cos  2a)  —  cos2a  =  Ay 


38)  -Y  (1  —  2co8  2aco8  2i(;  +  coB2a^)  —1  «  B. 

-j-  cos  2«(cos  2o  cos  21^  —  1)  +  cos  2a  =  C, 

and  eliminiren  hieraus  cos2<;p  und  cos  2a,  so  erhalten  wir  eine  Glei- 
diung  3.  Grades  für  -y  -=  3,  nämlich 

39)  «3((^^QS_(i+j3)2)_;52(2(^-j-j5C7)«--(l+B+2C«)(3+i?»)) 

+«(12C«— 2^C(3-(-6Ä)-H^»C4-2J?»+£r«— 3-f^»— >1»Ä») 
-f8C«-H^C(l— i?)+(l+B)(l— B)»  =  0. 

/ja ,2       p« 

Snbstituiren  wir  hierin  z  «=■  ar+l?  wo  a?  =» 1 —  =    t  ist,  so  er- 

halten  wir  als  schliessliches  Resultat  eine  Gleichung  fttr  x  von  der 
Fcwrm 

40)  a'x^  4-  b'x^ + Da«  -f  i^j  —  0. 
Daraus  erhalten  wir  sofort  die  Relation 

Dabei  sind  p*\  p*"  die  Tangenten   von  den  Durchschnittspunkten  der 
paarweise  gegenüber  stehenden  Seiten  an  den  Kreis. 

Beachten  wir,  dass 

42)  p"2  =       Rt^—s\ 

pmi^        Ä32— ,» 

T«a  LXZ.  1 1 
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bezüglich  die  Potenzen  der  Dorchschnittspankte  der  licüEm  Dngottla 
uod  der  entgegengesetzten  Seiten  des  Vierecks  in  Bexa^  uf  des 
Kreis  sind,  so  haben  wir  das  Besnltat,  dass  die 
Potenzen  der  Darchschnittapnnkte  der  einander 
Seiten  sowie  der  Diagonalen  aller  Ereisriereeke  anes  Ktoks  eine 
constante  Grösse  ist.  ^  ist  die  Potenz  des  Mittelpaakti.  Die  For- 
mel 41)  kann  man  noch  leicht  trigonometrisch  omfoi 


Dieselbe  steht  in  einer  gewissen  Beziehung  zn  da  Foiem  imd 
Polaren  am  Kreise.  Führen  wir  in  nnserm  Kreise  die  Pole  der  obe9 
angegebenen  Dnrchschnittspunkte  ein  und  nennen  die  Potesiem  dieser 
3  Punkte  bezüglich  P'«,  P"*,  P*'*,  so  haben  wir  die  eiB&ches  Be- 
Ziehungen 

1  1     ,   J_ 


^^)  j>"»    "*  *»'»    1*  ^m2* 


1       i_j.-L 


Hierbei  sind,  da  die  Potenz  p'^  des  Durchschnittspunkts  da- 
Diagonalen  negativ  ist,  die  Potenzen  P"^  und  P***  ebenfalls  negativ, 
indem  dio  bezüglichen  Pole  im  Kreise  liegen. 

Bekanntlich  liegen  in  allen  Kreisviereckeu,  deren  Diagonalen  sich 
in  demselben  Punkte  durchschneiden,  die  Durchschniitspunkte  der 
gegenüber  stehenden  Seiten  in  der  Polare  jenes  Punktes.  In  diesem 
Falle  wird  P'^  'als  Potenz  des  Poles  des  Durchschnittspunktes  cob- 
stant  und  dio  Summe  der  reciproken  Potenzen  der  Dnrchschnitts- 
punkte der  gegenüber  stehenden  Seiten  ist  ebenfalls  constant  Die 
beiden  letzten  Relationen  43)  ergeben  ähnliche  Sätze. 

Die  Formeln  43)  enthalten  also  metrische  Bestimmungen  zwischen 
den  Potenzen  der  Pole  der  betreflfenden  Durchschnittspunkte  der 
Seiten  und  Diagonalen  der  Kreisvierecke. 

Verbinden  wir  dio  Mitten  von  I\,  P«  oder  P,  mit  den  Durch- 
schnittspunkten der   bezüglichen   Seiten  und  Diagonalen   durch  die 

Strecken  M^,  M^,  3/«,  für  welche  allgemein  M^^  =  ^i« ^ p* 

>8t,  80  lassen  sich  leicht  folgende  Formeln  ableiten,  in  welchen  k  der 
Kinkel  zwischen  E  und  g  ist, 


8^ 


£p'^  —  £M^  -  p8 — s^,     2:/?  cos  X  =  -  +  2p, 

2i?^()  cos  k 

~i        =  l+cosy^cosys    u.  s.  w. 


biquadraiischer  Gleichungen  in  geometrischer  Darstellung,  J53 

Stehen  also  die  Diagonalen  auf  einander  senkrecht  (yt  »  90),  so 
geht  die  durch  q  bezeichnete  Strecke  verlängert  durch  den  Durch- 
schnittspnnkt  derselben  und  steht  auf  der  Verbindungslinie  der  Durch- 
schnittsponkte  der  gegenüber  liegenden  Seiten  senkrecht,  ferner  ist 

Man  kann  noch  eine  andere  Relation  ans  39)  entwickeln.  Schrei- 
ben wir  diese  Gleichung 

sr^—A'z^  +  ßz  —  C'  ==  0, 

so  ist,  wie  man  leicht  findet 

45)  ^'— C'«2, 

mithin 

oder  auch  wegen  p*  =»  R^ — «* 

46)  ;ir+v +:?+^- — IT"- 

Berechnet  man  ferner  in  40)  das  Absolutglied,   so  findet  man, 

dass  dasselbe   die  Discriminante   der  kubischen  Gleichung  37*)  ist, 

und  weil 

(A+  C)»— (l  +  /;)2  =  —  sinyi^  sin  y^^  sin  y^^ 

ist,  haben  wir,  wenn  wir  die  Determinante 
durch  die  Wurzeln  ausdrücken,  aus  der  Relation 

das  Resultat 

n\     P'p'p'^      cos/i  —  cosyg    cos y^  —  cos y^    cosys—cosyi 
8^      ~^         sinyi         *         sinys  sinyg 

In  ähnlicher  Art  erhalten  wir  aus  40) 

*»'ai«"2  -,'2-«*»2         ^"2i««"2 

/cosy^  —  cosy^y  /cosyg—cosyaY  /cos ya  —  cos  yA^ 
""  \        sinyi       /   \        siny,       )   \        siny»       / 

Cm  mehrere  andere  Formeln  zu  gewinnen,  betrachten  wir  in  den 

11* 


hk 
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BedingongsgleichoBgen   38)   cos  2^   als  Unbekannte   und   elemmiren 
-•  and  cos2o  aas  denselben. 

Die  etwas  weitläufigen  Transformationen   fflbren  scbliesslicb  anf 
folgende  Gleichnng,  in  welcher 

^  +  C  «  P 

gesetzt  ist 

cos  2t/;»(—  4  PQ + ÄQ«+ P«(4 — Ä) + R{2  —  Ä)*) 

49)  —  cos  2t(;*(Pß«  -'P^+PQ^+ 4P—  4ÄQ) 
4- cos  2t(;(4PQ  —  4Ä + 4Ä» — ÄQ* — 4P«) 
+  PQ«+4P— 4ÄQ  =  0. 

In  derselben  ist,  wenn  wir  sie  in  folgender  Form  schreiben 

50)  C08  2t(;'— acos2t^*-f"^cos2t^  — <?  «  0, 

a  =  cos  2iJ;i  +  cos  2ilf^  +  cos  2iJ;8, 

51)  b  —  cos  2ij;,  cos  2iJ;j + cos  2^2  cos  2iJ;3+  cos  2t^8  cos  2t/;i, 
tf  —  COs2T/;iCOs2t^jC08  2t(;3. 

Nach  gehöriger  Grappirang  der  P,  Q  and  12  in  49)  gebt  dieselbe 
über  in 

52)  cos2^;>— cos2»«^^    ^     ~cj+cos2»(       ^    ^~lj— c « 0, 
wo  N  der  Goefficient  von  cos2ip'  in  49)  ist. 


fc 


Demnach  ist 


53) 


N(a+c)  -  P(Ä*— P«), 
iV(l4.6)-Ä(Ä«  — P»), 


daraas  erhalten  wir  darch  Division 


a+b  ""  i2""l-f  ä' 


54) 

oder 

cos  2i^^  +  cos  2  t/lg + cos  2tif^  4"  cos  2tj;i  cos  2 1^^  cos  2% 
'     1  +  cos  2^1  cos  2i|>g  +  cos  2tj;,  cos  2%  -j-  cos  2^,  cos  2t^, 

cosy^-j-cosy^+cosys+cosy^cosygcosyg 
~"  l  +  cosyiCOSy,-f  cosytcosys+cosyscosyi* 
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Die  Winkel  y^,  y^  y^  zwischen  den  paarweise  gegenüber  stehen- 
den Seiten  and  den  Diagonalen  eines  Kreisvierecks  und  die  Winkel 
^1»  ^s>  ^9  zwischen  den  vom  Kreismittelpnnkt  nach  den  3  Dnrch- 
Bchüittspnnkten  gezogenen  Strecken  R  und  den  die  Winkel  y  halbi- 
renden  Geraden  stehen   also  in  der  ans  55)  leicht  abzuleitenden  Be- 

ziehnng  tgi|;jtgi(;,tgt(;3  =  tg  ^  tg|*tg|'. 
Bildet  man  den  Aosdruck 


indem  man  die  ans  49)  bekannten  Grössen  P,  Q,  R  einführt,   so  er- 
hält man 

%C  h  e 


56) 

oder 

57) 


Ä(^-f  C)  "l-f  5       a+c' 


SC 


ah  —  c 


R*       (1  +  b)^ 
Endlich  leitet  man   noch   ohne  Mühe  die   Gleichung  zwischen 


-7-  und  den  Winkeln  ^  ab: 


t\s 


+  (a(a+c)+b{l+b) )( J) -(1-R)*(?)  +  ^T^*  -  0. 

Wir  bemerken,  dass  das  Absolntglied  der  Gleichung  39)  der  Goeffi- 
dent  von  cos  2^'  in  49)  ist. 


Also  ist 


59) 

oder 
60) 


N R_ 


Rt^Rj^Rf^^ 4£^ 

.6  —  .1/1  _L 


Aus  54)  folgt  aber 


«»(14-ft)* 


(1  +  ft)«  "  (1  +  Ä)« 


welcher  Ausdruck  übergeht  in 


sin  2t|;i  sin  2if;t  sin  2tf;,       sin  y^  sin  y^  sin  y^ 
"      -^  1+b =  R  • 
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Ans  59)  und  61)  folgt  also  die  elegant 

'  M^  sia2(J>iBm2^, 

BeachteD  wir  ferner,  dass  in  57)  ab—e  di€ 
sehen  Gleichnng  50)  ist,  so  erhalten  wir  ve 
selben  und  dorch  Combination  von  57)  and 


'  <<  (CO82«f'i+C0B2y.,)(COs2i(<,H 

Ans  den  letzten  Gleichungen  resnltirt 

Ssin24>,sin 
64)    tghtgy.tgft-  (cos2*,+cos2*.)(co82v,- 

Diese  allgemeinen  für  alle  Ereisvierecke 
welche  noch  leicht  vermehrt  werden  kfinnei 
dnrch  die  Annahme  C  =  0  oder  y,  =  90°. 
sofort 

cos2ifj-f-co8  3)fg  0 

Damit  haben  wir  den  Satz: 

Stehen  in  einem  Ereisvierecke  die  Diag 
ander,  so  schliessen  die  vom  Mittelpunkt  di 
schnittspnnkte  der  gegenüber  stehenden  Si 
H,  und  Ji^  mit  den  die  bezügliclien  Wink 
Qoraden  gleiche  Winkel  ff,  ein.    Ans  54)  I 


cos  241, 


cogyt  +  cosya 


■  1 4- COS}',  cos  y, 
65) 

sin  y.  sin  y. 
tg  2V,  = ^^T — ^^'-■ 

ö     ri  cOBy,+C08y, 

ins  56)  folgt 

2  ,   Bin  2i(-, 

LUS  61)  folgt 

ß  _  sin  y,  sin  y, 
sin  2  Vi    ' 
lach 

sin  2  Vj        sin  2  i/»t  "  ain 

ig» 

B  =  -j-  =  l-l-cosyjcos  ya     S 


dem  ent- 
QCr  mit  » 
is,  so  bil- 
n  Ellipao 
}iagonaloii 
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Allgemein  ist  bei  der  Annahme  y  —  Conatante  die  Glcichang  37) 
die  PolargleichuDg  einer  Ellipse 


z^'siD« 

+ 

»■C0B«> 

cosi»- 

!.»"■ 

^ 

+ 

.^. 

t« 

«.tg 

»     b 

2  ~« 

Die  Grössen  t  nnd  a  sind  wie  man  siebt  leicht  constniirbar  nnd 
das  vorhin  Gesagte  bezQglich  y  •=  9ff*   gilt  hier  altgemein  f^    y  " 


Wir  werden  diese  Sfttze  nachher  Terallgemeinern. 

Die  im  Vorhergehenden  abgeleiteten  Sätze  nnd  Formeln  Ober 
die  Beziehnngen  zwischen  den  Seiten  nnd  Winkeln  des  EreisTiereda, 
den  Polen  nnd  Polaren  sind  Übrigens  hiermit  noch  nicht  abge- 
schlossen, wir  werden  dieselben  später  anf  dem  Wege  der  elliptiscbea 
Integrale  wieder  anfnebmen  und  im  Anschluss  an  das  Vorige  fort- 


Die  in  den  beiden  ersten  Teilen  entwickelten  Methoden  wollen 
•  '"*'•  auf  die  Kegelschnitte  anwenden. 

4  Schnittpunkte  eines  Kreises  nnd  einer  Ellipse  verfeinden 
dem  Kreismittelpnnkt  nnd  bezeichnen  die  4  Winkel,  welche 
en  mit  der  Verbind nogslinie  R  von  Kreis-  nnd  Ellipsenmittcl- 
Id^n,  mit  ifj,  ifi,,  tfs,  ^«.  Der  Neigangswinkel  der  Linie  R 
e  grosse  Achse  der  Ellipse  sei  q>  nnd  der  Halbmesser  des 

Gleichnng,  anf  welche  wir  geführt  werden,  ist  von  der  Form 

o-|-6Binv-f-ccos  iC+rfBin2*+ec08  2V' =  0. 
tdenteu 
a  ■=  ÄVain9»+Ä*4»C08<p*  — i»»i»  +  *^-^t—  .»*, 
4  =  —  2i{ssin9iC0S9i(a*— £■), 


«» 


biquadratischtr  Gleichungen  in  geometriacher  Darstellung.  IgQ 

2)  c  =  —  2R8  (a*  siB  g)« + h^  cos  9*), 

2 

«  «       -5^  C0829(a*  —  &*) . 

Hieraus  erhalten  wir  sofort 

tgC^^i + *s  +  «^3+  ^4)  —  —  tg 29,    also 
3) 

*i+^t+t8+^4  =-  720^— 2«jp. 

Die  Winkel  müssen  in  dem  richtigen  Sinne  genommen  werden. 

Die  Ck)8innsresolvente  der  (Heichung  1)  ist  nach  früherem 

,    2Ä*(a«sin9M-^*C089*)— 2a«i*-f(a«+6»)««       ^ 
4)     cosy« 5^ ^^-^ ^ ^'    ^       cosy» 

-4-2(a*sin<jp*-|-ft*cos9*)  —  1  jcosy 
2Ä«(a*+i«)(a%ina)«— &2c0S9«)+2a*&V— (a*— ft*)«2 


cV 


0. 


Wir  wollen  zeigen,  dass  diese  Gleichung  das  Problem  der  Tri- 
section  des  Winkels  in  Tollster  Allgemeinheit  löst. 

Wir  gehen  dabei  yon  der  bekannten  Formel 

cos3t  =  4cose^  — Scose 

aus  und  bringen  die  daraus  herrorgehende 

5)  cos«'— Jcose— lcos3e  «  0 

mit  4)  zur  Identität.  Demnach  haben  wir  die  Bedingungsgleichungen 

fiVsin  g)« + B^b^  cos  9« — a«i»  +  ^^^  «»  «  0, 

4ä« 

B)^(a*sin9*+6*C0S9*)  =»  J, 

2fl»(a» + 1^  (o>  sin  y«  -  &»cos  y ^+  2a^& V  --  (o* — & V       .       ^ 

aas  welchen  folgende  Relationen  hervorgehen: 

m  ^  a*sina)* — ft*cosy* 

»)  cos3e  =  -7-^ — a   I    .4   ^w   f» 

i  i. 

8)  tgf€tgy=-,. 
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9)  ,«  =  162?«  (<'*8'°'>'*+^*c°'"P'). 

10)  ^j cos  >p*-\ p sin  <p*  =  ^. 

11)  0  =  f 

Dabei  sind  die  Wiokel,  welche  in  dem,  dem  Kreise  und  der  Ellipse 
angehörigen  Viereck  die  paarweise  gegenüber  stehenden  Seiten  so- 
wohl als  auch  die  Diagonalen  mit  einander  einschliessen,  bezüglich 

12)  y,  =  6(y>+f, 

75  =  600—6. 

Diese  3  Bestimmungen  rühren  daher,  dass  mit  jedem  Winkel  Sb  zwei 
andere  zugleich  mit  existiren,  nämlich  180  ±3€. 

Wir  haben  also  allgemein  folgendes: 

Um  einen  Winkel  3b  in  3  gleiche  Teile  zu  teilen  mit  Hülfe  eines 
Kegelschnitts,  dessen  Halbachsen  a  und  b  sind,  construire  man  einen 
zweiten,  dessen  Achsen  aus  10)  bekannt  sird,  und  bestimmen  den  aus 
8)  hervorgehenden  Winkel  qf.  Damit  erhält  man  einen  auf  dem 
zweiten  Kegelschnitte  liegenden  Punkt  als  Centrum  eines  Kreises, 
dessen  Radius  s  aus  9)  berechnet  wird,  und  endlich  resultirt  durch 
die  Schnittpunkte  dieses  Kreises  mit  dem  ersten  Kegelschnitt  ein 
Kreisviereck,  dessen  Seiten-  und  Diagonalenpaare  bezüglich  die  dritten 
Teile  der  Winkel  3e,  180  ±3f,  d.  i.  c,  60±f  mit  einander  ein- 
schliessen. 

Wir  wählen  einige  specielle  Formen  der  Kegelschnitte ,  um  die 
Formeln  und  Gleichungen  zu  vereinfachen. 

Der  erste  Kegelschnitt  sei  die  gleichseitige  Hyperbel 

13)  J«--J*-l- 

Der  zweite  Kegelschnitt  10)  hat  demzufolge  die  Gleichung 

a«  ■"  ä«  "^  ^' 

Ü\\i  also  mit  dem  ersten  zusammen,  und  ist  demnach  diese  Gurre 
für  die  Trisection  im  Besonderen  recht  geeignet. 

Die  Gleichung  9)  für  den  Radius  a  des  Kreises  geht  über  in 

14)  «  =  2ä 
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und  7)  wird,  wenn  wir  noch  beachten,  dass  in  nnserm  Falle  die 
Gleichung  4)  für  y  -==  180  —  y  gesetzt  das  Absolutglied  im  Zeichen 
umkehrt  und  damit  jeden  Winkel  y  in  seinen  Nebenwinkel  umwandelt, 

2g)  =»  3«. 

Das  Vorstehende  konnte  auch  aus  der  allgemeinern  Formel  fttr 
die  gleichseitige  Hyperbel  aus  4)  abgeleitet  werden,  sie  ist : 

,  ,  Ä«cos2<p  — a2        ,  ,   /Ä«        X  ,   a«       ^ 

15)      cosy3-|- _-_- cosy«+  \^-^  -  ij  cosy+  -^  «  0. 

Unter  diesen  Einschränkungen  fassen  wir  das  Obige  folgendermassen 
zusammen. 

Um  einen  Winkel   3c  in   3  gleiche  Teile   zu  teilen,   bestimmen 

3« 
wir  Yermöge    <p  =»  g"  ^°  ^^°®^  gleichseitigen  Hyperbel   den  Polar- 
winkel  <^-,  um  den   dadurch  erhaltenen  Hjrperbelpunkt   beschreiben 
wir  mit  2B  ^  s  einen  Kreis,  das  bezügliche  Kreisviereck  gibt  alsdann 
in  der  oben  beschriebenen  Art  die  betreffenden  Winkel  e,  60^  ±  f. 

Wir  kehren  wieder  zur  Kegelschnittsgleichung  10)  zurück  und 
machen  die  Annahme  ä*  =  —  3a*. 

Dieselbe  führt  also  wiederum  auf  eine  Hyperbel 

deren  grosse  Halbachse  a  und  deren  Excentricität  c  =  2a  ist. 

Aus  10)  folgt 

17)  212  cos  go  =*=  a, 

aus  9)  aber 

18)  «»=-Ä«sin<p»+(fa)«. 

Die  Curve  10)  wird  also  zu  einer  auf  der  Abscissenachse  senkrecht 
stehenden  Geraden,  welche  vom  Mittelpunkt  der  Hyperbel  um  ^  und 

also  von  einem  Brennpunkt  um  fa  entfernt  ist.  Mithin  geht  der 
Kreis  durch  diesen  Brennpunkt  und  einen  Scheitelpunkt  der  Hyperbel. 
Endlich  ist  vermöge 

19)  tgi£tg«jp  =  3 

der  Winkel  3s  dem  Centriwinkol  gleich,  welcher  von  den  Radien  nach 
dem  einen    Brennpunkt    und  dem   entfernteren   Scheitelpunkt    der 


^»/"„-cosceoo+t). 


8' 


Ausserdem  folgen 


S1S2 

T^=H  =  sin  «, 

/1 0  -2  ' 


V12» 


2^)  :^,='"'^(^öo-o, 


yi2«2 


~«m(60<>+€), 


woraus 

22)  SjjS^— 5öiSi5  =  12piP2, 

und  durch  Elimination  von  cose  und  sine  und  den  ttbrigen  resultirt 

23)  ^i^P$^+Si^S^^  =  12«*. 
Wegen 


p9  -  ,«- 


5« 
4 


1 
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Hyperbel  gebildet  wird.  Die  Trisection  des  Winkels  3b  ist  denmadi 
auch  in  diesem  Falle  sehr  leicht  und  an  die  einfache  Gonstmctioft 
einer  H3rperbel  geknüpft.  Wir  kommen  nachher  auf  dieselbe  noi^ 
einmal  zurück. 

Bezüglich  der  Formel  8)  bemerken  wir  beiläufig,  dass  man  den 
zu  OP  zugehörigen  coigugirten  Halbmesser  OQ  des  Kegelschnitts  in 
der  Art  findet,  indem  man  P  mit  einem  Brennpunkt  verbindet,  auf 
dieser  Strecke  die  Halbachse  a  von  P  aus  abträgt  und  den  End- 
punkt mit  dem  Mittelpunkt  O  verbindet  Verlängert  man  diese 
Verbindungslinie  bis  zum  Kegelschnitt,  so  erhält  man  den  conjngirten 
Durchmesser.  Bei  einer  Hyperbel  ist  OQ  der  Radiusvector  der  Com- 
plementarhyperbel. 

§  18. 

Auf  die  im  vorigen  §  in  1)  — 12)  entwickelten  Formeln,  welche 
den  Fall  a  «=»  0,  &*+<'*"■  ^^H"«*  ^der  die  Trisection  des  Winkels 
einschliessen ,  lassen  sich  die  Gleichungssysteme  des  §  13.  mit 
Leichtigkeit  anwenden. 

Nach  denselben  ist 

-^-^  «  cosy  =  cosc, 

20)         ,  ^*=»-cos(6(y>-«). 


41 

i 


fei 
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xb  einigen  Umgostaltnugen  kllgemeiD 

3.»  — S». 

Du  in  f  16.  itgeleitete  Kreisviereck,  welcbes  mit  der  Trisection 
WhWiok^  lerinllpft  ist,  hat  die  Eigenscbtft,  daiB  zwei  Seiten  nnd 
I  m  Diipitle  deaselben   von  gleicher  Grösae  S  sind,   nnd  also  ein 

f  (tn'duitigd  Dreieck  bilden. 

Sie  aifis  Diigon&le  lE^  und  die  fibrigen  Seiten  S^  nnd  Sf  sowie 
t  ik  hnaf  emchlelan  Normalen  p^,  p,,  p,  haben  bezOgUch  die  Rola- 

Pi+Pt+Ps  —0, 

V  "Pt'—PiPt+p»'- 

Am  34)  gewinnen  wir  noch  folgenden  Satz: 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkt«  aller  in  einen  Kegel- 
Khaia  einbeschriebenen  gleichieitigon  Dreiecke  ist  ein  Kegelschnitt, 
iaaett  ßleichnng  10)  ist. 

Abzeichnet  man  die  Winkel,  welche  g,  oder  die  Terbinänngslinie 
I  dei  Erebmittelpnnktes  nnd  des  DnrcbschnittspankteB  der  Mittellinien 
^t'  <%  ^a  i»^^  den  letzteren  macht,  mit  ^|,  8„  d,,  so  lind  leicht  die 
tilgenden  Relationen  nachzuweisen : 

"to«  aing«  gin2(3(y>+t)  rin2(30°— t) 

^ '""i4-cos2*'    *^*°i— C082(30»-0'    ^  '~i-coi2(3l>'+0 


Es  liegt  nahe,  die  vorstehenden  Resultate  anf  den  irrednctibeln 
Fall  der  kubischen  Gleichung  anzuwenden.  Derselbe  kann  in  fol- 
gender Art  geometrisch  gedeutet  werden. 

Aus  20)  folgt 

2ppt  —  «*C08f, 

ind   ^veil 

P  =  \ 
st 

£6)  p,  =acoet, 

a-nd  I  ist  ein  Periphericwinkel. 

Für  den  irredoctibeln  Fall  der  kubischen  Gleichung 
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cos  3t  =.  — j=L 
ich  dio  Wurzeln 

X  =  ViPCOBt     etc., 

P  =  },»  _,  3ä*  (gleichseitige  Hyperbel) 
uacfa 

C0.3.  -  A, 
rird,  die  eine  Wurzel 

bctreffcDde  Gleichung  wird 

«»— 3ä»*— 2Ä*co83e  =  0, 

[cn  Si  =  2qj  und  Ä*  cos  2ip  =  a* 

*'  — 3ä*e— 2Äa»  =  0, 

urzcln  dio  Normalen  p^,  p^,  p^  sind. 

len  wir  das  Obige  zusammen,  so  erhalten  wir  bez&glich  der 
sehen  AnflOsnug  der  kubischen  Gleiubungen  mit  3  reellen 
Folgendes : 

[t  die  kubische  Gleichung 

ergibt  die  Formel 

3Q 

C0B2ai  =  COS  J«  —    7=: 

kel  <p  als  Polarwinkel  einer  gleicbseitigen  Hyperbel,  dessen 
jer  Radius  R  —  ^  c'iicii  Punkt  derselben  bestimmt,  um 
man  mit  2K  einen  Kreis  beschreiben  mnss,  um  in  den 
inkten  desselben  mit  der  Hyperbel  ein  Kreisviereck  zu  ge- 
für  welches  die  vom  Mittelpnnkt  des  Kreises  auf  die  drei 
len  Seiten  (Diagonale)  geflülten  Normalen  die  Wurzeln  der 
ten  Gloicbung  sind.  Hiernach  ist  der  bekannte  Holfsninkel 
strisch  definirt. 

ler  erbalten  wir  aus  den  Formeln  31) 
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31)  5S'  =  -/l2.»siQj, 
mtd  weil 

5  —  V3», 

32)  S~2»t\ai. 

Wenden  wir  diese  Formeln  an  auf  die  Glcicbnng 
I*— ft— Q  ■=  0  (Casus  irredoctibilis), 
indem  wir  setzen 

ilso 

p  —  3,»  =  12Ä», 

so  erhalten  wir  die  kabische  Gleichung 

«"— 12Ä*«  — 16Ä'Bin2y  — 0  (siehe  I.  Form.  26) 

oder,  wenn  wir  die  halben  Seiten  «i  =  ^   ^inftthren, 

33)  y» — 3JPy — 2Ää  sin  2?!  "-  0. 

Diese  Gleichung  ist  das  Correlat  zur  Gleichung  29),  ihre  Wur- 
zeln sind  die  halben  Seiten  des  Kreis  Vierecks. 

Aach  dieses  znsammenfassond  erhalten  wir  folgende  zweite  ana- 
1(^  Aufldsaag  der  knbischen  Gleichung 


sin2ag  ^  ginSf  ^  — -7^^ 

ergibt  den  Polarwiukcl  91  einer  gleichseitigen  Hyperbel ;  indem  wir 
am  deo  zugehörigen  Hyperbelpunkt  mit  dem  doppelten  Radiasvector 
Bnen  Kreis  beschreibeu,  erhalten  wir  durch  die  Schnittpunkte  des 
Kreises  und  der  Hyperbel  das  Ereisiiereck,  in  welchem  zwei  bezüg- 
liche halbe  Seiten  und  eine  halbe  Diagonale,  sofern  dieselben  nicht 
dem  gleichseitigen  Dreieck  angehdren,  die  Wurzeln  der  reducirtcn 
kubischen  Gleichung  sind. 

Endlich  ziehen  wir  noch  die  Gleichung  40)   im  II.  Teil  in  den 
Kreis  unserer  Betrachtungen. 


Dieselbe  geht  für  den  irrednctibeln  Fall  '" 
M)  (^I)*-|(5+9':ot3t»)(^y-f-27(; 

Hierbei  sind  die  (  die  Tangenten  von  det 
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der  paarweise  gegcndberBtehendcn  Seiten    nnd  der  Diagonalen   dea 
KreisTiorecks  an  den  Kreta.    (FDr  den  innern  Punkt  ist  Dattlrlicb  t 

die  betreffende  halbe  Sehne.) 

Aus  der  Gleicbong  folgt 
in  bekannte 

i  +  i+i  +  i-O. 
ren  ein  die  Relation 

,.  +  ^=    ^  ' 

ns  der  Gleichung 

.»  — 3Ä»2+2B'8in3f  -  0, 
13)  identisch  ist,  zunSchst  wogen  des  Fehlens  dos  ersten 

-J=  +  ^i=  + -J=  _  0 

s«~    s,'    ' 

Iren  vir  in  34) 

»'  -  'f 

wir  ans  ' 

"•-t(2a5)'"+*=» 

§  19. 

!len  Jetzt  zeigen,  nie  die  gleichseitige  Hyperbel  im  Stande 
Obrigen  F&Ue  der  kubischen  Gleichungen 


die  Cardaniscbe  Formel  Anwendung  findet,  geometriach 
id  wollen  zugleich  die  Bedeutung  der  in  der  goniometri- 
ang  vorkommenden  HnlAwinkel  nachweiaen. 
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Nach  der  genannten  Methode  sind  für  die  Form 

40)  «3+ JRc-f  Q«0 

die  HtÜfswinkel 

4P» 

*^^"'  ^  27Q»' 
41) 

3 

tg/J  «  Vtgcr, 

fo  berechnen,  und  es  ist  die  reelle  Wurzel 

42)  X  «  yp'cot2/J. 
Ebenso  hat  man  für 

43)  y3  _  pj,  _  Q  =  0,  wenn  4P3  ^  27  Q^, 

die  Hülfswerte 

4p3 

sin  2at «  27Q2 
44) 

igß  «  Vtg«, 
zu  berechnen,  und  die  reelle  Wurzel  ist 

45)  y  =  yp»:  sin  2/3. 

Von  dem  Punkte  R(<p)  der  gleichseitigen  Hyperbel  fällen  wir 
eine  Senkrechte  auf  den  andern  Ast  derselben,  und  bezeichnen  den 
Winkel,  den  die  verlängerte  Normale  mit  der  grossen  Achse  macht, 
mit  8.  Den  Fusspunkt  der  Normale  verbinden  wir  mit  dem  Mittel- 
punkt der  Hyperbel  O,  und  bezeichnen  den  neuen  Radiusvector  mit 
r;  derselbe  schliesst  ebenfalls  mit  der  Hauptachse  den  Winkel  6  ein. 
Aus  der  Formel 

46)  i?8in{9)  —  6)  =  r  sin  26 


.2 


eliminiren  wir  r  vermittelst 

*"  ~  cos  20' 

und  erhalten  nach  einigen  Umformungen  die  kubische  Gleichung 
47)  tg2e3-f-}tg2e  — Jtg29>  "  0. 

Wenden  wir  auf  dieselbe  die  Auflösung  40)  bis  42)  an,  so  finden 
wir  sofort,  dass  u  der  Winkel  zwischen  dem  Radiusvector  R  und  der 
zugehörigen  Asymptote,  und  dass  ß  der  Winkel  zwischen  dem  Kadius- 
vector  r  und  der  andern  Asjrroptote  ist. 

TeU  LXX.  12 
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Nennen  wir  ferner  den  Winkel,  welchen  der  verlängerte  Radias- 
vector  R  mit  r  einschliesst  w,  so  ist 

48)  i22cos2(i*  — e)«o», 

und  nach  ähnlichen  Umformungen  wie  vorhin  resultirt 

49)  tgtt8-f  3tgtt  — 2tg2(p  =  0, 

also  ist 

tgM  =  2tg2e. 

Indem  wir  noch  die  Ilyperhelsehne 

50)  aj  =  rtgu 

einführen   und   bemerken,   dass   der  Winkel  zwischen  r  und  x  ein 
Rechter  ist,  so  geht  durch  diese  Substitution  49)  über  in 

51)  a?8  +  ^^x  —  2r»  tg  2g>  -=  0. 
Um  nun  die  kubische  Gleichung 

a;3  +  Pir  +  Q  =  0 

aufzulösen,  ergibt  der  aus 

4P  3 
tg2„2  _ 


210} 


berechnete  Winkel  a  als  Winkel  zwischen  der  Asymptote  und  R 
einen  Hyperbelpunkt,  welchen  wir  mit  O  verbinden  und  bis  zur 
andern  Hälfte  der  Curve  verlängern.  Ein  über  der  Verlängerung 
construirter  Halbkreis  ergibt  in  der  dadurch  eutstchenäen  Hyperbel- 
sehne die  reelle  Wurzel  der  kubischen  Gleichung.  Der  Halbkreis 
kann  auch  über  dem  Radius  R  construirt  werden. 

Um  endlich  die  Gleichung  43)  aufzulösen,  transformiren  wir  47) 
in  die  Form 

_Jl__3-J L_^o 

cos  2^3      *  cos  26      4cos2<p 

Die  Normale  y  zwischen  den  Punkten  R((p)  und  r(ö)  oder 

2r 
48)  cos  26  «  — 

y 

in  47)  eingeführt  ergibt 

2r3 
^  ^      cos2<jp 

als  Correlat  zu  51).  Die  Methode  der  Auflösung  der  Gleichung  43) 
ist  analog  der  für  40),  nur  ist  jetzt  die  Normale  y  oder  die  Sehne 
zwischen   den  getrennten  Hyperbelästen  die  Wurzel  der  betreflfenden 
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Gleichnng.    Die  Halfisgrössen  41)  und  44)  haben  also  hiermit   ihre 
geometrische  Erklärung  erhalten. 

Eine  Modification  der  letzten  Gleichung  geht  noch  aus  15)  her- 
vor, welche  Gleichung  jetzt  die  Form  hat 


50)  cos 


y*+(^-l)cosy  +  ^2-=0, 


worin  B  ein  Radiusvector,  s  ein  beliebiger  Kreisradius  ist. 

Soll  der  Kreis  den  andern  Hyperbelast  berühren,  so  muss  die 
Discnminante  verschwinden.  Der  Radius  s  wird  zur  Normale  y  und 
die  Discriminantengloichung  Dg  =  0  gibt 

M)  yl  — yfl/Vo"*  — Ä^-  0. 

Auf  die  Gleichung  49) 

tgw+itgn3  =  Jtg29 

werden  wir  in  einer  andern  Abhandlung,  in  welcher  wir  die  oben 
dargestellte  Methode  der  geometrischen  Auflösung  der  reducirten 
kubischen  Gleichungen  auf  anderm  Wege  ableiten  werden,  wieder 
zurückkommen. 


§  20. 

Aus  einzelnen  Gleichungen  dieses  Abschnittes  lassen  sich  mannig- 
fache Folgerungen  ziehen,  so  können  wir  in  der  Resolvente  4)  cosy 
oder  Y  ^I^  constant  betrachten  und  die  betreffende  Polargleichung 
suchen.  Führen  wir  diesen  Gedanken  durch,  so  ergibt  sich  als 
schliessliches  Resultat  die  Kegelschnittsgleichung' 

52)       »»(l  +  *-!cot|)-y«(l  +  gtg0  =  .v(^^-;,). 

r  findet  man  aus 

63)  cosjy^       smif  ^  1 

CS  ist  also  ein  Halbmesser  des  Kegelschnitts. 

Führt  man  einen  bekannten  Httlfswinkel  ein,  so  wird  die  obige 
Gleichung 

cos«^       sina*  \«'       rV 

Legen  wir  also  eine  Ellipse  zu  Grunde,   so  ist  eine  Hyperbel 

19» 
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der  geometrische  Ort  der  Centra  der  Kreise,  deren  Radien  «»  «,  und 
deren  Schnittpunkte  mit  der  Ellipse  Kreisvierecke  liefern,  in  welchen 
einer  der  Winkel  zwischen  den  gegenüberliegenden  Seiten  eine  con- 
stante  Grösse  behält 

Hätten  wir  dagegen  eine  Hyberbel  zu  Grunde  gelegt,  so  würden 
wir  eine  Ellipse  als  geometrischen  Ort  der  gedachten  Kreise  erhalten 
haben. 

Gehen  wir  ferner  auf  86)  I.  Teil  zurück  und  setzen  fest,  dass 
yi+y2+y3  =  lÖO®  oder  y\'\-y%  =  y^  ist,  so  erhalten  wir  für  den 
ersten  Fall  den  Kegelschnitt 

80)  a*sin9*+&* ^-4 cos<)t)*  «  -^. 

s  «=»  — j|-i(C0S9, 

c 

und  für  den  zweiten  Fall 

81)  i»*coS9*+« 4 sing)*  —  -^ 


c 


Ä»' 


4a* 
8  =■  -y2?sin<jp. 


Die  Gleichungen  werden  noch  einfacher,  wenn  wir  die  Bedin- 
gungen b^  -=— 3a*  oder  &*  —  —  a*  einführen,  wir  würden  damit  auf 
schon  betrachtete  Verhältnisse  zurückkommen. 

Femer  folgt  aus  4)  die  Ellipse 

Ä* 

82)  -p  (a*  sin  9« + M  cos  <p*)  =  p«. 

Da  «  ausfällt,  so  haben  wir  allgemein  den  Satz,  dass  concen- 
trische  Kreise  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  einem  Kegelschnitte 
Kreisvierecke  liefern,  deren  Mittellinien  sich  alle  in  Einem  Punkte 
schneiden.  Die  gegenüberliegenden  Seiten  wie  die  Diagonalen  stehen, 
wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  symmetrisch  gegen  die  Achsen. 

Zieht  man  nämlich  durch  einen  beliebigen  Punkt  i7(t|;)  in  der 
Ellipsenebene  eine  Gerade,  welche  mit  der  grossen  Achse  den  Winkel 
T  bildet,  so  ergeben  sich  die  durch  die  Ellipse  und  den  Punkt  be- 
stimmten Strecken  jener  Geraden  aus 

83)  a?*(a«sinT«-|-Ä*cosT*)4-2x.Ä(a*sinTsini/;  +  i»*cosTCOSt>;) 

+  Ä«(a*sini|;«  +  Ä«cosi^»)  — a*Ä«  -=  0. 

Drehen  wir  die  Gerade  um  den  Punkt  R{^)^  bis  ihre  zweite  Lage 
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mit  der  ersten  symmetrisch  gegen  die  JT-Achse  ist,   d.  h.  setzen  wir 
r=  180^ — T,  so  bleibt  das  Product 

84)  xix^  «  x^^ 

onverändert,    so   dass   durch  die   entsprechenden   Schnittpunkte   ein 
Kreis  geht. 

Die  Achsen  der  obigen  Ellipse  stehen  zu  q  in  der  Beziehung 


t  _l       1 
A       b'"  Q 


ausserdem  folgt  noch 


B       o^ 
and  ans  II.  44) 

Endlich  resultirt  aus  4)  noch 

^*coti;p-tgJtg^*tg^-tgi(;. 
i 


§  21. 


Das  Problem  der  Normalen  der  Ellipse  scheint  bis  jetzt  noch 
nicht  allgemein  gelöst  worden  zu  sein,  so  einfach  dasselbe  auch  ist. 
Wir  wollen  zeigen,  dass  die  im  I.  Teil  entwickelten  Methoden  die 
Tollstftadige  Auflösung  dieser  Aufgabe  enthalten. 

Der  Punkt  in  der  Ebene  der  Ellipse,  Ton  welchem  aus  die  Nor- 
malen gezogen  werden  sollen,  habe  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt 
der  Cnrve  die  Polarcoordinaten  R{a),  In  den  Fusspunkten  der  Nor- 
malen ziehen  wir  senkrecht  zur  grossen  Achse  Gerade  bis  zum 
Durchschnitt  mit  dem  um  das  Centrum  mit  der  grossen  Halbachse 
beschriebenen  Kreise,  verbinden  diese  Schnittpunkte  mit  dem  Mittel- 
punkt und  bezeichnen  die  hierdurch  mit  der  J!^- Achse  eingeschlossenen 
Winkel  mit  (p^^  (p^^  etc. 

Entwickeln  wir  nun  die  Bedingungsgleichung  für  das  Senkrecht- 
stehen der  Normalen  der  Ellipse  in  der  Form 

a+^sin9+^^8^4"^8i^29+«cos29  «  0, 
so  finden  wir 
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a  —  0, 
b  =  acosa, 
^  c  =*  ftsina, 

««-0. 


85) 


Demzufolge  ist  die  CosinusresolveDte 

86)  C08y3+( i ^  —  1  jcosyH — ^sin2«  --  0, 

deren  Wurzeln 

71  =  i(<Pi  +  <P«  —  <P3  —  <P4)    etc. 
sind. 

Man  bemerke  die  aus  dem  Fehlen  des  2.  Gliedes  hervorgehende 
Formel 

87)  cos  i(<Pi  +  9>2  —  9>3  —  9>4)  +  cos  J(g>i  —  gpj  +  93  —  9*) 

+  cos  J(<)Pi  —  92  —  9>8 + 9^4)  =  0, 
und  femer 

88)  tgi(gPi  +  gP2+9)s+94)  =  -  =  00, 

woraus 

9i+9i+<P3+94  =  180», 

und  man  wird  erkennen,  mit  welcher  Leichtigkeit  unsere  Methode 
zu  diesen  bekannten  Formeln  führt,  welche  ohne  sie  nur  auf  be- 
schwerlichem Wege  gefunden  werden  können. 

Ferner  beschreiben  wir  um  einen  Punkt  Ä'(a')  mit  einem  Ra- 
dius 8  einen  Kreis,  ziehen  wie  vorhin  nach  den  Durchschnittspunkten 
der  Curven  senkrecht  zur  grossen  Achse  Gerade  bis  zum  Kreise  um 
die  Ellipse,  und  bezeichnen  die  Winkel  zwischen  den  von  den  neuen 
Durchschnittspunkten  nach  dem  Mittelpunkte  gezogenen  Radien  und 
der  Achse  mit  g^i,  g^s,  etc. 

Die  Constanten  der  Bedingungsgleichung  in  der  Form 

a-j-^ sin 9  . . .  etc. 
sind 

ft  «  —  4ÄÄ'sin  a\ 

89)  <?  =  —  4ai2'cos  «', 

Die  Resolvente  der  Kreisgleichung  ist  demnach,  wenn  a  =  0, 
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90) 

<xisr'*+[i  ^  ^'-  Ijcosy'-i ^ 

Feiner  folgt  wegen  d  —  0 

*l  +  1'l  +  <C8  +  t*  =  0. 

Sollen  nna  die  beiden  Resolventen  identiscl 
sich  darch  Gleichsetzen  der  Cocfticienten  gleich  : 
beiden  Gleichungen  die  Bedingungen 

— ^(o*C08«'*+6'sina'*)  •=  j-(o*co8« 
91) 

.^,(a'cog«"-6'8ini.")       flfifl»  .    „ 
Alf* j —  -j—  sin  2«, 

«orans   wir   nach   dnigon  Umandemngen   die  ei 
erhalten 

-  tg«'= . 

l  +  ^tg« 
93) 

_         fl'aiBin2a 
o'coB«'*  —  6*Bino'*' 

dieselben  können  auch  in  folgenden  Formen  aufti 

R- 

Ä'co8«'=  ^— Tö  (dCOSK+ÄBino 

93) 

Fahrt  man  die  Projectionen  ein,  so  ist 


^'  ''        2«y2  •        «-"2JV2"' 

womit  sich  verbindet 

95)  ,^  =  ^^+R'K 

Die  1.  Formel   von   92)   vereinfacht  sich   st 
leicht  constmirbarer  Winkel  tgß  =  -tgo,   tgjS'- 
wlärt 
M)  ß'=  450— j?. 
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Verlängert  man  nämlich  den  einen  Schenkel  des  Winkels  a  bis  zqdi 
Kreise  und  fällt  vom  Durchschuittspunkto  bis  zur  Ellipse  eine  Senk- 
rechte zur  Achse,  so  ergibt  sich  bekanntlich  der  entsprechende  Polar- 
winkel ß  and  ähnlich  ß'. 

Vermittelst  dieser  Construction  erhalten  wir  bei  gegebenem  a 
den  entsprechenden  Winkel  et*. 

Ferner  ist  i(oco8a±ftsina)  leicht  construirbar. 

Aus  der  Identität  der  Wurzeln  resultiren  nun  die  Beziehnngeu 

<Pl  +  <P2  —  <P8  —  9>4  =  '»^1  +  ^2  — ^3  — '<<'4? 

9^1  —  <P2  +  <P3  —  <P4  =  '/^l  —  "^Jr +'^3  —  ^41 

97)  g^i  — <3P2— 9^3  +  9^4  =  '«^l~'«/^2  — '»/'3+^4» 

9?i  +  <P2+<3Ps4-<P4  =  '*i  +  ^«+*s+*4  +  lÖ00. 
Durch  Combination  dieser  Formeln  finden  wir 

<P2  =  '^2  +  45^ 

9^4  «  tf;4+45^ 

Diese  Relationen  geben  die  Lösung  des  Problems. 

Um  den  Sinn,  in  welchem  die  Winkel  g>  und  tf;  zu  nehmen  sind, 
festzustellen,  wählen  wir  den  Punkt  /?(«)  im  1.  Quadranten,  und 
nehmen  die  Winkel  unterhalb  der  X-Achse  <Pi,  <pj,  93,  von  der  Rech- 
ten zur  Linken  fortgehend,  positiv,  dagegen  94  negativ.  Dasselbe 
gelte  bezüglich  der  Winkel  if>. 

Die  Entwickelung  liefert  demnach  folgendes  Resultat. 

Um  von  einem  Punkte  R{a)  die  Normalen  an  die  Ellipse  zu 
ziehen  construire  man  nach  den  Proportionen 

ay2:  }(acosa  +  *sina)  =  Ji:p\ 
99)  Z»y2:  J(aC0Sa  — isina)  —  E:q\ 

die  Coordinaten  p\  q   des  Mittelpunktes  eines  Kreises  vom  Radius 


100)  s^l/'^^+R'^. 


^  1 /a«+*2 


Dieser  um  Ä'(a')  beschriebene  Kreis  trifft  im  Allgemeinen  die 
Ellipse  in  4  Punkten,  durch  welche  wir  Senkrechte  zur  JT- Achse  bis 
zum  Kreise  um  die  Ellipse  ziehen,  tragen  den  Gleichungen  98)  zu- 
folge von  den  Schnittpunkten  an  Bogen  von  45^  in  entsprechender 
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Weise  ab,  daoD  trefFeo   die   von  hior  zur  JT-Achse  geßlllten  Senk- 
rechten die  Ellipse  in  den  Fnsspnukten  der  Normalen. 

Wir  bemerken  noch,  dass  dio  Discriminanto  der  Glcichnng  auf 
die  Evolote  der  Ellipse  fahrt 

Eine  andere  Methode,  Normalen  an  die  Ellipse  zn  ziehen,  wollen 
wir  ohne  Resolvente  entwickeln. 

Dio  typische  Form  transformircn  wir  in  eine  sndero,  in  welcher 
2^  Btatt  <f  rorkommt.  Dio  Conatanten  sind  fOr  die  Normalen  und 
den  Kreis  in  UebereinBtimmnng,  wenn  wir  setzen 


a 

CO.»'  +  S'!ill.' 

<* 

iX' 

a 

ci>B.'+s'«ino" 

d^ 

Ov 

2ofiBmBC08« 

d  =  1 

«  =  0 

Hieraus  entwickelt  sich 

tgß=  -tg«f, 
^tg«'=  tg2(J, 


102) 


Ä'sinv'""  ff'""  -jr'**'''2o, 
'laR'cQi  a' 


-R-i^a 


cos2j3 


Die  beiden  ersten  Formeln  geben  mit  Leichtigkeit  den  Winkel  a', 
BUB  der  dritten  ergibt  sich  die  Ordinate  des  Kreiscentrunu  und  aus 
der  vierten  der  Kadins,  Der  Kreis  bestimmt  dann  in  den  Winkeln 
i]',,  v^  etc.  die  folgenden,  den  Normalen  entsprechenden  Winkel 


and  damit  die  zugehörigen  Pnsspnnkte. 
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§  22. 

Schliesslich  wollen  wir  unsere  Methode  noch  auf  die  Normalen 
der  Hyperbel  anwenden.  Die  Resultate  sind  indes  weniger  einfadi, 
als  bei  der  Ellipse. 

Analog  dem  Vorhergehenden  finden  wir,  wenn  wir  den  Punkt, 
von  welchem  aus  Normalen  gezogen  werden  sollen,  mit  Ä(«)  be- 
zeichnen, als  Gleichung  für  die  Normalen  die  Form  a-j-isinqp  .  .., 
in  welcher  ep  der  Winkel  ist,  der  bei  der  Construction  der  Hyperbel 
vorkommt  und  mit  den  Coordinaten  derselben  verknüpft  ist  durch 


Die  Constanten  sind 


a 
cos  g> '    ^         ^  ^ 


0  =  0, 


104)  c  =-  &sina, 

a 

«  «0. 
Die  Resolvente  ist  demnach 

,  ,   /c*4-Ä«*«sino«        \  ,  2bc^Rsm(t 

105)  cosy'+  [    ^2^.,,3^> 1  j cosy+^vcos«^ 

Wir  haben  also  auch  hier 


=  0. 


106)  cosi(<Pi+<3Pj|  — g?s— g>4)  +  C08i((pi— g^,+  <3P3  — 94) 

+ cos  }(<Pi  —  ^2 — <P8  4-  94)  =  0. 

Der  Kreis  vom  Halbmesser  s  und  dem  Centrum  R'(a')  hat  in- 
folge der  Constanten,  worunter  wir  a  =  0  setzen, 

a  «  ,2-.Ä't  — («a+c«)  =  0, 
ft«-0, 

107)  c«4R'acosa', 

d  —  2R'b  sin  «', 

die  Resolvente 

n  .  /"    Ä"a*cos«'«  \  ,      Ä'^aVcos«^      . 


r' 
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Die  Identität  verlaogt  die  Bedingungen 

2fi'Bina'  __  (    ^    \*       2Jt'coa «'  _  /     A    VA 
'  Mäoa         Xfisin«/  '        Acoso         \acOB«/  ftaina' 


^»=J»Bin«»+^. 
^^•^^  c* 

ferner  ist 

111)  t«K*i  +  f*+f'3+**) ; 

Alsdann  erhalten  wir  aus 

UVx+Vt  +  Vs+vO  =  i(ti+Vi 

etc. 
die  den  Normalen  entsprechenden  Winkel 


Eine  einfache  Gonstmctioo  ergibt  hierai 
der  Hyperbel. 

Die  Constmction  der  Nonnaleo  der  Pai 
righeiten  dar,  weswegen  wir  daraaf  nicht  w 
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XI. 


Oscülationen  eines  Bitilarpendels, 


Von 

R.  Hoppe. 


Ein  Körper  sei  an  2  Fäden  (andehnbaren,  gewichtlosen  geraden 
Linien)  aufgehängt,  die  obem  Enden  der  Fäden  (0)(1)  im  Ranme, 
die  untern  (2) (3)  am  Körper  fest;  dann  kann  der  Körper  noch  4 
unabhängige  Bewegungen  machen.  Die  Schwere  des  Körpers  sei  die 
allein  wirkende  Kraft,  (4)  sei  sein  Schwerpunkt  (0)  sei  Anfang  der 
xyz^  die  X  vertical  nach  unten,  die  xy  Ebene  gehe  durch  (1).  Die 
Coordinaten  der  Punkte  (1)  (2)  (3)  (4)  seien  durch  die  gleichen  Indices 
bezeichnet.  Ferner  seien  die  Verbindungslinien,  welche  constante 
Länge  haben: 

Z==(02);    /i  =  (13)-,    Ä;«(23);    Ä  «  (24);    Äj -=- (34) 

Es  soll  zuerst  die  Gleichgewichtslage  bestimmt  werden.  Dann  will 
ich  solche  Fälle  der  Bewegung  in  Betracht  ziehen,  wo  nach  Verbrauch 
der  lebendigen  Kraft  jeder  Punkt  des  Körpers  auf  dem  durchlaufenen 
Wege  zurückkehrt.  In  diesen  Fällen  ist  die  Bewegung  geometrisch 
bestimmt  und  die  Geschwindigkeit  durch  die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft  bekannt. 

§.  1.    Gleichgewichtslage. 

Als  erste  Bedingung  des  Gleichgewichts  liegt  zu  Tage,  dass  die 
Figur  (01234)  in  eine  verticale  Ebene  fällt.  Denn  die  Lage  des 
Körpers  ist  bestimmt  durch  die  des  Dreiecks  (234);  er  lässt  sich 
durch  dessen  3  Seiten  ersetzen.  Dann  wirken  in  jeder  Ecke,  incl. 
der  Spannungen,  3  Kräfte,  deren  Richtungen  in  je  eine  Ebene  Men 
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Hiflssen;  folglich  liegen  alle  5  Punkte  mit  deren  Yerbindnngen  in 
einer  Ebene,  und  diese  ist  vertical,  weil  die  Schwerkraftsrichtung 
auch  dazu  gehört. 

Demnach  sind  die  z  aller  5  Punkte  null.    Sei  nun 

«i=«C08f;  ar2  == /COS<jp;  afa  =  a;, -]- ^  COS  i/; ;  ar4«=  a*2+Ac08{ip-f"**) 
y,  =«sinf;    y^^/sing^;    ya  =«  y«  +  Ar  sin  i/; ;    yi  «=»  y2+Äsin(i/;  +  a) 

Dann  ist 

«*  +  ^+^^  —  2«Zco8(g>  —  f)  —  2eifcco8(t^  —  s)  +  2kl  cos(i}>  —  g>)    (2) 
V=  («4  — ar3)«+(y4-y3)«  =  k^ + h^  -  2kh  COS  a 

Die  letztere  Gleichung  ist  nur  eine  Kelation  zwischen  Stücken  des 
onveränderlichen  Dreiecks  (234).  Zur  erstem  kommt  daher  nur  noch 
die  Bedingung  des  Maximums  x^^  nämlich: 

—  dx^  =  lBmq>d(p'\-hsin(^-{-a)Stlf  ■=»  0 

Eliminirt  man  zwischen  ihr  und  der  Ableitung  von  Gl.  (2),  nämlich 

(e8in(ip— f)4-A:sin(t^— g))]39+  Ä?[esin(t|;— «)— Zsin(iJ;— qr)]8i^  «0  (3) 

die  Differentiale,  so  kommt: 

(4) 
ksin(p{lsm(\lf^g>)  -  eB\n(^f—s)'}'\-hsinmf'\-a)[k8m{tf)-g>)'\'esm(g>—s)'}'^0 

oder  in  Coordinaten  ausgedrückt : 

yiCa^jys— a^5yt)+aJiy«(y4--y3)+yi(a^syt— ««yJ  "-  o         (5) 

Diese  Gleichung  yerbunden  mit  den  5  Gleichungen 

V-b2*  =  i»5   (^s-^i)*+(ys-yi)*  =  ^;   (^4-^2)*+(y4-y«)*  =  Ä« 

t^estimmt  die  6  gesuchten  Grössen  xj,  o*,,  x^^  y^,  y^,  y^.  Die  Elimi- 
nation Ton  5  derselben  gibt  eine  sehr  hohe  Gleichung  zur  Berechnung 
der  sechsten.  Die  numerische  Berechnung  im  einzelnen  Falle  ist  wol 
Boch  am  kürzesten,  wenn  man  q>  zwischen  Gl.  (2)  und  (4)  eliminirt, 
QDd  die  resultirende  Gleichung  nach  ^  auflöst. 

Dagegen  kann  man  leicht  für  beliebige  Lage  des  Körpers,  für 
welche  nur  das  Dreieck  (234)  vertical  ist,  den  einen  Aufhängepunkt  (1) 
80  bestimmen,  dass  Gleichgewicht  stattfindet.  Hier  sind  die  genannten 
6  Grössen  gegeben,  und  Gl.  (5)  drückt  die  Gerade  aus,  auf  welcher 
der  Punkt  (x^y,)  liegen  muss.  Diese  Gerade  kann  offenbar  nur  mit 
(13)  zusammenfallen,  da  man  im  Gleichgewicht  jeden  Punkt  des  Fa- 


dcns  (13)  fcBt  machCD  kaoii.    Dies  bosUttigt  Bichüich  Gl.  (5),  wenn 
man  sie  ao  schreibt: 

yj   Vi   ys— yi  =o  (^* 

\y,   yt    **    .     I 
Bio  LUnge  l,  verändert  sich  mit  dorn  Aufb&ngepuQkte,  darf  also  nicbt 


5-  2.    Oacillation  in  verticaler  Ebene. 

Die  Bediagmig,  onter  der  ein  Bifilarpendct  in  verticaler  Ebene 
oscilliren  kann,  ergibt  sich  am  schnellBten  aur'dcn  Laplace'schen 
Oieicbnngen,  welche  die  Bewegung  eiuea  Körpers  relativ  zu  seioem 
Schwerpunkt  bestimme u. 

Sind  r,  y,  *  die  Coordinatcn  dcB  Körporelemente  dm  bezOglicb 
auf  solche  im  Ranmc  der  Richtung  nach  feste  Axen,  nnd  l,  i),  t 
bezüglich  auf  solche  am  Körper  feste  Axen,  deren  Anfang  im  Schwer- 
punkt liegt,  verbunden  durch  die  Relationen: 

ist  ferner 

q  =  ac'4-o,Cj'+(i,(^'  I  (8) 

WO  der  Accent  die  Differentiation  nach  der  Zeit  bezeichnet,  und  wir- 
ken auf  dm  die  Componcnten  XYZ,  so  sind  die  Qleichnngen  der 
relativen  Bewegung: 


J 


Hoppe:  OscUUuionen  eines  Bißlarpemdels.  191 

D^^ftlidm-,         E^—ftldm-,  F^-^fltihm 

Diese  Oleichangen  lassen  sich  auf  das  Bifilarpendel  anwenden, 
wenn  wir  die  Spannungen  der  Faden  als  2  Kräfte  ansehen,  die  auf 
die  Punkte  (2)  (3)  des  als  frei  gedachten  Körpers  mit  den  Compo- 
nenten  X^Y^  und  X^Y^  wirken. 

Ftihrt  man  die  momentane  Lage,  deren  Bedingung  gesucht  wird, 
ein,  so  ist  zu  setzen: 

ar  «  0  ftlr  die  vorkommenden  Punkte, 
Z  «-  0  durchweg, 


c  =  Cj  ■=»  a^ 

-h 

«=■ 

0; 

c^ 

=- 

1 

a  «»  6j  t=  cosra; 

«1 

=,. 

-b 

« 

sino) 

woraus 

nach  (8): 

p«g  «0; 

r  ■» 

co' 

und  die  Gl. 

(9)  werden: 

JSw"— Dm'« 

-0 

/P«"+£ö)'« 

-0 

Ca" 


•Fj  — 35^    JTj 

Vi  — Vi   Y% 


+ 


Vz  —  Va,   ^5 


Aus  den  2  ersten  folgt: 

(7)*+JE;«)(a)"«+ö)'*)-0 

Da  der  zweite  Factor  nicht  null  sein  kann,  wenn  das  Pendel  nicht 
8Ü11  stehen  soll,  so  muss 

Z>  =  U  =  0 

sein.  Beide  Grössen  bleiben  dann  null  bei  jeder  Drehung  des  Axen- 
Systems  um  die  l  Axe,  mithin  auch  bei  derjenigen,  für  welche  F  Ter- 
schwindet,  also  alle  Körperaxen  Haupttrigheittaxen  werden. 

Bedingung  d^  Bewegung  in  der  Yerticalebene  ist  demnach,  dass 
der  Körper  in  zwei  solchen  Punkten  angehängt  sei,  die  in  der  Ebene 
zweier  Hauptträgheitsaxen  lieget 

Seien  demgemiM  die  Axea  der  x^^^^z^  Hauptträgheitsaxen,  mitbin 
D  =  £;  =  F=0,  uBd 

Jf  «  £BUi9+flrCOf0 
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dann  lautet  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 
woraus,  wenn  C  =  mm 


(10) 


i% 


-Vd 


(11) 


Hier  sind  noch  x^  and  y^^  in  o)  auszudrücken.    Wendet  man  die 
Substitutionen  (1)  an,  wo 

tj;  «  (i9-|-C0n8t. 

so  hat  man  zunächst: 


und  nach  61.  (3): 

8(p  /  8in(t>;  —  <p)  —  gsin(i/;  —  «) 

8i(;  ^     ^8in(t/;— <3P)4-eBin(<p  —  i) 

Gl.  (2)  lässt  sich  folgendermassen  zerlegen: 

ßcosfi  =eco8(t|;  —  «)  — A;;    £78inf(  =  e8in(i^  —  €) 


cosA  = 


21E 


V;  — <3P  =  A  +  fi 

Hiernach  wird 

k  8in(t{;  —  (p)-{-e  8in(<p  —  f)  ==  ä?  8in(t|;  —  q>) 

4-  esin(r(;  -—  s)  cos(i/;  — <;p)  —  ß  cos(V/  —  t)  8in(i/;  —  rp) 
=»  £;  sin  ft  cos(t^  —  gj)  —  -E  cos  fi  sin(i|^  —  g>) 
«  JE8in(^  —  ^+<p)  =»  —  -EsinX 

8qp  gsin(i^  —  g) — /8in(A-f-f^) 

8i/;  ^  J^sinA 

«=  ^  — ^r^j-j — csm(i^  — «)  — i(«co8(i/;  — «)— *)j 

DieB  in  (12),  von  da  nebst  dem  Werte 

0:4  «  -^  [el  co8(A  —  f )  —  Är/cos(A  —  1/;)  -j-  -Eä  cos(if;4- «)] 


(12) 


(13) 

(14) 
(15) 


in  (11)  eingeführt  gibt: 


üillationt»  eiaa  Bifilarptndth.  \Q 

da 

«>~-«CM(i— *)-f  i;[AC08(lH-«)  — rf] '' 

i(t(.— 0— i(ecoB(>!'  — 0— ' 

—  t)  — W(ec08(il'  — 0  — t) 

—  0  —  2Wco8(i+  o)  +(; 
ch  Ol.  (14)  verbanden  mit 
"+t*  — 2e*coe{V— t) 


riscboD  Bedentung  Tollem 
ist 

:  Wk].  (153);    B  =  Will.  (; 

1  von  (Ol),  (23)  nnd  von  d 
=>  if  machen,  wenn  maa  dl 


dasB  E  nur  constant  null  i 

rallelogramm  ist.    Auf  diei 

da  4'  constant  wird,  nnd  i 

*egnng  des  KSrpers  eine  n 

Translation  die  des   Pnnl 

I  Schwere  des  Körpers  ni 

denken.    Das  Bifilarpendel  schwingt  dann  nach  den 

bh&ngig  allein  von  der  Länge  i 

leinheit,  nnabhAngig  aber  von 


lation  bei  Terticaler  Bew 
des  Schwerpunkts. 

daas  der  Scbwetpankt  des  K&i 
dass  seine  horizontalen  Ebenen 
:  man,  bei  Anwendung  der  Belat 

-6_c_0;    a-1 

=  CO«  «;    A,  ■=  —  C]  —  sin  w 


nnd  findet  analog 
eine  Hanptträglieii 

Alle  weitern 
h^  hj  und  xi  = 
zontal,  die  Ebene 
nnd  (23)  mit  (4) 
cale  ist  es,  welch« 
sein  mnss. 

Wir  nehmen 
Ton  (23}  znm  Aof 


Die  Gleichung  dei 

da  ir^=  !r,+COni 

I 
die  (tijO  für  (2)  i 


daher  die  (<ryi)  ni 
/  kcoa 


worana: 
EUminirt  man  hie 


ig\f^t 
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ntr  AbkDrzong 


ü  wird,  D&m- 


i  +  rf)      (21) 
(22) 


.  (21)  irgend 
en  nur  mög- 


Sappt!  Osciäatümen  eiaet  B]) 

.  die  2  letzten  Bind  spedell  f 
ekommen. 

re  Zeichen  kommen  noch  folg 
P=Q,;  Q  =  Al  d=±Q 
aiden  sind  wieder  gemeinschi 
and  Qo  verschwinden,  sind  al 

'0  sich  die  Anzahl  der  linea 
die  folgenden.    Bei  beliebige 

«dncirt  sie  sich  für  /  =  a  t« 
wird  sie  um  2  Turmindert 
Terscbiedene  Werte  auf  3, 

Werte  auf  7. 


33. 


odrat 

welcher 

n  eines 
Dte  der 
lod  die 
:eo  dor 
;eht  eia 
labalt 
rat  der 
ite  und 

jgebeDe 
Ijuoton- 
ist  die 


3) 
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AF—  CR    und     BO  =  D 
AF       BO 
AB  —  BC 

In  beiden  F&llen  üt  BF  resp.  CG  die  Diff< 
Seite  AB  reep.  BC  and  tlirer  Quote  AF  resp. 

Thesis: 

1)  JKLM  ist  ein  Parallelograiom ; 

2)  es  hat  mit  ABCD  denselben  Mittelpniüf 
.  JJtXJtf  -Hf  CG* 

ABCD  "  AB*-|-^f »  "■  SC»-|-BG* 

Ad  Nr.  1.  Die  Dreiecke  ABG  nnd  CDE 
and  i)^f*  andrerseits  sind  congment.  Als  | 
zwischen  Parallelen  sind  AO  nnd  CE  sowie  1 
rallelenpaare,  welche  sich  Bcbneidend  ein  Paral 

Ad  Nr.  2.  Ans  der  CongraeoE  der  Drei< 
folgt,  dass  AL  =  CJ,  and  wenn  man  daher  Ji 
dnrdi  Gerade  verbindet,  so  entstehen  die  coDgi 
und  CNJ;  da  hienach  AN  =  NC  aai  JN  =•  t 
birnngspunkt  der  Diagonalen  AC  and  JL,  ala< 
beiden  Parallelogramme. 

Ad  Nr.  3.    Der  Inhalt  von  ABCD  ist  =  . 
derjenige  von  JKLM=  KL.GO  =  J 

Wir  wählen  KL.OO  nnd  bestimmen  ihre  < 
znr  Seite  AB  und  ihrer  Quote  AF  unter  Znha 


B.)  Zunächst  KL. 

Da  AK  —  CM,  80 

verhält  sich: 

GL  /      BG\       AF 
AK  V"  BC)  "  AB 

Femer  verhält  sich: 

KL       BF 

AK°  AF 

also  Terh&lt  sich: 

OL .  KL       AF    BF 

AK'  AK""  ab'-  AF 

folglich  ist 

OL          AF* 

KL  ~  AB. BF 

^ 


Wenn  wir  dies  Vcrbältniss  als  massgebend  annel 


IB.AF 
AF' 


hältnisBwerten  der  drei  Teilo 
eo  Linie   A6  zn  bilden,   ist 

—  KL 

Falle  sein  wflrde: 

AB.  BF) 

AB.  BF), 


lieh  Bind  (^  GCO  =  ,LAQB\ 
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GC 
BC 

BF 
"^  AB' 

QC^ 

BF,  BC 
•      AB     ' 

AB .  BF,  BC       BF,  BC 

80  ist: 

also: 

^^^     AQ,AB      ~      AQ 

Seh  In  SS:  Mnltipliciren  wir  KL  and  (rO,  so  ist: 

,^,^,AB.Bt,AG.BF,BC  BF^ 

JKLM^     ^^ß%j^^p%)j^Q  AB^+AF*^'^^' 

nnd  da  BF  sich  zu  AB  nnd  AF  verhält,  wie  GC  in  BC  und  BG, 

so  ist: 

JKLM  BF^ CG* 

ABCD  ^  AB^-{^AF^  ~"  BC^+BG* 
was  zn  beweisen  war. 

Uebrigens  ist  das  letzte  Beweisresnltat  natürlich  anch  selb- 
ständig zn  erreichen,  wenn  man 

JKLM  «  LM.  HP 

sein  lässt  nnd  analog,  wie  vorstehend,  verfährt. 

Zusatz  1.  Erleichtert  ist  der  Beweis,  wenn  ABCD  ein  Qnadrat 
ist,  weil  dann  anch  JKLM  ein  Quadrat  sein  muss. 

Beweis: 

a)  JKLM  ist  rechtwinküg  (S.  Fig.  3.  nnd  4.). 

Aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  ABG  nnd  BCH  folgt: 

^  BAG  =  Z.  GBL 
Da  dann 

A  BLG  CV)  A  ABG 
so  ist: 

Z.  BLG  —  ^  ABG  «  90^ 

Gleiche  Dcdnction  findet  fttr  die  Winkel  um  J^  K  und  M  statt. 

b)  KL  -  LM  (S.  Fig.  1—  4). 

Die  homologen  Teile  der  nach  unserm  Satze  sowohl  im  Recht- 
eck wie  Quadrat  construirten  Transversalen  stehen  in  gleichem  Ver- 
hältnisse zu  einander  und  ihren  Linien: 

AK:  KL:  GL       BL:LM:HM 
AG  ^  BH 


Dies  ergiebt  sich  ans  Folgtidai: 

Dl  wegeo  Congrueiiz  der  Drönte  ift  3 


AS     iß 
In  gldcher  Weise,  da  HJU—  FE,  r^ 


folglich: 

Ferner  verhalt  sich: 


iol^icb : 
Daraas  folgt: 


AK       BL 
EL''  Ut 


GL :  AK:  KL  ~  Ei 
Jeder  Teil  einer  Transvemk  ^ 
Ganzen  verhalten ,  wie  der  honu«  - 
Ganzen: 

KL_. 
AG~-^ 

Da  oun,  wenn  ABCD  ein  Q^ 
to  ist: 
JSLM  ist  1 

Nachd 
drat  SO: 
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ZoB&tz  2.  JKLM  ist  entweder  Quadrat  oder  Rhomboid,  je 
nacbdem  ABCD  Qnadrat  oder  Rechteck  ist;  Rechteck  oder  Rhombiu 
kann  es  nicht  sein. 


Wean  ABCD  Qnadrat  iBt,  so  ergiebt  Znsatz  1.,  dass  JKLM 
gleichfalls  Quadrat  ist. 

Wenn  aber  ABCD  ein  Rechteck ,  so  kann  JKLM  weder  recht- 
winUig  noch  gleichseitig  sein. 

a)  Nicht  rechtwinklig  (S.  Fig.  1.  und  2.). 

Wenn  JKLM  rechtwinklig  wftre,  so  mOsste  ^  BLO  ein  rechte 
Winkel,  alBO  anch  wegen  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  BLQ  and  ABG 
A.  GBL  =  ZI  BAO  sein.  Wäre  diw,  so  müBStcu  anch  die  Dreiecke 
ABQ  nnd  BCH  ähnlich  sein,  nnd  dies  ist  nnmCgUch,  weil  sich  dann 
verbalten  mQsate: 

CH      BG 

BC^  AB 

Cn  aber  ist  >  BG,  wahrend  BC  <  AB. 
JKLM  ist  also  scbiefwiaklig. 

b)  Nicht  gleichseitig. 

Nach  Zusatz  1.  mflsste,  wenn  KL  —  LM  sein  sollte,  aach 
^e  =  BH  sein. 

Allein  im  Rechteck  sind  die  nach  aoserm  Satze  constnürten 
Transversalen  paarweise  ungleich.  In  Fig.  1.  sind  diejenigen  grfisser, 
deren  Endpunkt  in  der  kleineren  Rechtecksaeite,  in  Fig.  2.  diejenigen, 
deren  Kndpnnkt  in  der  Richtnng  der  grdiseren  liegt 


»)Fiß 
Denn: 

1. 

AG' 
BH 

AG  >  BH, 

~  ÄB*-\-BO* 

=  AF*+BC'    subtrahirt 

AO*- 

-BH* 

=  UB'-AF*)-(BC'- 

BG*) 

Da  aber 

AB*  =  {AF+BF)' 

80  ist: 

BC  =  lBG-{-  CG)' 

AG*~BH*  =  {BF*+2AF.BF)—(CG*+2BG.CG) 
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ODd  da  constroctioiismissig  BF^  CO  und  AF^BG^  so  ergiebt 
die  Snbtraction  einen  positiven  Ueberschoss,  woraus  folgt: 


abo: 

AG»  >  BH^ 

?)  Fig.  2. 
Denn: 

AG>  BH 
BH  >  AG. 

BH^^ 

'-  AF^+BC^ 

AG*^ 

AB^+BG»    snbtrahirt: 

BH^-'AG^  —  (AF^'-AB^)'-(BG^'-BC^) 
Da 

AF^^  {AB  +  BF)^ 

BG^  -  (BC+  CG)* 
80  ist: 

BJI«  —  ^6?»—  (BF*+2AB.BF)-'{CG*+2BC.CG). 

Schlnss,  wie  nnter  lit.  a): 

BH*  >  AG* 

abo: 

il(7  and  BH  können  also  beim  Rechteck  nicht  gleich  sein,  daher 
aach  nicht  KL  und  LM. 

JKLM  ist  folglich  im  Rechteck  Rhomboid. 

Anm.  AG  und  ^H^  können  nur  dann  gleich  werden,  wenn  sie 
sich  zu  AC  und  BD  als  Diagonalen  von  ABCD  vergrössem  resp. 
Terkleinem,  in  welchem  Falle  JKLM  im  Mittelpunkt  M  verschwindet 

Zusatz  3.  Wenn  das  Yerhältniss  der  Quote  zur  Seite  in  einem 
arithmetischen  echten  oder  unechten  Bruche  gegeben  ist,  und  wir  die 
Zahlen  desselben  n  und  m,  die  Differenz  beider  diff  nennen,  so  ist: 

JKLM         diff» 
ABCD'"  ffl+m* 

Ist  also  —  =  i,  so  verhalten  sich  die  Parallelogramme  zu  ein- 
ander wie 

\%J^2*  ■"* 

d.  h.  JKLM  ist  ein  Fttnfteil  von  ABCD^  und  dieser  Fall  war  grade 
der  der  Uebnngsaufgabe. 

Igt  -  -=  1,  80  ist: 

JKLM'^^  ^1^1%   -  A  -=  \ABCD. 
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Es  ist  arithmetisch  offenbar,  dass  das  Resultat  dasselbe  bleibt, 

n  n 

ob  nun  —  «=»  i  oder  f,  ob  —  -» |  oder  f  ist;  zur  geometrischen  Klar- 
stellung genügt  ein  kurzer  Blick  auf  Fig.  2.  In  derselben  v^hält 
sich  constructionsmässig: 

AF        BO 

AB  ""  BC 
femer  aber: 

BG       BC 

AB  ^  BG 

BO  AF 

-j^  ist  also  die  Umkehrung  von  -jö*    Verhält  sich  nun,   wie  es  in 

A  W  Jif^ 

der  Fig.  2.  wirklich  der  Fall  ist,  -j^  «  f ,  so  verhalt  sich  -^-g  «  j ; 

ebenso  muss  CR  =»  ^BC  u.  s.  w.  sein.  In  beiden  Fällen  aber  er- 
giebt  sich  dasselbe  Resultat:  JKLM, 

JKLM  AG*  BF* 


ABCD       AB*+BG*  ~  AB*+AF*' 


n 


Man  kann  daher,  gleichviel  ob  in  —  das  eine  oder  andere  im 


m 


Fall  der  Ungleichheit  grösser  ist,  die  Satzformel  auch  dahin  stellen: 

JKLM      (n  —  m)*  (m  —  n)* 

ABCD^  n*+m*      ^^®^     m*  +  n* 

Denn,  wenn  auch  m  —  n  negativ  wird,  so  ist  das  Quadrat  doch 
positiv  und  dasselbe. 

Zusatz  4.    Wenn  das  Yerhältniss  der  Quote  zur  Seite  ist  wie 

:r,  so  fällt  AG  mit  AB^  BH  mit  BC  u.  s.  w.  zusammen;  die  beiden 

Parallelogramme  sind  gleich  und  decken  sich.  Je  grösser  von  da  an 
das  Yerhältniss  wird,  desto  kleiner  wird  das  innere  Parallelogramm*^ 

bei  r  wird  es  gleich  Null.    Bei  weiterem  Wachsen  des  ersteren  nimmt 

dasselbe  zu,  jedoch  kann  es  nie  wieder  die  Grösse  des  äusseren  er- 
reichen. Mit  Ausnahme  jener  beiden  besonderen  Fälle  also  bildet 
das  Yerhältniss  des  inneren  zum  äusseren  Parallelogramm  stets  einen 

echten  Bruch,  der  mit  -  bezeichnet  werden  mag. 

Wird    nun    die  Aufgabe   gestellt,    aus   dem    bekannten   Bruch 


-  den  Quotenbruch  —  oder  dessen  * — j-'-i-.-* 

q  m 

ZU  construiren,  so  wissen  wir,  dass 


-  den  Quotenbruch  —  oder  dessen  Aequivalent  —  zu  berechnen  und 

q  ^  m  ^  n 


MÜgtltilien   Utbaagtatifgabe 

p  —  diff» 
iiiff=  Vp 


Nehmen  wir  nun  beliebig  an,  dass  m  im  Fall  di 
grossere  Zahl  bedeute,  so  ist: 


m»+(m-diff)«  =  g 
B»»  — 2diffm-|-diff»  —  g 


»-idit-l/ö+tp 

V^i-p+Vp 

2 

Vig-f-Vp 
» 5 

Wenn  p  in  dem  gegebenen  Brach  -  nicht  an  sich 
einer  ganzen  Zahl  ist,  so  tut  man,  nm  wenigstens 
sein  za  lassen,  got,  den  Brach  mit  p  zu  mnltipli 
der  Bruch  ^  gegeben,  no  TergrOSBert  man  ihn  zn 

y68=l+2       . 
m  —  —— 2 —       —ö 

„ 2  ^ 

Der  Qnotenbrach  ist  also  entweder  |  oder  g. 

Nnn  wird  aber,  wenn  2q — p  nicht  selbst 
ganzen  Zahl  ist,  y2q — p  irrational  sein ,  und  die 
den  bei  weitem  nteislen  Fällen  statt 

Die  Constmction  ist  darum  doch  immer  mfif 
nod  p  absolute  ganze  ^f^iifi  und.    Denn  dann  ist 
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Zahl,  und  die  Wurzel  daraus  ziehen,  heisst  geometrisch:  Die  Mittel- 
proportionale zwischen  der  die  Zahl  darstellenden  Linien  and  1  finden. 
Die  1  aber  ist  die  gegebene  und  quotisirende  Seite,  deren  im  Recht- 
eck zwei  verschiedene  sind.  Ist  also  z.  B.  das  Rechteck  ABCD  ge- 
geben und  soll  -  =  ^  des  Rechtecks  sein,  so  ist: 

m  =.  ^  ^    -  1,822875655  . .  . 

n  «        2^  -  0,822875655  . .  . 

n       0,822875655   .  .  . 
m  ""  1,822875655  .  . . 

m       1,822875655  .  . . 
n  *"  0,822875655  .  .  . 

Die  Gonstruction  ist  an  AB  und  BC  in  gleicher  Weise  zu  machen. 
Man  sucht  die  Mittelproportionale  zwischen  der  Seite  und  ihrer  7- 
fachen  Länge,  setzt  bei  m  die  Seite  zu,  bei  n  ab  und  halbirt  das 
Resultat.  Dann  hat  man  zwei  Linien,  welche  n  und  m  entsprechen, 
und  findet  die  Quotenabschnitte,  in  dem  man  setzt: 


m       AB  oder  BC 

m       AB  oder  BC 
n  X 

Natürlich  braucht  man  nur  eine  der  Quotenabschnitte  zu  conatmiren, 
weil  die  Ecktransversalen  nach  Zusatz  3.  und  Figur  2.  in  gleicher 
Richtung  liegen. 

In  manchen  Fällen  ist  die  Gonstruction  noch  einfacher,  z.  R 
wenn  -  -«  ^  oder  4  ist.  Im  ersteren  Falle  liefert  die  Chordomctrie, 
im  zweiten  der  goldene  Schnitt  die  nötige  Hülfe. 

Ißt  -  =  i,  so  ist: 

a 

V34-1 
n»  «        2       *"  1>3660254  . . . 

n  «        2^  ^  0,3660254  .  .  . 

Die  Quotenabschnitte  verhalten  sich  also  zu  der  quotisirenden 
Seite,  wie: 


1,3660 

0,3660 

Setzt  man  in  beiden  Fällen  i 
0,2679 

oder: 

8,73a0 

Nnn  ist  aber,  1,7320&08  . . . 
venn  r  —  1  ist,  nnd  0,26791919  i 
DorcbmeBsera  —  2.  Beschreibt  t 
den  Seite  als  r  einen  Kreis,  so  i 
Dnrcbmessere  der  kleinere,  die  S^ 
abschnitt 

Im  zweiten  Falle,  wenn  -  = 
m  =  — 2 

ys-i 

"—       2       ~ 

Die  Qnatenabschnittfl  Terhal' 

Seite,  wie: 

0,61803 
1,61803 

oder; 

1,61803 
0,61803 

Setzt  nuD  in  bdden  Fillen  < 

0,38196 


Wir  haben  es  )äer  also  nt  ( 
0^966011  . . .  irt  der  Ueiiiese, 
d«a  goldenen  Scimitta  Ton  L    IHe 

Diese  Betnehtng  Ohrt  n  d 


•  -•■ 
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Mittelst  vier  aus  den  Ecken  eines  Rechtecks  zu  ziehen* 
Geraden  unmittelbar  ein  inneres  homocentrisches  Paralle> 
logramm  herzustellen,  dessen  Inhalt  ein  Drittteil  des  Recht* 
ecks  ist. 

Fttr  das  Rechteck  ist  nämlich  die  Lösung  nur  durch  den  golde- 
nen Schnitt  möglich,  während  es  für  das  Quadrat  in  allen  FäDeD 
noch  eine  andere,  obwol  etwas  weitläufigere,  Art  der  Lösung  giebt, 
weil  (Fig.  3.  und  4.)  die  Winkel  um  J,  JT,  L  und  M  rechte  sind. 
Soli  z.  B.  JKLM  »  \ABCD  sein,  so  sind  die  congruenten  Dreiecke 
ABLy  BCM  u.  8.  w.  je  =  J^,  und  können,  weil  ^  i,  ^  Jl£  u.  s.  w. 
rechte  sind,  construirt  werden.  Führt  man  dann  z.  B.  AL  nach  G 
fort,  so  hat  man  den  gesuchten  Quotenabschnitt  Die  Berechnung 
der  inhaltsgleichen  Nebendreiecke  ABL  u.  s.  w.  ist  auch  für  das 
Rechteck  möglich,  aber  nicht  in  derselben  Weise  die  Gonstruction, 
weil  der  rechte  Winkel  fehlt. 

Zusatz  5.  Was  den  praktischen  Nutzen  des  Satzes  anbetrülit, 
so  wird  dadurch  die  Construction  bestimmter  Flächenteilo  in  vielen 
Fällen  ausserordentlich  erleichtert,  weil  es  nicht  nötig  ist,  die  Seite 
in  so  viel  Teile  zu  verlegen,  als  der  geforderte  Flächenteil  anzeigt 
Wir  wollen  einige  solcher  Flächenteile  angeben.    Die  obere  Reihe 

n  p 

drückt  — ,  die  untere  -  aus. 

mr  q 

a)  Die  Die  Differenz  zwischen  n  und  m  sei  1: 

n.   123456789^ 
m'       23466789  10^^^' 


P. 


q        5     13     25     41     61     85     113     145     181 
b)  Die  Diff.  sei  2 : 


n.       12345678^^ 
m'      3466789     10     11 


etc. 


\b)     20  W  34Vi7/  52\13/  74X37^  100  \25; 


ö*   10 


130 


(1)     ±(1\     ±.(1.) 

\eb)  164  v4i;  202V101/ 
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c)   Die   IHff.  sei  3: 


f» 


12         3        45678 


m        4      5         6         7       8     9      10      11       12    ®*^ 


p.        9^       9^      9^ 
q'        17      29     45 


V5/     65    89     117  Vl3/     149     185     225  \25/ 


I>arc1i  Teilung,  Yervielfältigong  und  Combination  der  Rosultato 
könnte   der     praktische  Geometer  noch  mancherlei  Vorteile  gewinnen. 

Dabei  dürfte  es  sich  in  vielen  Fällen  empfehlen,  statt  der  klei- 
neren Abschnittsquote  ihr  Umgekehrtes  zu  wählen,  also  z.  B.  f  statt 
\^  f  statt  i^,  I  statt  I,  ^  statt  ^  u.  s.  w. ,  weil  dadurch  die  Teilung 
der  Seite   entweder  umgangen  oder  vereinfacht  wird. 

Hannover,  Juni  1882. 

Schnell,  Dr. 


T«il  I«XX. 
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XIIL 

Ausdehnung  einiger  elementarer  Sätze 
über  das  ebene  Dreieck  auf  Räume  von  beliebig 

viel  Dimensionen. 

Von 

R.  Mehmke. 


Nachstehende  Mitteilung  enthält  eine  Ausdehnung  mehrerer  S&tze 
der  elementaren  Geometrie,  nemlich  des  sog.  Euler*schon  Satzes  über 
das  ebene  Dreieck,  des  Höhenschnittpuuktsatzes  sowie  der  Feaerbach- 
sehen  Sätze  über  den  Kreis  der  neun  Punkte  auf  Räume  von  beliebig 
viel  Dimensionen. 

Die  geeignetsten  Methoden  für  Untersuchungen,  wie  diese,  scheint 
mir  die  Rechnung  mit  geometrischen  Grössen  zu  liefern.  Ausser  der 
schon  von  Möbius  gelehrten  Addition*)  von  Strecken  wird  im  Fol- 
genden keine  andere  geometrische  Verknüpfung  zur  Anwendung  ge- 
langen, als  die  von  Grassmann  erfundene  „innere"**)  Maltipli- 
cation  von  Strecken.  Für  Solche,  welche  mit  den  eben  erwähnten 
geometrischen  Rechnungsarten  nicht  vertraut  sind,  mögen  einige  kurze, 
zum  Verständniss  des  Folgenden  jedoch  hinreichende  Bemerkungen 
über  das  Rechnen  mit  Strecken  vorausgeschickt  werden. 


*)  8.  Möbins,  Mechanik  des  Himmels,  1843. 

♦•)  S.  die  Vorrede  za  Grassmann's  „linealer  Ausdehnungslehre"  von  1 844, 
Seite  XI;  ferner  die  „Geometrische  Analyse«,  gekrönte  Preisschrift,  1847; 
endlich  die  „Ausdehnungslohre"  von  1862,  Kap.  4  und  Kap.  5,  §  7.  Unab- 
hängig Yon  Grassmann  ist  das  innere  Product  zweier  Strecken  (unter  dem 
Namen  „geometrisches"  Product)  von  Resal  in  seiner  „Cin^matique  pure", 
I86S,  aufgestellt  worden. 
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Unter  Strecke  ist  hier  immer  ein  durch  zwei  Punkte  begreniter 
Teil  einer  Geraden  Ton  bestimmter  Länge  and  Richtung  verstanden. 
Die  Addition  mehrerer  Strecken  geschieht,  indem  man  jene  Strecken 
(in  beliebiger  Reihenfolge)  ohne  Aendemng  ihrer  Länge  und  Richtung 
so  an  einander  fügt,  dass  der  Anfangspunkt  jeder  folgenden  Strecke 
in  den  Endpunkt  der  vorhergehenden  fällt;  die  neue  Strecke,  welche 
vom  Anfangspunkt  der  ersten  nach  dem  Endpunkt  der  letxton  Strecke 
gezogen  werden  kann,  stellt  alsdann  (nach  Länge  und  Richtung)  die 
Summe  der  gegebenen  Strecken  vor.  Eine  Strecke  wird  mit  einer 
beliebigen  reellen  Zahl  multiplicirt,  indem  man  ihre  Länge  mit  jener 
Zahl  multiplicirt,  ihre  Richtung  aber  entweder  unverändert  lässt,  oder 
in  die  entgegengesetzte  verwandelt,  je  nachdem  die  gegebene  Zahl 
positiv  oder  negativ  ist  Unter  dem  „ inneren ^^  Product  zweier 
Strecken  versteht  man  nach  Grassmann  das  Product  aus  der  Länge 
der  einen  Strecke  und  der  Länge  der  Projection  der  zweiton  Strecke 
auf  die  erste  und  zwar  mit  positivem  oder  negativem  Zeichen  ge- 
nommen, je  nachdem  die  Richtung  der  Projection  mit  der  Richtung 
der  Strecke,  auf  welche  projicirt  wurde,  übereinstimmt,  oder  nicht. 
Wir  bezeichnen  im  Folgenden  das  innere  Product  zweier  beliebiger 
Strecken  a  und  b  einfach  durch  ab. 

Die  innere  Multiplication  hat  mit  der  gewöhnlichen  arithmetischen 
die  Yertauschbarkeit  der  Factorcn  gemein.  *Zwei  von  Null  verschie- 
dene Strecken  geben  dann  und  blos  dann  ein  verschwindendes  inneres 
Product,  wenn  sie  normal  zu  einander  sind. 

Um  die  Rechnung  mit  Punkten  entbehrlich  zu  machen,  kann  man 
in  folgender  Weise  die  Punkte  auf  Strecken  znrttckfäbren.  Man 
nimmt  einen  festen  Punkt  O,  den  „Ursprung ^^  beliebig  im  Baume 
an  (wir  denken  uns  den  Raum  je  nach  Bedflrfniss  mit  beliebig  viel 
Dimensionen  begabt)  und  ersetzt  jeden  gegebenen  Punkt  P  dorcb  die 
vom  Ursprung  nach  ihm  gezogene  Strecke  OP.  Wir  bezeichoen  die- 
selbe stets  mit  dem  zugehörigen  kleinen  Buchstaben  (als  p)  und  nennen 
öe  den  „Träger**  des  gegebenen  Punktes  P.  Ist  der  Träger  ge- 
geben, so  ist  auch  der  zugehörige  Punkt  nnzweidentig  bestimmt 
Fär  die  Anwendnng  des  Vorhergehenden  ist  die  Kenntniss  folgender 
Hil&sätze  erforderlich. 

yfiie  Stredie,  welche  zwei  gegeU-ne  Pnnkte  P  ond  Q  verbindet, 
»ist  nach  Länge  ond  Richtung  d^  UiSerenz  (q—pß  der  zu  jeoea 
„Punkten  gehdrigea  Tri^r  gleich.'' 

Denn  es  ist 
aber 
folgtieh 

Pk^  OU—OP^q-^p, 
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Ferner: 

„Der  Träger  des  Punktes  C,  welcher  die  VerbindnngBStrecke  j 
„zweier  gegebenen  Punkte  A  and  B  in  gegebenem  Verh&ltniss  ß:a  \ 
„teilt,  ist  gegeben  durch  die  Gleichung  -j 

Denn  man  hat 

((?  —  a):{b  —  c)  =»  |5:«, 

woraus  die  eben  geschriebene  Gleichung  folgt 

Umgekehrt  hat  das  Bestehen  jener  Gleichung  zur  Folge,  dass 
der  Punkt  C  gegen  A  und  B  die  angegebene  Lage  einnimmt.  Ohne 
Mühe  ergiebt  sich  aus  dem  vorhergehenden  Satze: 

„Der  Träger  des  Schwerpunkts  einer  Anzahl  gegebener  Punkte 
„(jeder  mit  dem  Gewicht  1  versehen  gedacht)  ist  gleich  dem  aritii- 
„metischen  Mittel  aus  den  Trägem  der  gegebenen  Punkte." 


I. 

Yerallgomeincrung  des  Euler'schen  Satzes. 

Der  Euler'sche  Satz  vom  ebenen  Dreieck,  welcher  aussagt,  dass 
Schwerpunkt,  Höhenschnittpunkt  und  Mittelpunkt  des  Umkreises  in 
einer  Geraden  liegen,  kann  in  folgender  Weise  verallgemeinert  werden. 

Hat  ein  n-Eck  A^A^.,,An  in  einem  Raum  von  (n — 1) 
Dimensionen  die  besondere  Beschaffenheit,  dass  die  n 
„Höhen"  desselben  sich  in  einem  Punkt  ^  schneiden, 
(unter  „Höhe"  eine  Gerade  vorstanden,  welche  durch  eine  Ecke  senk- 
recht zum  Verbindungsraum  der  (w  —  1)  übrigen  Ecken  gezogen  wer- 
den kann),  so  liegt  der  „Höhenschnittpunkt"  i^in  gerader 
Linie  mit  dem  Schwerpunkt  S  der  Ecken  A^^  A^^  ...  Au 
sowie  dem  Mittelpunkt  M  des  kugelähnlichen,  dem 
n-Eck  umschriebenen  Raumes  von  (n  —  2)  Dimensioen; 
und  zwar  teilt  S  die  Strecke  HM  imVorhältniss  2: («—2). 

Beweis.  Seien  Ai  und  Ak  zwei  beliebige  der  Ecken  A^^  A^, ...  Am. 
M  hat  gleichen  Abstand  von  allen  Punkten  A^  z.  B.  auch  von  Ai  and 
Aji.  Folglich  steht  die  gerade  Linie  von  M  nach  dem  Halbirungs- 
punkt  der  Strecke  AiAi  senkrecht  auf  letzterer,  d.  h.  es  findet  die 
Gleichung  statt: 

oder 

1)  {oi  —  ak)  (flv+ ajk  —  2m)  —  0. 
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glinie  des  HtthenscbDittpaDktes  H  mit  irgend  eiuer 
echt  aaf  dorn  Verbind  an  gsraam  der  (n—  1)  Übrigen 
hf&llg  anf  jeder  in  letzterem  Raum  befindlichen 

_  , AiAt,  wenn  ■  und  k  beide  von  l  verBchieden  sind. 

Folglich  igt 

2)  (a*-a*)(<H-»)  =  0. 

In  dieser  Gleicbnng  hat  /  aftmmtliche  Werte  von  1  bis  n  (i  und  k 
uisgenoiDnien)  aozanebmen,  was  im  Ganzen  (»  — 2)  Gleichungen 
liefert  Denkt  man  sich  letztere  alle  geschrieben  und  zu  1)  addirt, 
■0  kommt: 

(«.-ai)K  +  a.+  -+<^-2».-C«~2)A)  =  0, 

oder  mit  Einfllhrang  des  Schwcrpanktes  S,  far  dessen  Träger  «  die 
Gleichling 

n,-a,  +  a,  +  ...  +  an 
besteht: 

3)  («— oOC-w— 2m  — (n  — 2)A)  —  0. 

Oiebt  man  in  dieser  Gleichung  t  nnd  k  alle  möglichen  Worte,  so 
Indert  sich  die  Grösse  in  der  zweiten  Klammer  nicht.  Folglich  mnss 
dieselbe  verschwinden,  denn  andemfalle  wäre  durch  sie  eine  Strecke 
dargestellt,  welche  die  nnsianige  Bedingung  erMlte,  gleichzeitig  anf 

illen  — ä —  „Kanten"  AiA^  senkrecht  zu  stehen.    Daher  wird 

4)  n.-2m  +  (n-2)Ä, 
womit  der  oben  aufgestellte  Satz  erwiesen  ist. 

Fflr  n  —  4  ist  der  Satz  bekannt    Er  lautet  in  diesem  Fall: 

„Schneiden  sich  die  Höhen  eines  Tetraeders  in  einem  Pnnkt,  so 
„liegt  der  Schwerpunkt  des  Tetraeders  in  der  Mitte  zwischen  dem 
„Höhenschnittpankt  und  dem  Mittelpunkt  der  umbcschriebcuon  Kugel." 


Verallgemeinerung  des  Satzes  vomHöhonechnittpunkt 

Schneiden  sich  die  „Hoben"  eines  allgemeinen  n-Ecks  im  Raum 
TOD  (n— 1)  Dimensionen  nicht  in  einem  und  demselben  Punkt,  so 
giebt  es  fflr  das  n-Eck  einen  merkwürdigen  Punkt,  welcher  in  ge- 
wisser Beziehung  die  Stelle  des  verloren  gegangenen  HOhenschnitt- 
pnnktes  Tcrtritt.  Es  gilt  nämlich  folgender  Satz,  welcher  als  ein 
Analogon  des  Satzes  vom  HöbenschnittDUikt  im  ebenen  Dreieck  be- 
trachtet werden  kann; 


L 
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Hat  man  in  einem  Raum  (n  —  l)ter  Dimension  ein 
n-Eck  AiAf...An,  (dessen  Ecken  in  keinem  Kaum  niederer  Dimen- 
sion enthalten  sind),  nnd  legt  man  durch  den  Schwerpunkt 
Ton  jedesmal  (n  — 2)  der  Ecken  einen  Ranm  (n  — 2)tor 
Dimension  senkrecht  zur  Verbindungslinie  der  beiden 

ührig  bleihondon  Ecken,  so  haben  die  -  0- — anf  diese 
Weise  entstandenen  Räume  einen  einzigen  Funkt  ge- 
mpinscbaftlich.  DieserFunkt,  er  heisse  X,  liegt  mit  dem 
Schwerpunkt  S  der  Ecken  ^„  A^,  ...  A„  sowie  dem  Mit- 
telpnnkt  M  des  um  die  Ecken  beschriebenen  kagel- 
fthnlichen  Raumes  (n  —  2)ter  Dimension  in  gerader 
Linie,  and  zwar  teilt  iS  die  Strecke  XM  im  Terhftltaiss 
2:(n-2). 

Beweis.  Stellt  im  Ranm  (n  — l)ter  Dimension  X  einen  T(r- 
änderlichen  Fnnkt  eines  Ranroes  von  (n  —  2)  Dimensionen  dar,  welch 
letzterer  einen  gegebenen  Punkt  A  enthält  und  ausserdem  zu  einer 
gegebenen  Strecke  b  normal  ist,  so  stehen  offenbar  die  Strecken 
XA  —  a  —X  und  6  senkrecht  aufeinander.    Folglich  stellt 

die  Gleichung  jenes  Raumes  (n  — 2)ter  Dimension  vor.  Auf  nnseren 
Fall  angewendet,  ist  z.  B. 

('h+<»»4--+'^-l+'«+l+"+a*-l+«+l+-+«"— (n— 2)i){a,— o»)— 0 

die  Gleichung  des  Ranmes  —  er  heisse  Ra  — ,  welcher  zur  Vcrbin- 
duogSBtrccke  von  Ai  nnd  At  normal  ist  und  den  Schwerpunkt  der 
(n  — 2)  Übrigen  Ecken  enthält  Fuhrt  man  den  Schwerpunkt  S 
flämmtlicher  Punkte  Aj,  A^,  ...  A^  ein,  für  dessen  Tr&ger  die  Glei- 
chung stattfindet: 

»*  =  «.  +  <■.  +  ■■■  +  =-, 
so  geht  die  obige  Gleichung  über  in: 
1)  (m  — fl.  — o.~{n-2)a:)(a,-«i)  =  0 


(„_(„_2)i)(a,— «)-(«-'-<!**) -0. 

eife  uun  von  den  — -x —  Kanten  AiAi  irgendwie  n  horaos, 

dasB  jede  mit  der  vorhergohcoden,  die  letzte  wieder  mit  der 
zusammenstösst  (indem  man  z.  B.  dem  Zablonpaar  t,  k  die 
1,  2;  2,  3;  ...  n,  1  erteilt);  dann  lehrt  t:in  Blick  anf  Glel 
I),  dass  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  der  zn  jenen 


Kanten        1 
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gehörigen  Bäame  Rat  Null  zur  Snmmo  geben.  Wenn  folglich  x 
(s— 1)  jener  Gleichungen  befriedigt,  so  geottgt  es  auch  der  letzten, 
d.h.  der  Schnittpunkt  X  von  irgend  (»  —  1)  der  betrachteten  Räume 
Rik  gehört  auch  dem  nten  an.  Der  erste  Teil  der  Behauptung  ist 
damit  bewiesen.  Zufolge  61.  1)  der  vorhergehenden  Nummer  erfüllt 
der  Träger  von  M  die  Gleichung 

(ai-^-ak  —  2m)  (oi  —  ak)  =  0. 

Addirt  man  letztere  zu  Gl.  1)  dieser  Nummer,  so  ergiebt  sich 

(rw  — 2m— (n  — 2)a;)(a,  — a*)  =0. 

Durch  Wiederholung  eines  in  der  vorigen  Nummer  angewendeten 
Schlusses  folgt  hieraus: 

3)  w«  —  2m+(n  — 2)«, 

somit  auch  der  letzte  Teil  des  Satzes  bewiesen  ist 

Besitzt  das  n-£ck  einen  Höhenschnittpunkt,  so  fällt  derselbe 
offenbar  mit  dem  Punkte  X  zusammen. 

Für  n  »  4  ergiebt  sich  der  bekannte  Satz: 

„Halbirt  man  die  6  Kanten  eines  Tetraeders  und  legt  durch  jeden 
„der  Halbirungspunkte  eine  Ebene  senkrecht  zur  gegenüberliegenden 
„Kante,  so  schneiden  sich  diese  6  Ebenen  in  einem  Punkt;  zwischen 
„diesem  und  dem  Mittelpunkt  der  dem  Tetraeder  umschriebenen 
„Kugel  liegt  der  Schwerpunkt  des  Tetraeders  in  der  Mitte."  (S. 
Flemming  „Ueber  einen  Satz  vom  Tetraeder",  Grunert's  Archiv  Bd.  X). 


m. 

Verallgemeinerung  einiger  Sätze  über  den  Feuerbach« 

sehen  Kreis  der  neun  Punkte. 

Sei  wie  in  den  vorhergehenden  Nummern  AiAf,,,An  ein  allge- 
meines n-Eck  im  Raum  von  (n  —  1)  Dimensionen.  Der  Schwerpunkt 
sämmtlicher  Ecken  heisse  wie  früher  S,  während  mit  8i  der  Schwer- 
puikt  derjenigen  (n  —  1)  Ecken  bezeichnet  werden  möge,  unter  welchen 
Ai  fehlt.  Der  kugelähnliche  Raum  von  (n— 2)  Dimensionen,  welcher 
durch  die  n  Schwerpunkte  Si^S^, ...  Sn  hindurch  gelegt  werden  kann, 
soU  der  zum  gegebenen  n-Eck  ^i,  ^s, ...  An  gehörige  Feuerbach- 
scheRaum  genannt  werden.  Dann  bestehen  die  nachfolgenden  Sätze: 

a)  Der  Mittelpunkt  Fdes  Feuerbach'schen  Raumes, 
derSchwerpunkt  S  sowie  der  Mittelpunkt  **  *  ^  das 


1 
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gcgobcne  n-Eck  begcbriebenenkngelähnlichen  Raames 
{»  — 2)ter  DtiDGiisioo  liegen  in  gerader  Linie  and  zwar 
teilt  S  die  Strecke  YM  im  VerbältDiss  1:(r— 1). 

b)  Die  Strecken  SiY  and  MAt  (t— 1,  2,  ,.,n)  sind  gleich 
gericbtet  and  die  letztere  ist  das  (n — 1) fache  der  ersten. 
Hierin  liegt  zugleicb  der  Satz:  Der  Halbmessor  des  am  das 
n-Eck  beschriebenen  kagolähnlicben  Raumes  ist  (n  — I) 
mal  so  groBB  als  derjenige  des  Feuerbach'schon  Raomes. 

c)  Schneiden  sich  die  Höben  des  n-Ecka  A^^  A^,...A* 
in  einem  Pnnkt,  sogobtderFenerbach'schcRaQmdarch 
dieFnsspankto  der  n  Höben  nnd  teilt  die  obo res  Hühen- 
abscboitto  sämmtlich  im  VerhftltniBS  l:(n  — 2). 

Beweis  zn  a). 

Man  hat 

n»  =  (i,  +  a,  +  ...  +  o„, 
1)       (n-lK -«,  +  «,  +  . ..  +  «.-i  +  <.(+l  +  ...  +  a»  =  n*  —  «, 

Y  als  Mittelpunkt  des  Fenerbach'schen  Ranmcs  bat  gleichen  Abstand 
von  S(  und  S*  (i,  A  =  1,  2,  ...  n)  oder  die  Strecke  SSk  steht  senk- 
recht auf  der  VerbindDOgslinie  von  F  mit  dorn  Halbimngspanht  jener 
Strecke.    Daher  ist  fOr  jedes  Wertepaar  t,  h 

(«-..)('4^-»)-o. 

Hieraus  folgt  durch  Einsetzen  der  Werte  fflr  u  und  n  ans  Ol.  1) 

(a,  — aj,)(2r»~a.  — «i  — (2n  — 2)y)  =  0. 
Nach  Gl.  1)  der  ersten  Nnmmer  bat  man 

{a.— «}(<ii+oj,  — 2m)  =  0. 
Addition  beider  Gleicbangen  folgt 

Ca,~«)(n.-m-(n-l)y)  =  0. 

tcrc  Gleichung  fttr  jedes  Wertepaar  i,  k  besteht,  so  mues  aaci 
wiederholt  angewendeten  Scbluss  die  von  >  und  k  nnabbSngiKC 
in  der  zweiten  Elammcr  verschwinden,  d.  b.  man  erhält 

M  -•  m-J-(n— l)y,  W.  Z.  b.  W. 

iweis  zu  b). 

.  nach  1) 
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80  folgt  aus  Ol.  2) 

3)  (n  -  1)  (y  —  Si)  =  (oi  —  m), 

was  den  nnter  b)  aasgesprochenen  Satz  beweist. 

Beweis  zn  c). 

Es  sei  Bi  deijenige  Pnnkt,  welcher  den  oberen  Höhenabschnitt 
HAi  im  Vcrhältniss  l:(n  — 2j  teilt,  also 

4)  (»  — l)6.  =  a,  +  (n  — 2)Ä. 

Dnrch  Elimination  von  m  ans  GL  2)  dieser  und  Ol.  4)  der  ersten 
Nummer,  nämlich  ans  den  Gleichungen 


ns  «■  m"\-(n  —  l)y     und 
ns  —  2TO+(n  — 2)Ä 


ergiebt  sich 
oder  da 


(2n  — 2)y  «  ii«+(n  — 2)Ä, 

ns^  (n— IK+arf    (Gl.  1)), 
(2n  -  2)y  -=  (n  -  l)si+ai -f  (n  -  2)Ä, 

oder  mit  Hilfe  von  Ol.  4) 

5)  2y  =  «.•+*if. 

Somit  ist  F  der  Halbirungspunkt  der  Strecke  SiBi^  oder  ^«  ist  der 
andere  Endpunkt  von  dem  durch  Si  gezogenen  Durchmesser  des 
Feuerbach'schen  Raumes. 

Bezeichnet  Hi  den  Fusspunkt  der  von  der  Ecke  Ai  auf  den  Ver- 
bindungsraum der  übrigen  Ecken  gefällten  Höhe,  so  ist  Hi  die  Spitze 
ein^  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Hypotenuse  SiBi  einen  Durch- 
messer des  Feuerbach'sehen  kugelähnlichen  Raumes  bildet.  Folglich 
ist  auch  Bi  ein  Punkt  jenes  Raumes. 

Man  bemerke,  dass,  im  Fall  ein  Höhenschnittpunkt  nicht  vor- 
handen ist,  an  Stelle  der  Punkte  Bi  diejenigen  Punkte  treten,  welche 
die  Abschnitte  XAi  im  Verhältniss  l:(n  — 2)  teilen,  unter  X  den  in 
der  letzten  Nummer  eingeführten  merkwürdigen  Punkt  des  n-Ecks 
verstanden. 

Für  n  =  3  ergeben  sich  allbekannte  Sätze  über  den  Feuerbach- 
»chen  Kreis  der  9  Punkte. 

Für  n  =  4  erhält  man  folgende,  ebenfalls  bekannten  Sätze: 
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„Ist  ein  beliebiges  Tetraeder  gegebe: 
„FGQorbach'achG  Kugel  diejonigc,  wdcbe 
„der  Seitenflftchen  des  Tetraeders  geht,  sc 
„der  Feuerbacb'scbea  Eugel,  der  Schwerpi 
„der  Mittelpnukt  M  der  dem  Tetraeder 
„ciDer  Geraden  aod  zwar  teilt  S  die  Strecl 
„der  Halbmesser  der  nmbescbriebeaeo  Ko 
„derjenige  der  Fenerbach'scben  Kugel.  Ist 
„von  der  Beschaffenheit,  dass  seine  Höhe 
„selben  Pnnkt  B  Bcbneiden,  so  eutbält  die 
„Fasspankte  der  Höben  sowie  diejenigen  ] 
„Höhenabschnitte  im  Vorb&ltniss  1:2  teil 
„Abscbnitto  an  H  liegen)." 

Stuttgart,  April  1883. 


XIV. 

Miscellf 


iDterrotlon  einifer  partieller  ] 
zweiter  Ordni 

Bei  der  Integration  gewöhnlicher 
dio  Methode  hHofig  znr  Anwendung, 
nach  der  unabhängigen  Variabelcn  difi 
haltene  Gleichung  kann  leichter  integi 
liehe.  Zwischen  den  Qherzähligen  In 
eine  Relation,  die  erhalten  wird,  indei 
in  die  gegebene  Oleichnng  einsetzt 

Dass  dieaelbo  Methode  auch  bei  pa 
zweiter  Ordnung  in  manchen  Fällen  : 
einigen  Beispielen  zeigen. 

1.    Die  partielle  Differentialgleicha 

vo  Oj,  o,,  h,,  bt  gegebene  Functionen 
tiell  differentürt: 

*)  Pt  9i  •"•  'i  '  bfMlchnea,  wie  gcwohi 
■icllen  DiBerentialqaaüeiiten  Ton  >  nnch  x  ui 


eine  partiello  DifferontialgleichuDg  dritter  Ordnang,  die  integrirt  wer- 
den kann,  sobald  a„  o,,  61,  &,,  /  gegeben  sind. 

Z.  B.  wenn  /  —  7 — XT   ind  a,,  o,,  d„  i,,  e  Constaaten  sind, 
wird  dae  Integral: 


>  =  /T  J«  *''"^'''  <te»  -f  iT  I',  -h  r. 


wo  f  eine  beliebige  Function  von  x,  Y^  nnd  ¥,  beliebige  Fonctionen 
Ton  s  sind. 

Da  aber  «  ein  Integral  von  I.  sein  soll,  erbult  man  dio  Relation 
zwischen  fi  nnd  y%: 

»■^-»•^+">'''-°' >■•+"-'' 

2.    Die  partielle  Differentialgleicbang: 

wo  a  eine  Constante,  r  eine  Function  von  y  ist,  giebt  nach  x  par- 
tiell differcntiirt : 

und  81  particUe  DiffcrcnUalon  mit  der  Bedingung  x  •=  const.  sind, 
inmal  integrirt 

eine  beliebige  Function  von  x  ist 

lio  Integration  kann  ToUfOhrt  werden,  wenn  a  —0  ist,   wo  es 
ilso  um  die  Integration  von 

It.    Das  Integral  wird; 

,  und  Xf  Functionen  von  x,   —  Y^  nnd  Yf  Functionen  von  y 
zwischen  welchen  die  Retatjonon  bestehen: 


'I  ■ 
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oy  ^  oy 

3.    Die  partielle  Differentialgleichang: 

wo  a  eine  Constante,  Y  eine  Function  von  y  ist,  giebt  nach  x  partiell 
differentiirt: 


!=•''"  (I+|'+'^) 


oder  mit  s  dividirt: 

dr       1^,18/, 

wo  9r  and  dp  partielle  Differentialen  mit  der  Bedingung  x  =*  const  sind. 

Diese  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  Air  r  kann 
integrirt  werden,  sobald  /  gegeben  ist 

Z.  B.  wenn  /  =  X  eine  Function  von  x  ist,  ftthre  nmn  statt 
ar,  y,  z  resp.  ^  afXdx^  -^afYdy^  az  als  neue  Yariabelen  ein.  Die 
zu  integrirende  Gleichung  wird: 

and  die  zugehörige  Differentialgleichung  dritter  Ordnung: 

dr 

Einmal  integrirt: 

r— 4p*  =  Jf    oder    ^  — Jp»  =  jr 

wo  X  eine  beliebige  Function  von  x  ist. 
Durch  die  bekannte  Substitution 

wird  die  Gleichung  Ar  ir: 

wovon  das  Integral  Ist: 

w=Y^X,+  YA 


P'^-^'^di 
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WO  Fl  und  Fg  beliebige  Functionen  Ton  y  sind,  zwischen  JT^  und  X^ 
besteht  die  Relation 


öJTj  öJTi 


also 


^^  dx  "^ 


Ji%  =™  X^ 


dx 


so  dass 


w 


und  hieraus 


p 2-Ö-«  — 2-^  — 


2K 


8 


tP 


oder  wenn  man 


/ 


einfuhrt: 


'    ^y^+yj^^ 


dx  F, 

Yi  =  9>(«)    und   Y  =  *(y) 


Partiell  nach  y  differentiirt  und  *  «=  c*  eingeführt  wird  das  ge- 
suchte Integral:  ' 

Herr  Liouville  hat  die  Gleichung  s  ^  e*  zuerst  integrirt*).  Er 
giebt  aber  die  Integrationsmethode  nicht  an,  nur  das  fertige  Integral 
durch  nachträgliche  Rechnung  verificirt. 


Klausenburg  (Ungarn),  September  1882. 


J.  Vdlyi. 


*)   Monge,   Application  de  Tanalyse  k  la  gdom^trie.     5«  Edition  par  M. 
Lionville.     Pag.  597. 


J 


224  Miicellen, 

Macht  man  also 

Fb  ^  FB 

80  muss  b  zwischen  A  und  x  fallen.    Es  ist  aber 

ß 
Dreieck  Fdb  ^  FDB   und  Wkl.  tibF «  | 

Als  Ausscnwinkol  ist  jedoch  Wkl.  dbF  >  a?  oder  ^  im   Gegensatze 
zur  Annahme.    Ebenso  kann  0  nicht  ^  »  ^^^°i  ^^^  muss 

^  «  2    und    €t  ^  ß 
sein.  Seelhoff. 


3. 

Eine  combinatorische  Definition  der  Zaiil  e. 

Unter  den  verschiedenen  besondern  Gruppen,  welche  man  aus 
dem  System  aller  Permutationen  von  n  Elementen  herausgreifen  kann, 
scheint  die  folgende,  welche  meines  Wissens  noch  nicht  ontersucbt 
worden  ist,  von  einigem  Interesse  zu  sein. 

Sei  123...n  die  Anfangsstellung  der  n  Elemente.  Unter  den 
Permutationen  derselben  wird  es  eine  gewisse  Anzahl  geben,  welche 
mit  der  Anfangsstellung  keinen  Platz  gemeinsam  haben.  Der- 
artige Permutationen  mögen  „absolute  Permutationen  der  Anfangs- 
stellung" genannt  werden.  Seien  beispielsweise  vier  Elemente  vor- 
handen und  1234  die  Anfangsstellung,  so  sind  die  absoluten  Perma- 
tationen  derselben  diese:  2143,  2341,  2413,  3142,  3412,  3421,  4123, 
4312,  4321,  also  neun. 

Alsdann  gilt  folgender  Satz: 

Der  Wert  des  Verhältnisses  der  Anzahl  aller  Permatationen 
von  n  Elementen  zur  Anzahl  der  absoluten  Permutationen  der 
Anfangsstellung  nähert  sich,  mit  wachsendem  n  der  Zahl  e,  der  Basis 
der  natttrlichen  Logarithmen. 

Sei  iV»  123 ...  n  die  Anzahl  aller  Permutationen,  N  die  Anzahl 
der  absoluten  Permutationen,  so  ist 

hm  |v  —  «  für  n  «=  00 . 
Königsberg.  Th.  Sanio. 
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XV. 


Grleichgewicht  eines  über  eine  Fläche  gespannten 
Fadens  mit  Berücksichtigung  der  Reibung. 


Von 

F.  August 


Es  ist  bekannt,  dass  auf  oiner  Fläche  die  Gleichgewichtslage 
eines  gewichtlosen  biegsamen  und  unansdehnbaren  Fadens  —  einer 
Schnur  — ,  wenn  keine  Reibung  vorhanden  ist,  and  nur  in  den  End- 
punkten Kr&fte  angreifen,  um  die  Spannung  hervorzubringen,  die 
Gestalt  einer  geodätischen  Linie  hat.  Damit  die  Gleichgewichtslage 
stabil  sei,  muss  diese  geodätische  Linie  zwischen  den  gewählten  End- 
ponkten  wirklich  relativ  Kürzeste  sein,  sich  also  nicht  durch  eine 
unendlich  kleine  Variation  bei  festgehaltenen  Endpunkten  in  eine 
kürzere  ftberfohren  lassen,  was  auf  positiv  gekrümmten  Flächen  be- 
kanntlich nicht  immer  der  Fall  ist,  bei  Flächen  mit  der  Krümmung 
Nnll  und  bei  negativ  gekrümmten  Flächen  dagegen  stets.  Der  Ein- 
flnss  der  Beibung  ist,  soweit  mir  bekannt  ist,  nur  in  den  einfachsten 
Fällen  berücksichtigt  worden,  und  es  finden  sich  darüb^  in  bekannten 
Werken  Angaben,  welche  zwar  nicht  falsch  sind,  aber  doch  das  Wesen 
der  Sache  nicht  treffen  und  jedenfalls  einer  genaueren  Präcüsirui^^ 
bedürfen.  So  ist  z.  B.  in  TluMDSon  und  Taits  Handbuch  der  theore- 
tischen Physik  f  585  <dentsche  Ausgabe  Teil  U  Seite  115)  gesagt, 
dass  in  diesem  Falle  eine  Schnur  auch  in  Ruhe  bleibe,  wenn  sie  länygs 
einer  so  langen  geodätischen  Linie  auf  einem  convexen  starren  Körper 
ausgespannt  ist,  dass  die  Länge  zwischen  ihren  Endpunkten  kein 
Minimum  ist  Dies  ist  richtig,  md  doch  findet  ein  wesentlicher  Unter- 
sehied  zwisdien  diesen  Falle  und  demjenigen  statt,  wo  die  geodättecfae 
Linie  wirklidi  Kürzeste  ist    Vermehrt  oder  vermindert  man  nftnlkii, 

T«U  LZX.  15 
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ohne  die  Anfangsspannung  zu  ändern,  die  Endspannung  soweit,  wie 
es  irgend  möglich  ist,  ohne  das  Gleichgewicht  zu  stdren,  so  wird, 
^enn  die  Verbindung  ein  Minimum  ist,  jede  seitliche  Deformation 
ein  Zurückkehren  in  die  Gleichgewichtslage  zur  Folge  haben,  wenn 
die  Länge  dagegen  kein  Minimum  ist,  wird  eine  unendlich  kleine 
seitliche  Deformation  eine  weitere  Entfernung  aus  der  Gleichgewichts- 
lage zur  Folge  haben.  Ausserdem  aber  wird  durch  den  obigen  Aus- 
spruch und  durch  die  beiden  folgenden  Paragraphen  leicht  der  Irr- 
tum hervorgerufen,  als  seien  auch  mit  Bücksicht  auf  die  Reibung  die 
geodätischen  Linien  die  einzigen  Gleichgewichtslagen ;  während  es  in 
diesem  Falle  zwischen  zwei  Punkten  unendlich  viele  Gleichgewichts- 
lagen giebt,  von  der  Art,  dass  das  Gleichgewicht  durch  eine  unendlich 
kleine  Variation  der  Gestalt  und  der  Spannung  nicht  gestört  wird. 
Da  ich  auch  anderweitig  keine  genauere  Behandlung  des  Gegenstandes 
gefunden  habe,  so  möchte  ich  hier  auf  denselben  etwas  näher  ein- 
gehen. Der  leichteren  Orientirung  wegen  schicke  ich  eine  kurze  Be- 
trachtung des  Falles  voraus,  in  welchem  keine  Reibung  wirkt. 


L    Vorbetrachtung.    Gleichgewicht  ohne  Reibung. 


Nach  unserer  Voraussetzung  wirken  auf  das  Bogeneiement  dt 
der  Zwang  Nds^  welchen  die  Fläche  in  Richtung  ihrer  Normale  ans- 
übt,  und  die  Spannung  T  in  Richtung  der  Tangeute  der  Gurve,  welche 
wir  positiv  nehmen,  wenn  sie  eine  gegenseitige  Anziehung  benach- 
barter Bogenelementc  darstellt,  also  eine  Ausdehnung  verhindert 
Wir  können  uns  auf  die  Betrachtung  des  Falles  beschränken,  diss 
T  eine  im  Allgemeinen  positive  und  von  Null  verschiedene  Grösse 
sei.  Wäre  nämlich  T  constant  gleich  Null,  so  könnte  der  Faden 
jede  beliebige  Gleichgewichtslage  annehmen.  Wäre  aber  T  negativ, 
würde  also  der  Faden  einer  Verkürzung  widerstreben,  so  erhielte 
man  einen  Fall,  der  praktisch  kein  Interesse  hat,  und  der  zudem 
leicht  auf  den  ersten  zurückgeführt  werden  könnte,  indem  man  alle 
Kräfte,  also  auch  den  Zwang  (und  später  die  Reibung)  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  nähme.  Sollte  T  sein  Vorzeichen  wechseln,  so 
müsste  es,  da  wir  Discontinuitäten  ausschliessen,  durch  Null  gehen, 
und  an  der  Stelle,  wo  T  Null  ist,  kann  mau  den  Faden  ohne  Störung 
des  Gleichgewichts  zerschnitten  denken. 

Sind  nun  p,  9,  r  die  Richtungscosinus  derjenigen  Richtung  der 
Normale  der  Fläche,  in  welcher  der  Druck  des  Fadens  auf  die  Fl&chc 
wirkt,  also  — p,  —  5,  —  r  diejenigen  der  ihr  entgegengesetzten  Rich- 
tung, in  welcher  der  Zwang  wirkt,  so  werden  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichts 
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—  Npdt'\-d\T^\  «=  0  und  die  Analogen, 

oder 

d^       dTdx 
A^o— r-^-— -^  ^^0  und  die  Analogen.  V 

Wir  moltipliciren  diese  Gleichungen  zuerst  bezüglich  mit  3~*  ^*  3:* 
nachher  bezüglich  mit  p,  q,  r  und  addiren,  dann  kommt  zuerst 

dT 

^  «  0,  also  T  «  constans,  11' 

and  dann  mit  Rücksicht  auf  II' 


»-K'S+'S+'S)-». 


oder 


T 

iV  -  -,  m' 

9 


wo  g  den  Krümmungsradius  des  Normalschnittes  der  Fläche  bedeutet, 
wdcher  die  Curve  berührt    Hierdurch  werden  die  Gleichungen  I' 

d^       p  ^     ^y        q  ^     d^a        r 
ds*        Q*     ds*        Q*     ds*        q' 

woraus  folgt,  dass  die  Gleichgewichtslage  eine  geodätische  Linie  ist, 
ond  dass  der  Druck  (bei  positivem  T)  nach  der  Seite  des  Erflmmungs- 
centrums  des  betreffenden  Normalschnittes  oder  der  geodätischen  Linie 
.sdbflt  wirkt,  also  der  Zwang  nach  der  entgegengesetzten  Richtung. 

Bezeichnet  man  den  vom  Anfangspunkte  an  gemessenen  Krfim- 
mungswinkel  der  Curve  mit  t,  so  ist 


dT  — 

9 

Q 

Nds^ 

Tdx, 

t 

i  Nd8- 

-  Tt. 

also  folgt  aus  III' 
mithin 

JNda  «=.  Tt.  IV' 

d.  h.  d^  Gesammtdruck  eines  endlichen  Teils  der  Schnur  ist  gleich 
Prodoct  aus  der  Spannung  und  dem  Erümmungswinkel  des  betreffen- 
den Curventeils. 

16* 
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II.    Gleichgewicht  mit  ROckBicht  auf  die  Reibnng. 

Ist  Reibang  vorhanden,  eo  ist  sowohl  die  Gestalt  der  Corre  in 
der  Gleichgewichtslage  als  auch  die  Spannang  bei  gegebener  Anha^ 
läge  nnd  Richtnng,  oder  auch  bei  gegebenen  Endpanlcten  innerhalb 
gewisser  Grenzen  unbestimmt  Legt  man  z.  B.  den  Faden  an  einer 
bestimmten  Stelle  in  bestimmter  Richtung  mit  beslinunter  Spannang 
au,  und  wickelt  ihn  dann  weiter  anf,  so  kann  mau  innerhalb  gewisser 
Grenzen  sowohl  die  unendlich  Dabo  Richtung  des  NachbarelementO! 
als  anch  die  NachbarspannuDg  beliebig  wAhlen,  ohne  dass  das  Gleidi- 
gewicht  gestOrt  wird.  Es  wird  sieb  also  wesentlich  um  zwei  Fragen 
bandeln. 

1.  Wenn  die  Gestalt  des  Fadens  nnd  die  Spannung  in  jedem 
Punkte  gegeben  ist,  zu  untersuchen,  ob  der  Faden  im  Gleich- 
gewichte ist. 

2.  Die  äuBsersten  Grenzf&Ile  Air  die  GleichgewicbtsznsOade 
unter  gewissen  Voraussetzungen  zu  bestimmen. 

Wir  behalten  die  obigen  Bezeichnungen  bei,  gehen  bei  der  Bei- 
bung  von  den  allgemein  üblichen  Annahmen  ans  und  bezeichnen  den 
Reibnngacoefficienten  wälireud  der  Ruhe  mit  m,  den  Reibnngswinkel 
mit  fi,  so  dass  m  =:  tgft.  Sind  dann  a,  ß,  y  die  Richtungscosinsi 
der  Tangente  der  Flache,  nach  welcher  das  Element  des  Fadens 
gezogen  wflrde,  wenn  die  Reibang  nicht  vorhanden  w&re,  and  welch» 
wir  die  virtnelle  Bewegungsrich tnng  nennen  wollen,  so  sind 
die  Componenton  der  Reibung  — Edt.a,  —Rdt.ß,  —RtU.f.  Die 
GrOsse  nnd  Richtung  der  Reibnng  w&hrend  der  Ruhe  bestimmt  täA 
dadurch,  dass  die  Reibnng  alle  anderen  Krftfte  aufbebt;  die  GrOste 
ist  aber  an  die  Bedingung  gebunden,  dass  sie  kleiner  bleibt,  als 
mKiU.    Wir  können  also  setzen 

B  —  mjW  m,*  ^  m», 

tss  die  Gleichgewicbtsbedingungen  werden 

_  W{p+m,«)-f- r^,  +  ^  -  ^  -  0, 

"'+?•+/ -1. 
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Wir  haben  nun  ans  den  ersten  f&nf  Oleichongen  nnter  Elimina- 
tion von  N^  er,  ßy  y  die  Grösse  ntj  zu  berechnen  nnd  diesen  Werl 
m  die  letzte  Ungleichung  einzusetzen,  am  die  Gldchgewichtsbedinguiig 
in  einÜAchster  Form  zn  erhalten. 

Wir  mnltipliciren  die  drei  ersten  Gleichungen  mit  31'  ^»  3: 
und  addiren;  dann  kommt 

oder,  wenn  man  setzt 

dx  ,    ^dy  ,      dz 

dT 
AmjCOStt  —  — .  II 

V  bedeutet  den  .Winkel,  welchen  die  virtuelle  Bewegungsrichtung  mit 
der  Tangente  der  Curve  in  Richtung  der  wachsenden  Bogen  bildet, 
ond  welchen  wir  positiv  zählen  wollen,  wenn  die  virtuelle  Bewegungs- 
riditung  nach  der  geodätisch  concaven  Seite  hinliegt,  d.  h.  nach  der- 
jenigen Seite,  nach  welcher  die  Projection  der  Curve  auf  die  Tan- 
gentialebene concav  ist  Aus  dieser  Gleichung  (11)  erkennt  man,  dass 
die  Tangentialcomponente  der  Reibung  entgegengesetzt  ist  dem  Diffe- 
renzial  der  Spannung. 

Wir  multiplidren  femer  die  drei  ersten  Gleichungen  I  mit  j»,  g,  r 
und  addiren,  dann  erhalten  wir 

Sind  nun  OtßiYt  die  Richtungscosinus  der  Hauptnormale  der 
Gorve,  und  ist  Qi  ihr  Krümmungsradius,  so  ist 

€px        Ol 

dt*     et 

und  wenn  man  unter  ^  den  Winkel  renbAt,  welchen  die  Haupt- 
normale  der  Curve  mit  der  Normale  der  Fliehe  bildet,  letztere  in 
der  Richtung  gewählt,  in  welcher  der  Fadeo  aaf  die  Fläche  drflckt, 
80  ist 

Tcoeit 

N^       ^  m 

voraus  folgt,  da  A,  7  nd  f,  pootlv  snd,  imm^dm  Ritzer  Wiakel 
ist   Da  pi  —  ^  ist,  so  kdoaea  wir  diese  Gkikbaag  mmA  sdreOea 
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Wir  multipliciroa  ondlich  dio  drei  ersten  Gleii 
RichtangscoefficieotOD  a^ß^y^  derjenigen  Tangente  i 
normal  znr  Carve  nach  der  geodätisch  concaven  ! 
Dann  ergiebt  sieb  dnrch  Addition: 

Hier  ist 

«lOi  +  ^ift  +  riy»  —  <:oB^|— if-j  = 

immer  positiy,  und  da  die  Qbrigeu  Gröason  ebenfal 
ist  tiaf-^ßßf-\-yyf  aacli  positiv,  and  ist  gleich  s 
das6  u  stets  zwisclien  0  ond  n  liegt,  dass  also  dio  tL 
richtnog  nach  der  geodätisch  concayeD  Seite  der  C 
Die  eben  erhaltene  Gleichung  aber  wird  einfacher 

T 
tfm,  sin  u  —  —  sra  tf). 
Pi 

Durch  Elimination  von  n  ans  11  und  IV  erhält  ma 


'■+(?)■• 


und  wenn  man  hierin  för  N  seinen  Wert  ans  II 
m,*  aaflOst: 

V=tg*'  +  — ^-.(^-^j. 
Wir  setzen  noch 

-^ -/(*),    also    r-neä 

wo  Tg  die  Spannung  im  Anfangspunkte   bezeicbnot;  dann  wird  die 
Bedingung  fur  das  Gleichgewicht 

od 
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Ans  y  und  YI  erkennt  man  sofort,  dass  das  Oleichgewicht  nicht 
^tort  wird,  wenn  die  Spannung  T  mit  irgend  einer  constanten  Zahl 
moltiplicirt  wird,  also  beispielsweise  durchweg  verdoppelt  wird,  selbst- 
verständlich wird  dann  N  mit  derselben  Zahl  moltiplicirt 

Femer  zeigt  sich,  dass  man  ^  und  f(T)  innerhalb  gewisser 
Grenzen  beliebig  geben  darf,  nm  einen  Gleichgewichtszustand  zu  er- 
halten.   Vor  allem  muss  tgtp*  ^  m^  sein,  also  der  Winkel  tf;  absolut 

j    kidner  als  der  Beibnngswinkel  ju,  und  ebenso  muss  stets  f(r)*  ^  m', 
also 


I 


+  m^f(r)  — — 


m, 


woraus  nach  bekannten  Sätzen  der  Integralrechnung  folgt: 

T 


/^' 


mT  ^„^  /  f(x)  dz  ^^^  —  mr, 


also  mit  Bflcksicht  auf  Y 


wodurch  T  zwischen  zwei  einfach  bestimmbare  Grenzen  eingeschlossen 
wird,  und  zwar  dürfen  die  äussersten  Grenzwerte  von  T  überhaupt 
nur  vorkommen ,  wenn  «{>  »  0  ist,  und  die  äussersten  Grenzwerte 
von  ^  nur,  wenn  fix)  —  0,  also  T  constant  ist. 

Wir   können   nun   leicht  gewisse  äusserste  Grenzfälle  für   das 
Gleichgevncht  angeben. 

Ist  zunächst  if;  constant  —  0,  so  ist  die  Gestalt  des  Fadens  eine 

T 
geodätische  Linie.   Dann  wird  N  ^  —  (III),  also  im  Allgemeinen  nicht 

Null,  folglich  wird  nach  IV  sinu  «0;  d.  h.  die  Reibung  wirkt  nur 
in  Richtung  der  Tangente,  und  T  kann,  wie  bereits  gesagt,  alle  mög- 
lichen zwischen  den  oben  angegebenen  Grenzen  liegenden  Werte  an- 
nehmen. Soll  das  Verhältniss  zwischen  der  Anfangs-  und  Endspannung 
Tq  und  jT,  möglichst  von  1  verschieden  sein,  so  muss  entweder 

r—  To «+'''»    oder    r—  T^«"^' 

sein.  Diese  beiden  extremen  Fälle  sind  von  besonderer  praktischer 
Bttbatong.  Für  die  gerade  Cylinderfläche  lassen  sich  diese  Fälle 
I»etrachten,  wie  dies  allgemein  bekannt  ist 

^  constant  gleich  dem  Reibungswinkel  f*,  so  ist 
Luung  T  constant. 


232      Augutl!  GltidigeKielU  tints  fibtr  eint  fladw  ga, 

Ferner  folgt  aas  n,  III  und  IV: 

T 
iVcosu  — 0,    N  ^ —anu,     iVainu  — 

odor,  wenn  man  anter  p  wie  oben  den  Krfimm 
Corvo  berflhrenden  Normolgchnitts  der  FlAcbe  vei 

T  T 

Wäre  nnn  -  —  0,  bo  w4re  die  Corve  eine  asjm\ 
als  solche  entweder  gerade,  also  geodätisch,  so  dai 
gleich   fi   wäre,   oder   ihre   Hanptnonnale   8t&nd< 

Fl&chennormale  (Hoppe,  Flächentheorie  S  26),  als 
WBB  nDmOglich  ist,  weil  der  Reibnngscoefficient  f 
endlich  sein  liann.  Mitbin  folgt  aas  den  obigen 
eiuBÜmmend,  dasa  siaw  "  +  1,  also  cobw  =  0  ist, 
taelle  BewegangsrichtuDg  rechtwinklig  zar  Corve  i 
coacavon  Seit«  gerichtet,  die  Richtang  der  Reibn 
Man  kann  sagen,  dass  die  Gestalt  der  Cnrre  ii 
meisten  von  der  geodätischen  Linie  abweicht. 

Ton  den  mannig&chen  ZwiscbenfillleD,  welche 
besoaders  einfach  diejenigen,  bei  welchen  4>  con 
als  ft  ist  In  diesem  Falle  nenooD  wir  n»^*  den  1 
nicht  aberschreiten  dar^  so  dass 

mi»-m»-(l  +  m')sint*, 
also  kleiner  als  m*  ist    Dann  ist 

Macht  man  dann  die  Spannung  gleich  roe+"i'  (h 
■o  ist  die  Corve  ebqn  noch  Gleichgevrichtalage. 


UI-    Beurteilung  der  Art  des  Gleicl 

Bei  Problemen  des  Gleichgewichtes  mit  Rttc 
bnng  ist  der  Unterschied  zwischen  stabilem,  labile 
Gleichgewicht  zwar  auch  vorhanden,  doch  empfioh 
einen  anderweitigen  Begriff  einzuftbrco.  Wir  ' 
gewicht  ein  „zähes"  nennen,  wenn  das  in  der 
mhende  System  durch  ein  System  unendlich  kleii 
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Bewegung  gesetzt  werden  kann,  wenn  es  aber  andrerseits  anch  nicht 
das  Bestreben  hat,  in  jene  Lage  zurQck  zu  kehren,  falls  es  (durch 
endliche  Kräfte)  ans  jener  Lage  in  eine  Nachbarlage  gebracht  ist. 
Im  zähen  Gleichgewicht  befindet  sich  beispielsweise  eine  schwere 
Hasse,  welche  auf  einer  schiefen  Ebene  gleiten  kann,  wenn  der 
Neigangswinkel  kleiner  als  der  Reibungswinkel  ist.  Ehe  ein  solches 
zähes  Gleichgewicht  aufhört,  tritt  ein  Zustand  ein,  den  wir  „Grenz - 
zustand ^^  nennen  können.  Derselbe  ist  dadurch  characterisirt,  dass 
sich  das  System  gewissen  Bewegungsantrieben  gegenüber  wie  ein  zähes 
YertkäU,  während  andere  Bewegungsantriebe,  selbst  wenn  sie  beliebig 
klein  sind,  eine  endliche  Bewegung  einleiten.  Ein  solcher  Orenz- 
znstaad  findet  auf  der  schiefen  Ebene  statt,  wenn  der  Neigungswinkel 
gleich  dem  Reibungswinkel  ist.  Einem  nach  oben  gerichteten  Be- 
w^iungsantriebe  gegenüber  verhält  sich  die  Masse  wie  beim  zähen 
Gleichgewicht,  der  geringste  nach  unten  gerichtete  Antrieb  leitet  ein 
Abwärtsgleiten  ein. 

Um  nun  ffir  das  Eettonproblem  die  Frage  nach  der  Art  des 
Gleichgewichtes  zu  entscheiden,  kann  folgende  Erwägung  dienen. 
Die  virtuelle  Bewegungsrichtung  ist  stets  nach  der  geodätisch  con- 
caven  Seite  gerichtet,  bei  geodätischen  Linien  fällt  sie  in  die  Tan- 
gente, und  zwar  nach  der  Seite  der  wachsenden  Spannung,  bei  den 
Cnrven  ^  »  fi  senkrecht  dagegen,  in  allen  übrigen  Gleichgewichts- 
lagen zwischen  jene  beiden  Richtungen.  Solange  nun  tp  und  t  so 
gewählt  sind,  dass  in  VI  durchweg  das  Zeichen  der  Ungleichheit  gilt, 
wird  eine  unendlich  kleine  Variation  der  Curve  und  der  Spannungen 
stets  wieder  auf  eine  Gleichgewichtslage  führen,  das  Gleichgewicht 
wird  zähe  sein,  und  dabei  macht  es  keinen  Unterschied,  ob  die 
Fadencurve  eine  geodätische  Linie  bildet,  oder  nicht  Erst  wenn  fär 
irgend  einen  Punkt  der  Curve  in  VI  das  Gleichheitszeichen  gilt,  kann 
eine  unendlich  kleine  Variation  eine  endliche  Bewegung  einleiten, 
sofern  sie  nämlich  auf  einen  Zustand  führt,  bei  welchem  die  Bedin- 
gung VI  nicht  mehr  erfüllt  Ist.  Besonders  einfach  ist  der  Fall,  dass 
ohne  Aenderung  der  Gestalt  des  Fadens  die  Spannung  so  weit  variirt 
wird,  dass  die  Bedingung  VI  eben  aufhört,  erfüllt  zu  sein.  Dann 
bewegt  sich  jedes  Fadenelement,  für  welches  dieser  Fall  eintritt,  nach 
d^  geodätisch  concavon  Seite,  und  es  kommt  darauf  an,  ob  hierdurch 
die  Bedingung  VI  wieder  hergestellt  wird,  oder  nicht. 

Sind  etwa  auf  einer  Fläche  zwei  Punkte  A  und  B  gegeben, 
zwischen  denen  ein  Faden  ausgespannt  werden  soll,  so  denke  man 
■ich  dieselben  durch  einen  geodätischen  Bogen  verbunden.  Versteht 
fliaa  mm  unter  c  eine  beliebig  kleine  Constanto,  so  werden  zwei 
tefn  ll^..^i!Sb^  welche  A  und  B  verbinden,  zu  beiden  Seiten  des 

in  beliebiger  Nähe  desselben  verlaufen,  vermehrt 
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man  t  uDendlicb  wenig,  so  werden  sich  beide  CnrTen  Terftndcni,  and 
wenn  man  t  bis  zu  einem  gewissen  Werte  wachsen  Ifisst,  der  bOcb- 
etcns  gleich  ^t  sein  darf,  wird  man  einen  gewissen  einfach  znaannncn- 
hängendCD  FlftcheDStreifen  zwischen  A  nnd  B  erhalten,  welcher  von 
jener  Schaar  von  Carven  erfüllt  ist  —  Es  kann  aber  kommen,  daa 
man  t  nicht  bis  zum  Werte  ß  wachsen  lassen  darf,  weil  die  Cnrven 
nicht  mehr  reell   bleiben,  oder  aach,  weil  der  Flächenstreifen  nicht 
mehr  einfoch  zaaammenbfingend  ist.  —  Wir  wollen  der  Einfachheit 
wegen  annehmen,  dass  wir  in  der  oben  angedeuteten  Weise  bis  ed 
den  Cniren  iC  "±p  kommen  können,  was  bei  hinlänglich  kleinen 
Bcibnngscoefficienten  stets  der  Fall  soin  wird.     Dann  ist  der  ab- 
gegrenzte  Streifen   ein   solcher,    in  welchem  nnzfihlig  viele  Gldch- 
gcwichtscnrven  verlaufen.    Doch  muss,  wenn  der  Faden  l&ngs  des 
Randes  liegt,  die  Spannung  constant  sein ;  verändert  man  dann,  ohne 
die  Spannung  T^  in  A  zu  ändern,  die  Endspannnng  T*,  in  S,  so  dati 
das  VerhältnisB  der  Endepannnng  zar  Anfangsspannnng  r, :  7o  sich 
immer  mehr  von  der  Einheit  entfernt;   so  wird  der  Streifen,  agf 
welchen  die   möglichen  Gleichgewichtslagen  beschränkt  Bind,  immtr 
schmalcr,  bis  endlich  für  T^  =  T^eiJ"-,  wenn  t,  den  Emmmongs- 
wlnkol  des  ganzen  Bogene  bedeutet,  nur  die  geod&tiscbe  Linie  übrig 
bleibt    Ist  nun  die  geodätische  Linie  relatives  Minimnm,  so  werden 
sich  dio  Corvon  aus  jeder  Gloichgewichtslage  auf  diese  znsamaen- 
/iiihon,  aber  anch  dio  geodätische  Linie  hört  anf,  Gleichgewichtelage 
zu  soin,  sobald  r,  >  roe+i"'i  oder  T,  <  ro«""'*  ist,  und  es  leitet 
0  Bewegung  in  Richtung  der  wachsenden  Spannung  ein.  Ist  da- 
lor  geodätische  Bogen  keine  relativ  Kürzeste,  so  zieht  sich 
len  bei  dor  angegebenen  Variation  der  Spannungen  aberbaopt 
uf  ihn  zusammen,  sondern  verlässt  den  Streifen,  nnd  macht 
dliche  Bowegnng.    Nor  nenn  der  Faden  orsprflnglich  schon 
talt  dos  geodätischen  Bogeos  AB  hätte,   könnte  er  bis  znr 
ing  dos  Gleichgewichts  darin  verharren. 

F  negativ  gekrümmten  Flächen  oder  Flächen  mit  der  Ertm- 
Uli  ist  noD  jode  geodätische  Linie,  welche  zwei  Punkte  ver- 
rclativ  Kürzeste ;  dort  findet  also  stete  der  erste  Fall  statt 
ichiodonon  geodätischen  Bogen,  welche  zwei  Pankte  A  nnd  B 
)D,  unterscheiden  sich  nur  dadurch,  dass  sie  die  Fläche  in 
donor  ßichtang  und  verschieden  oft  nmwinden.  Auf  positiv 
nton  Flächen,  oder  anch  anf  Flächen  mit  teilweise  positiver 
ing  dagegon  kann  anch  der  zweit«  Fall  eintreten. 
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rV.    Ueber  die  Cnrven  if  —  constans,  namentlich  aaf 
Kageln  und  cjlindrischen  Fl&cheo. 

Darch  die  vorigeD  BetracbtoDgen  gewinnen  diejenigen  Cnrven 
einer  Fl&che  besonderes  Interesse,  fflr  welche  4)  constant  ist,  deren 
Hanptnonnale  also  mit  der  FIfichennormale  einen  constanten  Winkel 
t  bildet 

Avf  der  Ebene  hat  diese  Bestimmung  keine  besondere  Bedeutung. 
Far  Jede  kramme  Linie  der  Ebene  nftmlicb  ist  if  constant  gleich  „■ 
Fflr  jede  gerade  Linie  anf  der  Ebene  sowohl,  wie  auf  jeder  anderen 
Fl&che,  ist  ^  aubestimmt.  Anf  der  Engel  sind  die  Cnrren  ^  <=  const. 
Kreise,  deren  Ebenen  von  dem  Mittelpnnkte  der  Kugel  den  Abstand 
«sind*  haben,  wenn  a  den  Kugelradina  bedeutet,  Fflr  beliebige 
Flächen  werden  die  Cuncn  durch  eine  Differonzialgleicbong  zweiter 
Ordnung  bestimmt,  welche  wir  anfstelles  wollen.    Es  ist 

nnd 

also  ist 

Nun  ist  alwr 

••-i«5-'s>  f'-\'z-'ä.y  ^'-{'■d.-'d.y 

M  dass  die  Differentialgleicbaog  VII  ttbergebt  in 

Ad^\  /^A      dKdh\  (dxd 


(^—^—^\a.^(~—  —  —~\j-.(''^'^  —  '^'^W 


lUg  der  geodätischen  Linie  nnr  in 
wird  sie  für  die  hier  betrachteten 
och  verdient  bemerkt  zu  werden. 


A«gii4t!   GUichgtmielit  tiiut  OUr  uVw  FtätAe  gttpannlen  FaJ—i 


l 


dasB  aoBser  fOr  die  Kugel  auch  für  die  cylindrischen  FIkcben  iese 
Curven  dorch  Qoadntnren  beBÜmmt  siod. 

Für  eine  cylindrigche  Fl&che  mit  beliebigem  Qncrscbnitt  haan 
man  setzen 

dx=-i-a'müdui     dy  ^ — eosüdu;    tU=:dt>, 

do  , 

wo  U  eine  Fnnction  Ton  u  bedeutet.    Setzt  man  dann   —  —  *,  bo  wird 

du        ' 

—        I     sintJ  dy  coaU  *  Ji: 

<*>"  yr+p'     <**      yr+p'     <i"'vT+^" 

BJnü.  A  .         coBl/.ifc  1 

"*      -^1+^'     '^^  ^  yr+p'       '''    ~  vr+p' 

nod 

•^^       r      „  ,w      BinU.i.A'l     1 

rf»ff    r .  „  „, ,  cosu.A.fe'i    1 

;^-[g.nU.U'+     ^_^_^..    J^^^ 

^    r    ,  kn'    1   1 

Setzt  man  dies  in  YII  ein,  so  kommt 

i  =tgti..rfü,  vm 


vl+P 

woraus  folgt,  wenn  Uq  die  iDtegrationsconstantc  bedeutet, 

fo)*!*  —  «-C-fi'»)»«* 


du 
also  Bchliesslich 


der  Cylinder  ein  gerader  Ereiacylindcr  mit  dem  Radios  a, 
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d.  h.  die  gesockten  Linien  gehen,  wenn  man  den  Cylinder  in  die 
Ebene  abwickelt,  in  Eettenlinien  ftber,  deren  Symmetrie-Axe  .irgend 
dne  Erzeagende  des  Cylinders  ist.  Alle  diese  Kettenlinien  sind  bei 
Reichem  ^  congment  nnd  haben  die  Höhe  actgi^^. 

Sind  anf  dem  Cylinder  zwei  beliebige  Pnnkte  gegeben,  so  kann 
man  den  dazwischen  liegenden  Teil  des  Mantels  in  die  Ebene  ab- 
wickeln nnd  dann  durch  die  Bogen  zweier  Eettenlinien  verbinden, 
welche  den  Werten  t^—  — f4,  -^«=»-1-^  entsprechen.  Diese  Bogen 
sind  congment  und  können  durch  Drehung  um  die  Mitte  der  gemein- 
schaftlichen Sehne  zur  Deckung  gebracht  werden.  Sie  schliessen  nach 
der  Aofwickelung  auf  den  Cylinder  das  FlächenstQck  ein,  auf  welches, 
wie  oben  bereits  besprochen  ist,  die  Gleichgewichtslagen  beschränkt 
smd.  Nur  wenn  beide  Pnnkte  anf  derselben  Erzengenden  des  Cylin- 
ders liegen,  und  der  Faden  den  Cylinder  nicht  umgeben  soll,  ist  die 
Gerade  bei  jeder  Spannung  die  einzige  Gleichgewichtslage. 

Auch  in  dem  Falle,  dass  die  Basis  des  Cylinders  eine  Kreis- 
erohente,  oder  die  Evolvente  einer  solchen,  n.  s.  f.  ist,  lässt  sich 
die  Integration  leicht  ausführen. 

An  dem  geraden  Kreiscylinder  hat  man  das  einfachste  Beispiel 
fftr  den  ersten  Hauptfall,  in  welchem  die  Erttmmung  negativ  oder 
Null  ist. 

Ffir  positiv  gekrQmmte  Flächen  liefert  die  Kugel  das  einfachste 
Beispiel.  Lassen  sich  durch  die  beiden  Punkte  A  und  B  der  Kugel, 
welche  der  Faden  verbinden  soll,  zwei  reelle  Kreise  ^4/  »  ±  fi  legen, 
so  wird  die  Oberfläche  in  vier  Teile  geteilt,  nnd  die  möglichen 
Gleichgewichtslagen  sind  auf  diejenigen  beiden  Flächenstücke  be- 
sdiränkt,  durch  welche  der  grösste  Kreis  AB  hindurchgeht.  Doch 
nur  das  kleinere  der  beiden  Stficke  verhält  sich  ebenso,  wie  der  von 
den  aufgewickelten  Kettenlinien  begrenzte  Teil  des  Cylindermantels, 
indem  z.  B.  wenn  man,  ohne  die  Anferngsspannung  zu  ändero,  die 
Endspannnng  immer  grösser  werden  lässt,  die  Cnrve  sich  immer  mehr 
auf  die  letzte  Gleichgewichtslage,  den  kleineren  Bogen  des  grössten 
Kreises  AB^  zusammenzieht.  Dagegen  haben  die  im  Scheitelranm 
verlaufenden  Gleichgewichtslagen  die  Eigenschaft,  dass  sie  zwar  auch 
zunächst  ein  „zähes^  Gleichgewicht  bilden,  und  zwar  bei  vermehrter 
Endspannnng  um  so  länger,  je  weniger  sie  von  dem  grösseren  geo- 
dätischen Bogen  AB  abweichen.  Ist  aber  einmal  der  Orenzfall  er- 
reicht, so  ziehen  sie  sich  nicht  auf  den  grösseren,  sondern  auf  den 
kldneren  geodätischen  Bogen  AB  zusammen. 

Sind  die  Pnnkte  A  und  B  so  weit  von  einander  eatf^t,  dass 
die  beiden  Kreise  ^=±^  zusammenfallen  oder  gßxM' 
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den,  80  geben  durch  jeden  Pankt  de 
irähre;id  im  {Jebrigen  d&Bselbe  wie  o1 
Pnnkte  diametral  gegenaber,  so  kann 
kreisbogen  eines  grAasten  Kreises  lelz 
mehrter  Endspannung  sein. 

Berlin,  im  Jnli  1683. 


Rückblick   auf  eine  *• 


töhnig  der  O^ecÜicUeh.  dit. 
beratende  Worle  jsr  üepru 
die  TOT  bst  ä('  Jahren  oe  t 
ging,  ntd  Bar  der  Gedai^ 
dlM  Bt&glkimmM  deiöeiügai 


VenslsMaiif  gefvnAea  baitai . 
ni|.iiiiliiiil,  filitilidi  irie  cöis 
flOiMm  Tfrmöchte. 

Es  betzifft  die  AUeimg 
welche  Laidace  im  ITtea  Bu 
Celeste,  liTre  VIII,  cht 
die  Oboflicben  toi  Kern-  e 
unter  VonaMetzw>g  des  Zana 
ebene  nnd  sonstigen  Terün&d 
Ton  ich  im  Nuhstebendeo  in 
steUmiK  tund^n  werde.  Du  e 
an  die  Stelle  der  streng  geon 
dei  ipat  h  watiitrh  ^n  Chnnkten 
n.  A.  uch  keine  Abwickeluig 
dem  Orade  seiner  Ann&beniDi 
forderongen  der  theoretischen, 
men  nnd  gewihit  aberdies  eii 
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immerhin  nicht  zu  den  allereiufachateu  zn  rochnende  An^sibe  M 
uberwnndeD  worden  kann,  dasa  ihre  LOsDog,  indem  sie  klles,  die 
ADwenilung  auf  aBtronom lache  Zwecke  Erschwerende  «»achliesst,  die 
grOsetmögliche  Einfachheit  besitzt,  ohne  jedoch  durch  bedenUiche 
und  willkürliche  Beachränknngen  die  Anachmiegnng  des  abstradei 
Problems  an  den,  in  concreto  gegebenen  Fall  gleichzeitig  zn  ge- 
mbrden. 

Unter  den,  in  der  Natnr  sieb  darbietenden  und  zu  IheoretiKbeii 
Betrachtungen  anffordoraden  Scbatteufläctien  ist,  so  viel  ich  wdsi, 
wenn  man  vom  Rotationskegel  absieht,  ausser  der  iee  Planeten  Ju- 
piter, keine  zweite,  welche  ancb  Racksicht  auf  die  Oe- 
Btalt  des  leuchtenden  Körpers  zu  nehmen  bat,  ernstlich 
in  dou  Bereich  wiaaeuschafllicber  Untersuchung  gezogen  wordenj 
eines  besonderen  Hinweises  aber  auf  die  hervorragende  BoUe,  wdche 
sie  in  der  Geschichte  spielt,  bedarf  es  wol  nicht  Möge  die  in 
Rede  stehende  Flftche  bald  wieder  dazu  berufen  sein, 
der  Wissenschaft  einen  bleibenden  Dienst  zn  leisten, 
d.  h.  möchten  aich  in  nicht  zn  forner  Zeit  die  Astrono- 
men veranlasst  fühlen,  eine  Neu-Bestimmung  der 
Aberrations<CoDBtanto  aus  Verfinsterungen  der  Jo- 
piter-Satelliten  durch  den  Schatten  dea  Hauptplane- 
ton voriunehmon!  Secbsnndsechzig  Jabro  sind  seit  dem  Er- 
scheinen der  Ewoiten  Ausgabe  der  Delambre'achen  „Tables  eclipti- 
qnes  des  satellitcs  de  Jupiter  etc."  verflossen,  ohne  da» 
dieser  direct«ate  Weg  zur  Bestimmung  dea  VerhUtnisaes  zwischen 
der  Geschwindigkeit  der  Erdbewegung  und  der  des  Lichtes  iniwiacben 
wieder  betreten  worden  wäre, 

Ueber  den  Nalzcn  einer  solchen  Neu-Bestiminung ,  sowie  Oba 
die  Eotwickelung  unserer  ganzen  Aberrationstheorie  bis  attf  Gau», 
Fresnel  und  Canchy  würde  ich  gerne  noch  Einiges  gesagt  haben, 
leb  nicht  beflu-cbten  mfisste,  durch  derartige  DJgressionen  n 
es  Fremdartigen,  oder  wenigstens  scheinbar  des  direclen  sach- 
Znaammenhanges  mit  dem,  diesen  Zeilen  als  Titel  vorange- 
1  Thema  Entbehrendes  herboiznziehen. 


efinirt  man  den  Korn-  oder  Halbscbatton ,  den  ein  undnrcb- 
er,  von  einem  anderen  beleuchteter  Körper  wirft,  ala  die  £■- 
e  der,  beiden  Körpern  gemeioschafUichen  (gleicharüg  oder  db- 
irtig  berflhrenden)  Tangentenebene,  welche  nur  einen  ein^j«) 
lerlichen  Parameter  a  eutb&lt,   oder  als  die  Greniflädie  unff 
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en&ch  nneiidlicheii  Scbaar  von  Ebenen,  so  ist  das  Resultat  der  £11- 
mination  tou  a  ans  der  Gleichung  der  Ebene,  ti  »  0  und  g"  *"  ^9 

oder  die  Discriminante  der  ursprünglichen  Gleichung  in  Bezug  auf 
o,  eine  Gleichung  in  o;,  y,  «,  nämlich  die  einer  abwickelbaren  Fläche, 
welche  den  geometrischen  Ort  aller  Durchscbnittslinien  zweier  auf 
einander  folgenden  Tangentenebenen  repräscntirt,  wenn  a  in  u  =  0 
alle  möglichen  Werte  von  — oo  bis  +oo  annimmt  Von  der  Eigen- 
schaft der  Abwickelbarkeit  überzeugt  man  sich  sehr  leicht;  denn  aus 
der  Gleichung 

a  —  f{a)x  +  fp{a)y  -f  a 

einer  solchen  allgemeinsten  Schaar  von  Ebenen  leitet  man  höchst 
einfeu^h  die  folgenden  Gleichungen  ab 

da 
o  -/'(a)af  +  <p'(a)y  +  l,     p  ^f(a)  +  (f\a)x+q>\a)y  +  \)^^. 

q  =  (p(a)  +  (/'(a)a:  +  g)'(a)y  +  l)  ~ 
und,  wenn  q  —  ^(p)  gesetzt  wird. 

Die  letzte  sagt  ans,  dass  die  Fläche  zum  Krümmungsmaasse  Null 
hat  und  sich  ohne  Ausdehnung  durch  Biegung  einer  Ebene  darstellen 
lässt  1). 

Die,  den  Oberflächen  beider  Körper  gemeinschaftlich  umbeschrie- 
bene Abwickelungsfläche  bestimmt  somit  auf  der  beleuchteten  Fläche 
die  Cnrven,  welche  die  Gebiete  der  vollen  Beleuchtung,  des  Eem- 
imd  Halbschattens  von  einander  trennen. 

Läge  statt  einer  Ebene  allgemein  eine  Gleichung  von  der  Form 
F(«,  y,  *,  a)  -=  0  vor,  so  würde  |  g^  =  0,  F  —  0  |  die  Curve  aus- 
drücken, deren  geometrischer  Ort  die  Grenzfläche  ist.  Diejenige 
Cnrve,  in  welcher  sich  zwei  unendlich  nahe  solcher  Cnrven  schnei- 
den, ist  die  Wendnngs-Cnrve   (oder  Onspidal-Kante)  der  dchaar  von 

Flächen  und  findet  ihren  Ausdruck  durch  die  Gleichungen   <  F »  0, 


1)  Ein  Beifpiel  ftr  die  Grenifl&che  einer  Schaar  tod  Bbenen  mit    swei 
Ttiiftbelen  ParameCem  lielnt  die  Wellenütche  von  Fretnel. 

TtttUX 
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Längs  der  WeDdDDgscarve  berühren  sich  die  beiden  Mäntel  der 
abwickelbaren  Fl&cbe.  Die,  aus  den  znletzt  angeschriebenen  Glei- 
chungen hervorgehenden  Werte  von  x,  y,  «  geboren  der  Reibe  von 
Punkten  an,   in  denen  jede  (nach  Monge  so  genannte)  charaktemti- 

/  dF       \ 

sehe  Linie   IF— 0,  =-  =  01  von   der   benachbarten 

(bF  S'F       \ 

sehen  Linie  [^-  =  0,  ^i"Ol    geschnitten    nnd    im 

zvgleich  berOhrt  wird. 

Für  den  Fall  einer  Ebene  sind 

.-./'(<.)«+v{«)y+<i,  0-f'{a)x+<p'(a)i,-i-l,  0~f 

die  Gleicbangen  der  cbaraktoristiscben  Linie,  and  ist  i 
Schmiegongsebene  der  Wondnngscorve ,  die  jetzt  dadi 
dasB  die  aaf  einandor  folgenden  Darchschnitte  der  Ebei 
von  geraden  Linien,  nnd  die  DurchBChaittc  diceer  anf 
gendon  Geraden  eine  Reibe  von  Pnnlitcn  bilden,  weil 
meinen  eine  doppelt  gekrümmte  Cnrve  bestimmen,  de) 
jene  Geraden  sind. 

«'  =  «+/'(«')         1 

die  Gleichungen  einer  erzeugenden  Geradon  der  Fläch 
die  Gleichnngen  der  Wendungscorve : 

Die  Lösung  der  uns  hier  beschäftigenden  Anfga 
Hauptsache  nach,  daranf  hinauskommen,  dass  man,  wenn 
die  bewegliche  Ebene  ausdrückt ,  b  and  c  als  Functioi 
stimmt  und  dann  aus 

■<&"•"  da 


0-y+. 


a  eliminirt,  wodQrch  die  verlangte  Endgleichnng  in  x, 
wird. 

Betrachten  wir  zunächst  den  leuchtenden  Körper, 
flache  durch  die  Gleichung  /(z,  y,  i)  —  0  dargestellt  so 
die  Tangenten  in  irgend  einem  Punkte  (X,  Y,  Z)  d 
steht  dann  die  bekannte  Gleichung: 


^ 


:  RückUiek  auf  rinc  SehallenßSdit 


-'('-■^)\QX-dz'^  SY'BZ'^'kz  (■ 

Dnter  ^  —  0  Daiyenige  verstanden ,  was  ans  /  =  0  wird ,  wodo  man 
darin  die  iauteuden  CoordioateD  darcb  die  des  Berührangspaukteg 
erietzt.  Die  recbte  Seite  dieser  Gieichang  vorschwindet;  soll  somit 
Diuere  bew^licbe  Ebene  eine  TaDijentcDebene  des  lencbtendcii  KOr- 
pen  werden,  so  muss  sie,  neben  der  Bedingung,  die  Coordinateu  des 
BerObniDgspanktei  zn  enthalten,  aach  der  anderen, 

genOgen.  Setzt  man  den  Wert  von  dX  aus  dX  —  adY-\-bilZ  in  die 
zweite  Bedingung  ein,  so  folgt: 


-(a-"r+'li)+-(ll+'a^) 


welche  Gleichung  in  die  beiden  Gloichaogen 

lerflUlL  Dia  Vereinigung  derselben  mit  j»  =^  0,  X— oF4-6Z+« 
fuhrt  noch  der  Elimination  von  X,  F,  Z  auf  eine  Endgleichung  in 
a,  h,  Q. 

Genau  dieselbe  Betrachtungsweise  auf  den  beleuchtenden  Körper 
angewandt,  giebt  die  Glechnngen 


woraus  eine  zweite  Endgleichung  in  a,  b,  e  folgt 

h  und  e  können  nun  als  Functionen   von  a  aasgedrOckt  und  i 
die  oben  angesetzten  Gleichungen  gnbstitnirt  werden. 


2. 
In   seiner  ,^alytiBchen  Geometrie   des  Raumes   (I.  8.  27G.)", 

I  zwap  in    ilnm   CitrAttA     lIhBP  ilia  Tnirarianfpn    nnH   Covarlauten   dOT 

blem:  die  zwei 
ebene  abwickel- 
inden,  dass  die 
und  vom  lOten 
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in  den  Coefficienten  der  Gleichang  jeder  Fläche  zweiten  Grades  ist; 
die  gegebenen  Flächen  waren  dabei  auf  ihr  sogen.  gemeinschaftlicheB 
Quadrupel  harmonischer  Pole  bezogen  gedacht.  Als  weitere  Ergeb- 
nisse wären  noch  hervorzuheben :  Die  Berührungscurven  der  abwickel- 
baren Fläche  mit  den  beiden  Flächen  zweiten  Grades  sind  die  Durch- 
schnittscurven  von  je  zwei  Flächen  zweiten  Grades;  nennt  man 
C7  =  0,  17' «  0  die  beiden  gegebenen  Flächen,  so  ist  der  Bertthrungs- 
punkt  von  ü  mit  einer  gemeinschaftlichen  Tangentenebene  von  U 
und  ü^  der  in  Bezug  auf  (7 »  0  genommene  Pol  einer  Tangenten- 
ebene von  17' =  0.  Der  Schnitt  mit  einer  der  Hauptebenen,  d.  h. 
mit  einer  Ebene  des  Fundamental-Tetraeders ,  endlich  liefert  einen 
zweifach  zählenden  Kegelschnitt  und  4  gerade  Linien. 

Auch  Professor  Heger  ^)  beschäftigt  sich  mit  der  in  Rede  stehen- 
den Fläche  und  nennt  sie,  auf  Grund  der  von  ihm  angegebenen 
Eigenschaft,  dass  durch  einen  gegebenen  Punkt  4  Tangentenebenen 
an  die  Fläche  hindurchgehen,  eine  Fläche  4ter  Classe,  Iter  Species, 
zur  Unterscheidung  von  anderen  Flächen  4ter  Classe. 


3. 

Als  Anwendung  der  am  Schlüsse  von  (1)  angegebenen  Gleichungen 
erhält  man,  unter  Zugrundelegung  eines  orthogonalen  Coordinaten- 
Systems,  das  seinen  Ursprung  im  Sonnencentrum  hat,  ffir  die  Sonne 
(vom  Halbmesser  R)  die  Gleichungen: 

X=aY+bZ+c, 
Die  drei  ersten  und  dann  die  drei  letzten  geben 

XHl  +  a^  +  b^)  =  Ä*,      X(l+a*+b^)  —  c 
c«  =  Ä«(l  +  a«+*»). 


also 


Den  Planeten  Jupiter  betrachten  wir  als  ein  abgeplattetes  Rota- 
tionsellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Axe  der  JT,  in  der  Ent- 
fernung D  vom  Sonnencentrum,  liegen  möge,  und  setzen  voraus,  dass 
sein  Aequater  (vom  Halbmesser  A)  mit  seiner  Bahnebene  zusammen- 
falle. Der  Irrtum,  dei^  wir  durch  diese  Annahme  begehen,  würde 
für  den  Fall,   dass  Jupiter  eine  kugelförmige  Gestalt  besässe,  völlig 


2)  Handbuch  der  Mathematik,  unter  Mitwirkung  von  Prof.  Dr. 
Reidt  und  Prof.  Dr.  Heger,  herausgegeben  von  Schlömilch  (in  der  £.  Tre- 
wendt'schen  Encyclopädie  der  Naturwissenschaften,  I  te  Abteilung,  Ster  Teil), 
«--»lau  1881. 
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lerschwinden  i  er  ist  von  der  Ordnung  des  Prodactea  aaa  der  Ellip- 
(iciUt  Japiter's  in  die  Neignog  seiner  Aeqoatorebene  gegen  die  seiner 
Bahii,  «flehe  letztere  etwa  3"  26'  beträgt,  und  vertlndert  daher,  vom 
HstroDomischen  Standpunkte  ans  betrachtet,  die  Gestalt  der  Oberflächen 
TOD  Kern-  nnd  üalbschatten,  and  somit  die  Dauer  der  Terfinsterungen 
der  Jopiter-Satelliten'),  nur  in  so  geringem  Maasse,  dass  sein  ^n- 
äan  völlig  vemachl&ssigt  werden  darf. 

Bezeichnet  K  die  halbe  kleine   Axe    eines   solchen  Ellipeoides 
[A  seine  halbe  grosse),  so  ist  seine  Gleiehang 


(^'-ß)'+  1"»+^,(Z'»-Ä'»)  -  0. 


3)  Die  hchuUd,  IQr  die  Epoche  1879."  geltenden  Bahnelementa  der  4 
Jspiter-Tr&buitcn  hat  Dr.  W.  Schar  \a  «einer  anegeieichneien,  gronen  Ah- 
hindlaog  über  die  ,BeatimmDng  der  HaiEC  dei  Plaaetan  Jupiter 
aa>  Heliometer-BeobacbtDDgeD  der  AbelAnde  seiner  S  atellitan 
(Leopold.  Bd.  SLV,  Nr.  9;  Halle  1S82.  gr.  t"}"  gegeben.  Der  Verfaiior 
leitet  daeelb«  ancb  fO T  die  beiden  ersten  Satelliten  Bxcentrici- 
llten  ibrer  Bahnen  ah  und  findet,  da»  die  Excentricitlt  der  Bahn  des 
iweiten  nahe  gleich  der  Bahn  dei  dritten  ist,  «abrend  die  Excentrlciltt  der 
Bilia  de»  ersten  sehr  klein  aosAIlL  Betsei  nimmt  noch  beide  Bahnen  kreis* 
JSrtsig  an.  Dieaee  bemerkenswerte  Ergebniss  der  Schnr'schen  Messungen  Itsst 
eta  dgentOmKches  Str^flieht  «nf  einen  AuBsprach  von  Laplace  (in  der  Vor- 
r«de  iQB  IVten  Bande  der  M.  C )  rallen,  rcsp.  betdtigt  anfa  Nctie,  dass  die 
Grenien,  innerhalb  deren  er  sich  aaCrecht  erhallen  llist,  eben  nnr  mit  der 
VertoUkommong  der  Beobachinngskunst,  von  der  ja  die  Fortschritte  der  Astro- 
nemie  so  wesentlich  abb&ngen,  nach  und  nach  immer  enger  werden  können; 
dertelbe  lautet  folgend e rmaasBen :  „Es  ist  merkwürdig,  wie  man  so  ans  der 
Analjiii  diese  eimelnen  Ph&nomene  herTOrgehen  siebt,  welche  die  Beobachlnng 
anr  nndentlich  erkannte,  da  jener  eine  Folge  der  Vereinigung  mehrerer  ein- 
fscher  Oogleichheiten,  schon  viel  so  complicirt  sind,  als  dass  die  Astronomen  ihre 
Qesetie  bitten  entdecken  kOnnen."  —  Bezieht  steh  dieser  Sau  anch  nicht 
direct  aof  Dasjenige,  woron  hier  die  Bede  ist,  so  wohnt  ihm  doch  eine  solche 
Atlgemsinheit  inne,  dass  es  mir  ertaubt  schien,  ihn  dabei  anznf&hren,  wenn 
ich  in  Erinnernng  bringen  wollte,  wie  die  durch  Schur  erst  Jetst  aus  Beobacb- 
tsngsD  nachgewiesene  Existem  der  fraglichen  ExcentridtlCen  schon  Laplacc 
für  ibeoreiiseh  berei  rte, 

dus  ,aaeb  fBr  diel  In.- 

ccntricillt   seiner  B  :1m 

ersieo.  Statt  finde,  ten 

Suelliien- Bahnen  ei 
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In  letztere  die  Abplattung  p  =  — ^7—  eingeführt,   giebt    als   Aus- 
druck für  alle  Punkte  der  Oberfläche  Jupiter's 

Hierzu  tritt,  nach  den  Schlussformeln  in  (1),  noch  hinzu 

Y'+a{X'-D)  «  0,       Z'(l  +  ())»+*(Z'-.-D)  =  0, 

woraus  folgt: 

oder 

(1  +  p)i2'  D^ 

Ist  i  «  — ^ ,  /*  —  p2/i  _  1)8  ~*  I1  ^^^  vernachlässigt  man 

die  zweiten  Potenzen  von  p,  so  findet  sich  ^): 


4»(l-A+2pA)+a*(l-A)  +  2(l-A)  -  2(l-i)yr+75, 

*' (1 + r?zi) + «*+ 2  =  2  vrFT^ = 2  (1 + J*) . 

6«  =-^ 


1+1-A 


ii'  *=y.-^«.(i-,4-,)^ 


c  —  Ä  yi+o»+6», 


4)  Ich    gebe    diese    Batwickelung    absichtlich  ansfAhrlicher ,    als    es    tod 
Laplaee  geschehen  ist. 


i 


! 
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ßl — fil.//l_a2\ tl . 

"^"■(l-A)«       1-A^^       «^(14./«)(1— A)«' 

Die  Gleichung  der  Ebene  wird  daher: 

«  =  «y  +  (l  -  j^)  y^^f^r^ . .  +  j^  -  ff A(/»- a») .  J* 
und  geht,  nach  der  Differentiatioii  nach  o,  ttber  in 

Die  Elimination^)   von  a  ans  den  beiden  letzten   Gleichungen 
würde  nun  den  Ausdruck  ftlr  die  Schattenfläche  liefern,  allein  die 

uf 
Rechnung  wird  einfacher,  wenn  man  annimmt  a  —    ._- +5.p  — 

das  erste  Glied  rechts  giebt,  den  Planeten  kugelf5rmig  vorausgesetzt, 
den  Wert  von  a.    Damit  erhält  man  zunächst 


5)  Sie  verlangt  eigentlich  die  AnflÖsang  einer  Gleichung  riertcn  Grades, 
die  Laplaee  nmgeht,  H&tte  man  bis  dahin  gar  keine  Vereinfacbnngen  ein- 
treten lassen  nnd  den  Mittelpunkt  des  BUipsoides  irgendwo  in  der  Ebene  der 
XY  angenommen ,  so  würde  man  xur  Bestimmung  von  a  ebenfalls  eine  Glei- 
chung vierten  Grades  aufzulösen  haben,  zu  der  noch  eine  zweite  vom  Sten 
Grade  in  a  hinzutritt,  einerlei  ob  man  es  mit  einem  Umdrehungs*  oder  drei- 
axigen  Ellipsoide  zu  tun  hat,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  im  ersten  Falle 
die  Coefficienten  von  a  einfacher  sind,  als  im  zweiten.  Sobald  aber  der  Mittel- 
punkt des  Ellipsoides  ausserhalb  der  Ebene  der  XY  liegt,  gestaltet  sich  der 
ganze  Frocess  um  ein  Bedeutendes  complicirtcr;  ich  will  jedoch  auf  diese 
strengen  Gleichungen  hier  nicht  weiter  eingehen.  Handelt  es  sich  um  die 
Scbattenflftche  eines  Rotationsellipsoides  — -  dabei  wieder  die  Voraussetzung, 
dais  seine  Aequatorcbene  durch  den  Mittelpunkt  der  leuchtenden  Kugel  geht 
—  80  hat  offenbar  die  Wahl  der  Lage  seines  Mittelpunktes  in  der  Ebene  der 
A 7  gar  keinen  Einfluss  auf  deren  Gestalt;  es  erscheint  einem  Beobachter 
zwischen  Ellipsoid  und  Kugel,  auf  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  beider 
KOrper,  stets  vollständig  beleuchtet,  oder,  insofern  es  ein  Planet  ist,  als  stets 
von  denselben  Projectionen  der  Beobachtungscurven  (denn  der  Halbschatten 
psrtieipirt  ja  auch  hieran)  auf  den  Himmelsgmnd  begrenzt.  Anders  ist  es 
beim  drdaxigen  Ellipsoid,  das  extreme  Beleuchtungs-  und  Schatten-Phasen 
zeigt,  die  damit  zusammenfallen,  dass  man  seinen  Mittelpunkt  in  den  Coordi- 
naten-Anfang  legt  und  den  der  Kugel  das  eine  Mal  auf  der  Axe  der  X^  das 
andere  Mal  der  Y  annimmt;  im  Allgemeinen  erscheint  es  einem,  wie  oben 
sitoirten  Beobachter  unvollständig  beleuchtet. 


^ 


jfl 


z^ 
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^  _  -2L\  1/  »V*        2ggy7" 

_     */     _  gpy  _         g*»/ 
"y^HT*      »      (i_A)y7q:? 

and  fflr  die  Gleichung  der  Ebene 

X  -.  /.  yy»+^  -  ^^_  ^^  ^^^^^+  _-_--.—-,. 

sowie  hieraus: 

(.-Ä)'=<^+-./--^-w/..  5^ 

Da  D  bedeutend   grösser  als   R  ist,    so   bat  man  sehr  nahe 
/  "■  —  jf.. , X ,    und  zwar   mit  dem  negativen  Vorzeichen,   weil 

x<C  fiiTi  denn  man  findet  ftlr  einen  Schatten  von  Ereiskegel-Form 

(also  Jupiter  kugelförmig  angenommen)  x  «  rziv  y  ■=■  0,  « «=  0  als 

Coordinaten  seines  Mittelpunktes,  so  dass  also  x  >>  ^37  ^^^^   ^^^ 
mehr  in  Betracht  kommt. 

Als  Gleichung  der  Figur  des  Halbschattens   erhalten 
wir  somit 

und  in  ganz  ähnlicher  Weise  als   Gleichung  der  Figur  des 
Kernschattens 

da  k  Iftkr  den  Halbschatten  einen  negativen,   far  den  Eernscbatten 
einen  positiven  Wert  hat. 


> 
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I  Betrachten  wir  jetzt   den  Schnitt   der  KernBchattenfläche ,   der 

f-      dorch  eipe,  aof  der  Axe  der  X  senkrechte  Ebene,  in  der  Entfernung 

r  Tom    Mittdponkte   Jupiter'»    hervorgebracht   wird,     setzen    also 

*=-£>-!-•'»  80  ^olgt  zunächst 

ond  dann  durch  Vemachlftssigung  von  g: 

Diesen  Wert  von  Vy^-h^  i^  ^^  von  q  abhängige  Glied  der  vor- 
h^gehenden  Gleichung  eingesetzt,  giebt 

1+- 

DA 
also  die  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  halbe  grosse  Axe 


and  deren  AbpUittung 


r 


'  +  D 


^_r(l-A) 


Dk 

ist;  denn  man  braucht  die  Gleichung  einer  Ellipse   sich  nur  in  der 
Form 

p'  dabei  die  Abplattung  =  — -^  bedeutend,  geschrieben  zu  denken, 

dieselbe  geht  durch  Vernachlässigung  der  zweiten  Potenzen   von  g* 
aber  in 

(\'\-^R*  ist  die  halbe  grosse  Axe  der  erzeugenden  Ellipse  Jupiter*s, 
oder  der  halbe  Durchmesser  seines  Aequators,  die  Grösse  ^.    Ist 

selbst  fOr  den  4ten  Satelliten  dieses  Planeten  unbeträchtlich,    Hodlent 
man  sich  der  eben  angegebenen  abgekflrztcn  Bezeichnungen,  lo  wird, 
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wieder  mit  Rücksicht  auf  die  mehrfach  betonte  Vernachlässigang  der 
zweiten  Potenzen,  die  Gleichung  der  Schnitt-Ellipse 

2a  drückt  dann  die  Igrösste  Breite   eines  Eernschatten-Qnerschnittes 
aus. 

Denkt  man  sich  in  o  und  g'  die  Grösse  X  mit  negativem  Vor- 
zeichen eingeführt,  so  stellt  die  voraufgehende  Gleichung  ebenso  den, 
auf  der  Axe  des  Halbschattens  senkrechten,  durch  letzteren  geführten 
Schnitt  dar.  Die  grösste  Breite  des  Halbschattens  in  der  Entfernung 
r  vom  Mittelpunkte  Jupiter's  wird  daher  augenscheinlich  durch  die 
Differenz  der   beiden  Werte  von   «  für  Kern-  und  Halbschatten  be- 

Stimmt,  sie  ist  (1'\-q)R'  jy.  oder  ~^,    worin    R   den    Soimenhalb- 
messer  bedeutet. 

4. 

Bei  dem  Entwürfe  der  perspectivischen  Ansicht  von  der,  im  Vor- 
aufgehenden behandelten  Eernschatten- Fläche,  welche  ich  diesem 
Aufsatze  beigefügt  habe,  ist  der  Augenpunkt  so  angenommen,  dass 
der  Beschauer  von  Oben  herab  schräge  auf  die,  etwas  um  die  Ver- 
ticale  und  Horizontale  gegen  ihn  zu  gedachte  Figur  sieht;  die  Con- 
touren  und  einzelnen  Schnitte  werden  sich  daher  dem  Auge  nicht  in 
ihrer  wahren,  sondern  in  einer,  durch  die  Perspective  etwas  ver- 
änderten Gestalt  darbieten. 

/  D 

Legt  man  die  Ebene  der  YZ  in  den  Punkt  ( «  «  TZZv   y  '^^^ 


»)• 


den  ich  ein  für  alle  Male  Mittelpunkt  nennen  werde,   so 

sieht  man  zunächst,  dass  das  Gebilde,  welches  durch  eine  Fläche 
6 ton  Grades  dargestellt  wird,  alle  3  Coordinaten-Ebenen  zu  Sym- 
metrie-Ebenen hat 

Der  Durchschnitt  mit  der  Ebene  der  XY  führt  auf  die  Gleidiung 


{^■f ->){-' f +>)-<>• 


stellt  also,  was  am  Ende  auch  von  selbst  klar  gewesen  wäre,  zwei  sich 
im  Mittelpunkte  schneidende  Gerade  (o,  a')  dar.    Dabei  ist  a  =  j^« 


flc'  =  «  —  a. 
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Die  Ck>iitoiireD  der  Flftche  in  der  Ebene  der  YZ  sind  zwei  Hy- 
perbeln (6,  h') 


i'a  x'^ 


"  (sv^^:f 


1, 


Ton   denen  nnr  je  ein  Ast  vorhanden  ist.    Hierbei  wurde  gesetzt 

1  — A 


1-  2Ap- 


1  — A 

Jeder  Schnitt  mit  einer  Ebene,  parallel  der  Ebene  der  XY^  z.  B. 
der  für  a«d,  liefert  eine  Gleichung  von  der  Form 

«'*  =  ^«+y^  +  «' 

wdche  einer  Curve  6ten  Grades  (c,  e\  e^y  e,')  angehört,  die  aus 
zwei  congruenten,  nach  beiden  Seiten  hin  sich  in*s  Unendliche  er- 
streckenden Zweigen  besteht.  Sie  liegt  gegen  beide  Axen  des  be- 
treffenden rechtwinkligen  Coordinaten-Systems  vollkommen  symme- 
trisch und  besitzt  geradlinige ,  in  der  Figur  nicht  angedeutete 
Asymptoten 

die  wieder  zu  der  Hyperbel 


gehören. 

Schneidet  man  schliesslich  die  Fläche  durch  eine,  durch  den 
Mittelpunkt  gehende  und  der  Ebene  der  YZ  parallele  Ebene ,  so  er- 
hält man  wieder  eine  Curve  6ten  Grades  (e/,  d')  von  der  Form 

««^24.y«+«VM*+2i4)+y*«2(2^4.1)_a4(^-.  1)2. i22  «  0, 

Die  Discussion  dieser  Curve,  fCUr  welche  der  Mittelpunkt  ein 
sogen.  Inflexionspunkt  wird,  hängt,  der  Hauptsache  nach,  von  der 
Auflösung  zweier  Gleichungen  dritten  Grades  (die  eine  in  ^,  die 
andere  in  2^  ab.  Sie  setzt  sich  aus  zwei  congruenten  Teilen  zu- 
sammen, deren   einer  ganz  oberhalb  und  deren  anderer  ganz  unter- 
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halb  der  Ebene  der  XY  liegt,  hat  einige  Aehnlichkeit  mit  dDer 
IiCmDiBkate  and  itkest  sich  näberungswoise  durch  zwei,  in  oiBei 
Ebene  angeDommeue  Ellipsen  ersetzen,  deren  Ideiae  Axen  in  eine 
Gerade  iailen  nnd  im  Mittelpunkte  znaammeatreffen.  Je  weiter  nun 
sich  von  letEterem  Paukt«  entfernt,  desto  mehr  werden  die,  der  Ettcae 
der  TZ  parallelen  Schnitte  Ovalen  ähneln,  reap.  Ellipsen,  die  wir 
oben,  nach  dem  Laplace'schen  Verfahren,  als  allgemeine  ScbniU- 
fignren  in  dem  znletzt  besprochenen  Sinne  kennen  {  ' 

Leipzig,  im  März  1883. 


Uibtr  einigt  EignutkaJUii  tiner 


^enschaiten  einer  beBondereo 
igelschnittachar. 


■  Carl  HosBfeld. 


jbildeo  II.  Ordnung  von  einfacb  nnendlicber 
Hanoighltigkeit  hat  das  EegelschnittbOachel  and  die  Eegelscbnitt- 
■cbar  mit  vier  gleicbartigen  (reellen  oder  imaginäreD)  Onrndelementen 
die  eingehendste  Betracbtnng  erfahren*). 

Nicht  weniger  interesaante  Eigenschafteu  wie  jene  Gebilde  zeigt 
die  Bog.  geoÜBcbte  Kegelschnittscbar ,  deren  einzelne  Cnrven  dnrcb 
drei  feate  (znm  Teil  imaginäre)  Pankte  hindnrcbgehn,  und  eine  fegte 
Gerade  beiüliren. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall  der  Realil&t  sänimtlicber 
Qmndelemente. 

Es  aeien  gegeben  drei  feste  Pnnkte  A,  B,  C,  die  nicht  in  einer 
geraden  Linie  liegen,  nnd  eine  feste  Gerade  d,  welche  keiaen  dieser 
Punkte  enthalt.  Die  durch  diese  vier  Elemente  beatimtnto  Eegel- 
Bchnittscbar  könnte  am  einfachsten  dadurcb  erzengt  werden,  dase 
man  den  Berflhrnngspnnkt  anf  d  fortschreiten  Hesse;  wir  wenden 
ans  jedoch  einer  andern  Erzeugungsweise  an,  welche  nns  anmittelbar 
auf  wichtige  Eigenschaften  der  Sdiar  führt 
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Nimmt  man  in  einem  der  drei  gegebenen  Pankte  z.  B.  in  C  eine 
Tangente  c  beliebig  an,  so  giebt  es  immer  zwei  (reelle  oder  imaginäre) 
Kegelscbuitte,  welche  die  fünf  Cnrvenelemente  A^  B^  C,  e  und  d  ent- 
halten *). 

Um  ihre  Berührnngspunkte  auf  d  zu  erhalten,  müssen  wir  auf 
der  gemeitfschaftlichen  Sehne  AB  -»  «  dasjenige  einzige  (reelle  oder 
imaginäre)  Punktpaar  \n,  Q'  bestimmen,  welches  sowol  die  Pankte 
A  und  By  als  auch  die  Schnittpunkte 

A{8d)  «  S)    und    (sc)  «-=  e 

harmonisch  trennt.  Die  reellen  oder  imaginären  Verbindungslinien 
des  Punktes  C  mit  \U  und  1U^  bestimmen  auf  d  die  BerOhrongspunkte 
eines  reellen  oder  imaginären  Kegelschnittpaares.  Drehen  wir  die 
Tangente  c  um  den  Punkt  C,  so  schreitet  S  auf  s  fort,  und  wir  er- 
halten sämmtiche  Eegelschnittpaare  der  Schar.  So  lange  die  Tan- 
gente e  die  Sehne  8  auf  derselben  Strecke  AB  trifft,  welche  auch  d 
schneidet,  sind  die  Gurvenpaare  reell;  sie  werden  imaginär,  sobald 
A  und  B  durch  (£  und  S)  getrennt  erscheinen.  Da  das  Punktpaar 
Vi  91'  stets  harmonisch  durch  die  beiden  festen  Punkte  A  und  B  ge- 
trennt wird,  so  beschreibt  es  bei  der  Erzeugung  der  Kegelschnitt- 
schar —  und  in  Folge  dessen  auch  das  Paar  Berührungspunkte  auf 
il  —  eine  hyperbolische  Involution. 

Mit  Hilfe  des  Gefundenen  können  wir  den  Ort  des  Poles  einer 
allen  Kegelschnitten  der  Schar  gemeinschaftlichen  Sehne  in  Bezug  aaf 
jene  bestimmen. 

Wir  führen  diese  Bestimmung  für  die  Sehne  AB  =»  $  aus.  Für  jede 
bestimmte  Tangentenlage  c  erhalten  wir  im  Allgemeinen  zwei  Punkte 
als  Pole  von  a  in  Bezug  auf  die  durch  e  bestimmten  zwei  coigagirten 
Kegelschnitte.  Diese  Pole  sind  die  Schnittpunkte  der  Polaren  y  des 
Punktes  S  mit  den  beiden  Polaren  6  und  6'  des  Punktes  S).  Die 
Polare  y  finde  ich ,  indem  ich  C  mit  einem  Punkte  S'  auf  «  ver- 
binde, welcher  durch  A  und  B  harmonisch  von  (£  getrennt  wird;  die 
Polaren  d  und  d'  sind  bzhw.  die  Verbindungslinien  der  Berührnngs- 
punkte D  und  D'  auf  d  mit  einem  festen  Punkte  S)'  auf  #,  welche 
durch  A  und  B  harmonisch  von  3)  getrennt  wird.    Die  Schnittpankte 

(yd)  =.  Hl     und     (yd')  =»  1^ 

sind  also  die  Pole  der  Sehne  8. 


*)  Vergl.  meine  Inaug.-Diss.:    Constraction    des  Kegelscbn.  ans  f^of  sum 
Teil  imag.  Curvenclcmenten.     Jena,  Deistung. 
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Noo  mttssen  aber  auch  die  Verbindungslinien  des  Schnittpunkts 
(im/)  » iS  mit  %  und  A'  die  Pole  17^  und  17,  enthalten;  da  aber  die 
fier  Strahlen  d,  Sfi\  c,  S^  ein  harmonisches  Büschel  bilden,  so  sind 
die  Tier  Punkte 

fier  harmonische  Punkte. 

Drehen  wir  jetzt  e  stetig  um  C,  erzeugen  also  die  Kegelschnitt- 
schar, so  beschreiben  die  Strahlen  %'Z>  und  S)'/>'  eine  Involution. 
Auf  jedem  Paar  coi^jugirter  Strahlen  66'  derselben  liegen  die  Pole 
der  Sehne  s  in  Bezug  auf  das  durch  sie  bestimmte  conjugirte  Kegel- 
Bchnittpaar,  und  man  findet  diese  Pole  11^  und  H,,  in  dem  man  den- 
jenigen Strahl  von  C  aufsucht,  dessen  Schnittpunkte  i7|  und  11^  mit 
6  und  6'  durch  C  und  seinen  Schnittpunkt  mit  d  harmonisch  ge- 
trennt werden.  Daraus  folgt,  dass  die  Polpaare  il^  und  Tl^  auf  einer 
Curvc  il.  Ordnung  liegen,  welche  8  im  Punkte  S)'  berührt  und  in 
Bezug  auf  welche  C  und  d  Pol  und  Polare  sind. 

Fassen  wir  das  Ergebniss  unserer  Betrachtung  noch  einmal  in 
dem  Satz  zusammen: 

„Lässt  man  eine  Kegelschnittschar,  deren  einzelne  Curven  durch 
„drei  reelle  Punkte  hindurchgehn  und  eine  reelle  Grerade  berühren, 
,4Adnrch  entstehen,  dass  man  die  Tangente  in  einem  der  drei  Punkte 
„stetig  um  diesen  dreht,  so  erhält  man  unendlich  viel  Paare  ein- 
„ander  zugeordneter  reeller  oder  imaginärer,  in  dem  gewählten  Punkte 
„sich  berührender  Kegelschnitte,  deren  Beziehungspunktpaare  auf 
„der  festen  Geraden  eine  hyperbolische  Involution  bilden.  Die  Polo 
„einer  gemeinschaftlichen  Sehne  aller  Curven  der  Schar  in  Bezug 
„auf  BämmÜiche  coi^ugirte  Kegelschnittpaaro  bilden  eine  involutori- 
„sche  Punktreihe  zweiter  Ordnung,  deren  Träger  die  gemeinschaft- 
,Hche  Sehne  berührt  und  in  Bezug  auf  welche  der  nicht  auf  der 
„gemeinschaftlichen  Sehne  gelegene  dritte  Punkt  der  Pol  —  der  ge- 
„gebenen  festen  Geraden  ist." 

Wir  dehnen  jetzt  unsere  Untersuchungen  auf  eine  Kegelschnitt- 
schar  aus,  für  welche  zwei  der  ursprünglichen  Grundpunkte  imaginär 
sind.  Es  sei  C  der  reelle  Punkt,  d  die  reelle  Gerade  und  #  die  re- 
elle Verbindungslinie  der  zwei  imaginären  Punkte,  welche  durch  eine 
elliptische  Punktinvolution  auf  «  definirt  sind.  Durch  die  Annahme 
einer  beliebigen  Tangente  c  im  Punkte  C  sind  zwei  Kflyjijchaitte 
der  Schar  bestimmt,  welche  C,  d  und  die  imaginären  1^^" 
auf  s  zu  Grundelementen  hat. 


256  Hoasfeld:    Ueber  einige  Eigenschaften 

Die  Berührangspnnkte  D  und  D'  beider  K^elschnitte  sind  da- 
durch zu  finden,  dass  man  auf  s  dasjenige  einzige,  allzeit  reelle 
Paar  conjugirter  Punkte  ^W  der  gegebenen  Involution  auüsucht, 
welches  sowol  die  Punkte 

(sd)  =  S5    und    (#c)  «  e 

als  auch  deren  resp.  conjugirte  Punkte  ^'  und  d'  harmoniseh  treimt, 
dasselbe  mit  C  verbindet  und  die  Verbindungslinien  mit  d  zum  Durch- 
schnitt bringt. 

Es  folgt  hieraus  ohne  Weiteres,  dass  die  Bertthrungspunktpaare 
D  und  D'  auf  d  eine  Involution  —  und  zwar  eine  elliptische  — 
beschreiben,  wenn  durch  Drehung  der  Tangente  c  um  den  Punkt  C 
die  ganze  Kegelschuittschar  erzeugt  wird. 

Sind  durch  eine  bestimmte  Tangeuteulage  e  zwei  Kegelsdmitte 
der  Schar  gegeben,  so  construirt  man  die  Pole  77^  und  i^  der  Sehne 
s  in  Bezug  auf  dieselben,  indem  man  die  Geraden  9)'Z>  und  S)'2>'  — 
das  sind  die  Polaren  des  Punktes  S)  —  zum  Durchschnitt  bringt  mit 
CS',  der  Polaren  des  Punktes  S.  Durch  diese  Durchschnittapunkte 
77j  und  n^  gehen  aber  offenbar  auch  die  Verbindungslinien  dei 
Schnittpunkts  (cd)  »  S  mit  W  und  \U ;  da  nun  diese  nebst  e  und  d 
ein  harmonisches  Büschel  bilden,  so  sind  auch  die  vier  Punkte 

G„    C,    n^    (njJ^)^S' 

harmonische  Punkte.  In  ganz  gleicher  Weisn,  wie  oben,  schliessen 
wir  hieraus,  dass  iJj  und  üf  die  Polpaare  der  Sehne  #,  auf  einen 
Kegelschnitt  hingleiten,  wenn  durch  stetige  Drehung  der  Tangente  e 
die  Kegelschnittschar  erzeugt  wird.    Wir  haben  also  das  Resultat: 

„Lässt  man  eine  Kegolschnittschar,  deren  einzelne  Curven  direct 
„durch  einen  reellen  und  zwei  imaginäre  Punkte  hindurchgehn,  und  eine 
„reelle  Gerade  berühren,  dadurch  entstehen,  dass  man  die  Tangente 
,4n  dem  reellen  Punkt  um  diesen  dreht,  so  erhält  man  unendlich 
„viel  Paare  einander  zugeordneter,  allzeit  reeller,  in  dem  reellen 
„Punkte  sich  berührender  Kegelschnitte,  deren  Berührungspunktpaare 
„auf  der  reellen  Geraden  eine  elliptische  Involution  bilden.  Die 
„Polo  der  Verbindungssehno  der  imaginären  Punkte  in  Bezug  auf 
„sämmtliche  conjugirte  Kegelschnittpaare  bilden  eine  involutorische 
„Punktreihe  II.  Ordnung,  deren  Träger  die  Sehne  berührt,  und  in 
„Bezug  auf  welche  der  reell  gegebene  Punkt  der  Pol  der  reellen 
„Geraden  ist" 

Dieser  Satz  klärt  uns  über  den  allgemeinen  Ursprung  der  fol- 
genden beiden  Sätze  auf: 


I 


;i 


I 


► 


S,9 


'■"   A 


nistorJiini. 


', 


-"artige    Q^^^^i,, 

"  'Siegelt, 

^  halb  J^*""^=«.   H^*-Vw*<'- 
•     ^  «Jas  H<,.J^    *  ^    «^U    . 


» ^^ 
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ferner,  dass  jedes  Tangentenpaar  ans  irgend  einem  Pankte  der  Tan- 
gente d,  z.  B.  aas  £  slu  k  gelegt,  anf  s  ein  Paar  coigugirter  Pnokie 
der  Involntion  Z,  JT'  bestimmt.  Das  Ponktpaar  S^'  wird  aber 
jedenfalls  durch  XX'  getrennt,  also  auch  das  Strahlenpaar  £9,  SV 
durch  £Xy  £X']  es  kann  mithin  nur  ein  Strahl  des  ersteren  die 
Curve  k  in  reellen  Punkten  treffen ,  welche  die  Pole  der  Sehne  t  ra 
Bezug  auf  die  gesuchten  beiden  Kegelschnitte  sind.  Fällt  jedodi 
9,  S'  mit  X  resp.  X'  zusammen,  so  haben  wir  vier  Lösungen,  von 
denen  je  zwei  zusammenfallen. 


Jena,  den  29.  Juni  1882. 


XVUl. 

Die  Cocbleoide. 


C.  Falkenburg, 

HatcbJDCDbaa-lDgenicuT  ticr  Aclicngeaeilschafi  Atlaa  t 


Ter&9ser  dieses  Aufsatzes  hat  nonlieh,  indem  er  bi 
lieb  die  Vorgänge  einer  von  ilim  erfondenon  Steaerai 
for  Dampfmaschinen  dnrch  eine  matbematische  Vorstel 
klar  ZQ  machen,  eine  Linie  entdeckt,  welche  besonderi 
Eigenschaften  zeigt,  und  sich  durch  eine  schneckec 
charakterisirt 

Er  hat  sie  daher  die  Cocbleoide  genannt,  to 
Schneckenhaas. 

In  seiner  Steuerung  kommen  nAmlich  zwei  Dam] 
welche  von  Excentern  bewegt  werdea 

Diese  Excenler  haben  aber  nicht  wie  gewöhnlich  die 
geschwindigkeiten ,  sondern  es  macht  dös  eine  die  di 
Touren  des  andern  in  derselben  Zeit, 

Um  sich  nnn  die  gegenseitige  Bewegung  dieser 
phisch  zu  veranscbanlichen  in  einem  Scbieberdiagrani 
Oebranch  von  dem  ans  der  niederen  Geomatrio  bekam 
ein  Winkel  an  der  Peripherie  eines  Kreises  halb  so  gr 
entsprechende  Centriwinkel ,  und  es  entstand  dadurch 
Üg.  1.  OKk  sei  die  Todlage  der  Kurbel,  O  das  Schi 
mittel,  OE  die  Excentricität  des  langsam  gebenden  E 
ches  sieb  mit  der  Scbwnngradwelle  dreht,  und  OiE  d 
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80  schnell  gehenden  Ezcenters;  derart  dass  00^  «  O^E^  so  ist  füi 
jede  beliebige  Knrbelstellang  OiT,  welche  den  Winkel  a  mit  der  ur- 
sprünglichen Todlage  OKk  macht,  der  Winkel  E^O^Kk  =  2a,  Es 
erschien  ihm  nun,  durch  Annahme  verschiedener  Grössen  Yon  O^O^ 
derart  dass  die  Excenterkreise  EE^O  immer  die  Linie  OF berOhrten^ 
eine  Reihe  von  Punkten,  welche  ihn  auf  die  Existenz  einer  Linie 
schliessen  liess,  welche  durch  folgende  Definitionen  bestinftmt  wird: 
Fig.  2.  Die  Spitze  O  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  GAB  durch- 
läuft die  y Axe,  während  der  Punkt  A  seiner  Basis  fest  liegen  bleibt, 
und  der  andere  Schenkel  OB  stets  mit  AY  einen  Winkel  bildet,  der 
mit  der  Länge  AO  umgekehrt  proportional  ist  Der  Punkt  B  be- 
schreibt die  Cochleolde,  wovon  die  Gleichung  auf  Polarcoordi- 

naten  lautet: 

g(p  «  nrsmg> 

und  auf  rechtwinklige  Coordinaten 

(«*+y*)arctg|  —  nrjf, 

wenn  man  mit  r  die  halbe  Entfernung  von  A  aus  bezeichnet,  wo  die 
Gurve  zum  ersten  Male  durch  die  Y  Axe  geht. 


Beweis. 

Es  sei  gegeben  (Fig.  2.)  OA  ^p  X  mal  den  Radius  des  Kreises  r, 

wofür  der  Centriwinkel  ßOA  « 180^  «  n  wird,  so  ist,  weil  Oj±  =^pr^ 

n 
der  Winkel  AOB  ^  -,   da   sich 'die  Winkel  mit  den  Schenkeln  nm- 

P 

gekehrt  proportional  verhalten.    Nennt  man  nun  AD  »  q  und  Wkl. 
DAX  —  9,  so  ist  CD  =  2pr  =  AC  und  hat  man: 

Wkl.  ACD  «  2  DAX 
oder: 


also 


daher 

sin  9 
woraus  folgt 

oder 

a) 


^-2.p 

n 

Q 
,    n        AE         2 

®*°  ip"^  AC'^  2pr 

Q 
^pr 

sinv-  ^X? 

gg>  ""  itr  sin  <p 
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Hierin  für  Transformation  anf  rechtwinklige  Coordinaten 

y 


setzt,  wird 


sing) 


tp  —  arctg 


tgy      _ 


yi+tg»<3P    ya!*+y*' 


[und  wird  also  die  Oleichang  anf  rechtwinklige  Coordinaten  durch 
iSabstitution  obiger  Werte  in  die  Polargleichnng: 


(«*+y*)arctg;  —  nry. 


£8  folgen  hieraus  mehrere  merkwürdige  Eigenschaften: 


Für  <p  —  0  wird,  weil  q 


sin  9>       ,  Bin  9  ^^  ^    , 

nr und  — —^  für   9  =  0  den 


9> 


<P 


Grenzwert  1  erhält,  ^  -=-  »i*;  das  heisst: 


Für  9>  <—  0  recüficirt  der  Badiusvector  die  halbe  Peripherie  des 
Kreises,  welcher  mit  r  beschrieben  ist. 

Die  mittlere  Proportionale  zwischen  diesem  Badiusvector  nr  und 
dem  Radius  r  des  angenommenen  Kreises  ist  also  die  Seite  des  Qua- 
drats, dessen  Inhalt  gleich  dem  Inhalte  dieses  Kreises.    Wenn  also 

(Fig.  2.)  OA  —  r,  so  ist 

PA  =  nr 
nnd 

AQ  «=  r^n. 

Jeder  andere  beliebige  Punkt  C,  Z>,  E  u.  s.  w.  ist  nun  leicht 
mittels  der  gefundenen  Gleichung  zu  construiren. 


Es  folgt  nun  ebenfalls  daraus: 


für    (p 

<P 
<P 
(P 

<P 


3(y> 

1800 
270^ 
360« 
4500 


ist 


n 
2 

n 

Zn 
2 

2n 

bn 

T 


11 


1» 


11 


yy 


11 


Q  =3r^AC 
Q==2r  =  AB 
Q^O    —A 


i 


AM 


(»  =  0 


l    =AN 
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p  =  540*  =  3n        ist        p  =  0  - 


1 


„     V  —  720»  =  4a  „  e  =  0  =  ^ 

„      q>=.  810"  =Y  "  e  =  i  -  AS     o.  S.  w. 

Die  EntfernuDgen  ^£,  d3f,  AN,  AR,  AS  a.  B.  w.,  in  denen  die 
Cocbleoide  durch  die  Y  Äie  gebt,  bilden  also  eine  Reibe,  welche 
ausgedrückt  wird  durch  die  Bruchzahlen 

11111  11  1  1 


'  1"  1+2    1  +  2  X2'  1  +  3  X2' 


1+4X2  "■  "■  "■ 
Ana  der  QloichaDg  der  Cnrve  findet  man : 
sin  y 

and  Bubatitnirt  man  hicriu  für  (p  die  Werte  «,  «+«,  «+2»»,  «+3«, 
(i+4jr,  BO  bilden  die  hinter  einander  folgenden  Werte  Ton  tp  eine 
Reibe,  welche  mit  abwechseloden  Zeichen  +  and  —  verseben  ist, 
deren  Olieder  aber  die  Reciproken  einer  arithmetischen  Reibe  ent 
halten. 

Bedenkt  man  nun,  dass  die  negativen  Werte  derart  ansfallea, 
dass  dieselben  mit  den  positiven  in  Wirklichkeit  immer  an  nar  einer 
Seite  dos  Ursprungs  zu  liegen  kommen,  so  ist  es  klar,  dass  jeder 
Radinsvector  der  Cocbleoide  von  der  Curve  selbst  der- 
art geschnitten  wird,  dass  die  Stucke  desselben  eine 
harmonische,  divergente  Reihe  bilden. 

FUr  <p  ~  jn,  IJtc,  2Jn  n.  s.  w.  fanden  wir  achon  die  Reibe  1, 
t,  i,  h  i  ü.  s.  w. 

Die  Cnrve  bat  zwei  asymptotische  Punkte,  n&mlich  P  für  ip  —0, 
und  A  für  qo  <°>  E». 

Gleichzeitig  aber  ist  A  auch  ein  Bertthrnngapankt  nnendlicbster 
"  '  nng,  denn  es  paasirt  die  Cnrve  denselben  eine  anendliche  An- 
M&le,  während  sie  die  X  Azo  berührt 

Vermittels  der  Cocbleoide  I&sst  sich  auch  der  nte  Teil   dnei 
bigen  Winkels  a  constrairen. 

Es  kommt  bei  dieser  Frage  erst  darauf  an,  den  Eckpunkt  de« 
[eis  II  derart  auf  AHzn  stellen,  dass  von  beiden  Schenkeln  durch 


die  Cochleolde  gleiche  Stü^e  al^escluiil 
der  beiden  Schenkel  anf  aä^  liegen  bleibt 
a.  10  fflosB  KA  *~  KF  werden. 

Ist  also  (Fig.  2.)  -  —  o,  so  wird  w  ■ 
P 

Ist   die  Cochleoldo   gegeben,    so   m 

(Fig.  3.)  nnd  bescbreibo  darauf  ein  gleii 

vodorcb  Ain  =  5  wird.  Nimmt  man  nnii 

Ko  ID  die  Cocbleoide  scbneidet,  so  ist  { 
Wld.  AEF  —  o. 

Verlangt  man  nun  den  nten  Teil  des 
AH~=nX  AK,   beschreibe  mit   HA  = 

ond  ziebo  HC,  so  ist  Wkl.  ABC  —  -  ■ 

Ans  der  Gleichung  sowol  als  selbst 
folgt  noch  eine  andere  Definition: 

Eine  nnendlicbe  Anzahl  Kreise  berlUu 
selben  Punkt  A.  Hau  nimmt  von  A  am 
«ioen  Bogen  von  constanter  Lfioge  nr. 
in  dieser  Weise  erhalteaen  Punkte  ist  f  qi 

Beschreibea  wir  nimlicb  ans  /  all  I 
lA  als  Radius ;  dieser  Kreis  gebt  durch  / 
AFD  nngekehit  proportional  ist,  ist  aa':h 

coDBtant 

F^.  1.  if  sei  ein  Pnikt  d«r  Cocbl 
und  parallel  mit  SM,  so  beschreibt  31' 
deim  die  Tinkdgescbwiwi^kfit  d««  Badi 
di^eit  des  Ptmktes  J/'  aaf  di«MT  Gera>d 
Aber  MM'  —  OJT,  «ober  «s«  atme  D« 

Jiin  Paskt  JT  beirbreibt  ein 
rsle;  lieht  aas  JOT'  =  itm  Radi 
isllel  Bit  OT.fia  ist  ier  ge«aetris 
dieCochleoide* 

Fencr:  To^aprs  *3  O.V  ss  X3 

^*&SU=OS—OJ'.  far  «Tatet  O.i. 

Diker  M  SM  tsat  dss  la^-a.  4e»  fr-^&tai 
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gleichBchenkligeu  Dreiecks,  and  macht  man  ali 
ein  PDQkt  der  Gochleolde.    Hieraus  leitet  mftD 

„lat  OSP  das  veränderlicbe  gleicb 
eck,  deBsen  Pankt  Pdie  Cochleolde  ]>• 
bOrt  aoch  die  Projection  M  des  Pn: 
Schenkel  SP  zn  derselben  Cürve." 


Die    UmbOllnngscar' 

Fig.  4.  Der  verfinderliche  Schenkel  NM  o 
bttUnngscmre  (enveloppe),  die  mr  Torläofig 
wollen.  Da  nan  M  die  Projection  von  O  anf  < 
iit,  kann  man  sagen: 

„Die  Cochleoide  ist  die  Pedale  o 
Poles  0  mit  Beziehung  zu  (Ky\  oder  aa 

»Die  Umballnngacurve  (envelopp 
Schenkels  SM  ist  die  Antipedale  toi 
Cocbleolde  selbst" 

Wir  incbea  jetzt  die  Oleichung  von  (,K). 
Setzen   wir    Wkl.  AID=a,   den   Bogen 
haben  wir  AIX  "  —  '"'  oder  ^47  —  —. 
Die  Qleichnog  von  ID  wird  sein 

B  =  s!  tg  D/^  +  0/ =  —  «  cotg  I 
DifferentJiren  wir  (1)  bezüglich  a,  so  kommt: 

^-5=0    oder    *Cl  +  cot«V 
Ans  (1)  folgt: 

cotgo  ■=  — - — , 
welchen  Wert  wir  in  (2)  substitairen ;  das  gibt 

oder 
worant: 


r 


Die  Oleichnng  (1)  fuhrt  jettt  zur  0 

,+jcot,=:2£!!^SZE53  . 


^»^.y« ««CO 

„Ctg ir<«r-») 


Die  geaachte  Gleichong  ist  daher  ii 

»«ry±y«rai(*»+S'*— »")  -  («M-y*)»« 
oder 


»tg 


Die  Oleichnng  (2)  fllhrt  zur  Bestin 
der  Geraden  NM  mit  der  UmhtÜltingi 
(Fig.  5.) 


Non  ist  MH  Benkr.  anf  07,  MF 
Abtei  Ese  des  Bemhmngspnnktes  von  M 
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Beachrcibe  man  auf  OB  als  Darchmesger 
Ordinate  ME,  beschreibe  ans  O  als  Mittelpnnkl 
bogen  EF,  ziehe  FGI  seokr.  auf  OJf,  so  ist  / 

Die  CouBtruction  der  Tang ente  an  die  C( 

BerlthnuigBpniiktes  des  drehenden  Sehen 

UmliniluiigseiirTe  (K). 

Es  fuhren  uns  sehr  einfache  kinematisd 
ConBtraction  der  Tangente  an  die  Cochleoüdo  qe 
Bertthrnngapunktes. 

Man  hat 

ONXa  =■  nr 
worans 

'iON  da 

Aber  —^  ist  die  Geschwindigkeit  von  N  aaf 

Geschwindigkeit  des  Punktes  M,  als  auf  NM 
nährend  der  Rotation  von  Nif  um  N,  die  Gl 
rUckgefUhrt  auf  «  X  Uescbw.  von  N  +  Geschv 


/=  OU  = 


ONJ 


ON 

Fig.  6.  Stellt  man  die  erste  dieser  beid 
durch  ON  vor,  so  wird  die  zweite  durch  MC 
—  nr  bezeichnet.  Unter  dieser  Voraa^etznof 
gleichsam  eine  Geschwindigkeit,  welche  als  i 
nachfolgenden  Geschwindigkeiten  zu  betrachten 

1.  Eine  Geschwindigkeit,  welche  durch  M 
wird  vorgestellt,  als  hcrkUuftig  von  der  gleitoi 
anf  OY, 

2.  Eine  Geschwindigkeit,  welche  durch  Mi 
=  nr  ™  OS  wird  vorgestellt,  und  herrührt  i 
NM, 

3.  Eine  Geschwindigkeit  vorgestellt  durch 
der  gleitenden  Bewegung  von  M  anf  MN  dera 
Die  Reaultautc  der  Geschwindigkeiten  AIN  und 
von  MO  und  MQ  ist  MU,  wenn  OU  —  und  l 
folgt  die  höchst  einfache  Regel: 
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Um  die  Tangente  an  einen  Punkt  3f  der  Cochleolde 
n  construiren,  ziehe  man  Oü  sonkr.  auf  AfN  and  =  OB 
»  nr\  ziehe  ferner  J(fU  so  wird  diese  die  Tangente  sein. 

Es  sei  jetzt  der  Berührungspunkt  der  UmhAlIungscurve  von  NM 
mit  dieser  letzten  zu  bestimmen. 

Hierza  suchen  wir  das  Centram  der  momentanen  Drehung  der 
Terftnderlichen  Geraden  MN.  Da  der  Punkt  N  die  Gerade  OY 
durchlftuft,  ist  die  Normale  zu  seiner  Trajectorie  NZ  senkr.  auf  OY. 

Bliebe  ^M  constant,  so  wQrdo  die  Tangente  zur  Trajectorie  von 
M  die  Richtung  derjenigen  Geschwindigkeit  sein,  welche  aus  den  Ge- 
Bchifindigkeiten  MW  und  MQ  resultirt     Drehen  wir  diese  beiden 

Geschwindigkeiten  um  0  am  ^f)  so  wird  MW  die  Lage  MW'  senkr. 
auf  OJT,  und  OQ  die  Lage  OQ'  einnehmen. 

Kehen  wir  Q!L  =  und  senkr.  auf  MW'  und  ziehen  ML^  so  ist 
diese  die  Normale  zur  Curve  von  M  beschrieben  unter  der  Voraus- 
setzung ,  dass  M  fest  liegen  bleibt  aaf  WM  während  der  Rotation 
dieser  Geraden  WM. 

Der  Schnittpunkt  von  NZ  und  ML  wird  also  das  momentane 
Centrum  der  Drehung  der  Goraden  NM  sein ;  die  Projection  von  D 
auf  MN  daher  der  Berührungspunkt  Yon  MN  mit  der  Umhüllungs- 
curve  dieser  veränderlichen  Geraden.    Daher  die  folgende  Regel: 

Man  nehme  auf  MN^  MQ!  ^  nr  ^  OB,  ziehe  Q'L  parall.  OX 
und  =  MW «-  ONj  ziehe  ML ,  so  schneidet  diese  die  Linie  NZ 
parall.  OB  in  einem  Punkte  £>,  welcher,  projicirt  auf  MN  den  Punkt 
P  als  Berflhrungspunkt  der  augenblicklichen  Schenkelstellung  MN  mit 
ihrer  Umhflllungscurve  (K)  gibt 

Amsterdam  am  25.  März  1883. 
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Für  das  obere  Ende  L  der  Alhidade: 
Punkt  114 


Punkt  m. 


a?i  «—  r .  cos  dl    \ 

jc,  =  r .  COS  <yj     I 
y^  —  r.Bin<r2     ^ 


Punkt  mn  Xn 


r.cosa»    ) 
r .  sin  <fn     ' 


4) 


Far  das  untere  Ende  L'  der  Alhidade: 
Punkt  fiii' 


Punkt  fi^s' 


aJi'-=  r.cosffj'  ^ 

y/=r.8intfi'  )  ^> 


Punkt  mn'  itn* 

yn'=^  r.sin<y»' 


/-=»  r.  cos  (Tu'  ) 

/=»  r.sin<y»'  ; 


7) 


Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Punkte  m^,  m^,  m^^  m^,  ... 
m»  die  Stellen  bezeichnen,  wo  der  obere  Teil  der  Alhidade  des  In- 
strumentes den  Kreis  (Teilkreis)  des  Instrumentes  tn£ft,  ebenso  wie 
di^  in  den  Punkten  m,',  971,',  m^\  m^',  . . .  mn  von  dem  unteren 
Teile  der  Alhidade  geschehen  würde. 

Der  Radius  des  Teilkreises  in  <;  ist  mit  r  angenommen,  so  dass 

c^m^  «=«  cm^  ■=»  cm^  ^  . . .  ■"  cmn  ^  r  8) 

c^m^  =•  cm^  «■  coiji  »=■...■=  cmn  •■  r  9) 

ist  Da  die  Lagen  der  Punkte  mj,  m,,  mj,  m^,  ...  m«,  wie  auch 
der  zugeordneten  Punkte  174',  974',  m^\  m^^  . . .  mn'  in  Bezug  auf 
das  der  Berechnung  zu  Grunde  gelegte  Axensystem  bekannt  sind, 
so  ist  es  ein  Leichtes,  die  Alhidaden  in  den  verschiedenen  Lagen 
darzustellen,  da  man  blos  die  Gleichungen  der  Linien  m^m^'^  ^^S 
174974',  f^A^i'i  •  •  •  *'^W  zu  bestimmen  hat,  für  welche  man  aus  den 
Formen  2)  bis  10)  erh&lt: 

Linie  974974'  y—yi  —  -^ — it/C«— ^) 

Linie  m,m,'  »-y«  -  J^^*"*»^     >  10) 


Vn  ■■"  Vn 

Linie  97>p97i«'  y  — y*  «= —?  (»—«») 

*»  —  Xn 


Lukat!  Ntut  ilttkadt  mr  Btndma 


h,  =  yi  — B»«t  -=»i'- 

6»  —  yi.  —  iwck  •=y»  — 

so  kann  man  die  Oleichangen  in  10]  anch 

Linie  minij'  y  ^ 

Liuis  vif^'  y  = 

Linie  tntmn'  y  ^  i 

Von   der   Richtigkeit   kann   man   sieb 
Werte  Uberzeagen;  flbrigens  braucht  man 
bedenken,-  dass  die  Punkte  04,  m^,  »tg, 
Punkte    m,,   mj,  m,,  m«,   ...  m«'    Punkte 
tn^rn^  «  m^m^  ,  fHjfn^  ,  tn^vn^  «  ■  ■  <  f^«™«    Sin 

Um  die  Coordinaten  des  Punktea  c 
sämmtliche  iu  13)  zum  Duretaschnitte  zu 
mit  Hilfe  der  GansB'scbeo  Hetbode  der  kli 
wonach  mau  erhält: 

a!"J[o,]  -f"J[fi»]      -=.y 
Ans  diesen  zwei  Gleichungen  erhalten 

"l:'*[<i„]-n"S 


17) 

ikt  des 


»derer 
lie  Be- 
edeneu 


19) 
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Obwohl  in  Form  19)  die  tod  t  und  i>  froien  Glieder  ToUkommea 
eiiunder  gleich  sind,  wie  man  sich  dnrch  Auflösung  leicht  Qberzeagen 
kann,  so  loll  fUr  die  weitere  Berechnung  doch  nur  das  letzte  von 
t  und  v  freie  Glied  zur  weiteren  Entwicklung  benutzt  werden.  Dio 
BeatJmmnng  der  Werte  i  und  v  geschieht  auch  hier  wieder  am  bebten 
nach  der  Uethode  der  kleinsten  Quadrate,  wonacli  mau  wieder  er- 
hielte: 

t."i[(ir_  -««')M  -  £i  [(»--»-'Xy-y»')]  ="^  [(«^-»-'K^-y-'— »-a^')3 

firr[(!r»-r,')(y--y-')]-t'E[(y»-y«')»]=="£[(y--!/«')(x»y»'-y^«')] 

Setzt  man  zur  Bequemlichkeit  bei  der  Berechnung: 

■=1 
■S  [(«■— *it')(«'"S'"' — y<i*«')]  —9 

Bo  lassen  sich  die  Formen  in  20)  kflrxer  schreiben: 

mt)  —  »£  —  g     1 

.,-,£-,     (  =») 

mau  endlich  die  Werte 


33) 


se  Werte  unterscheiden  sich  Ton  jenen  in  16)  nnr  durch  die 
ung,  sind  aber  mit  denselben  identisch;  ebenso  wie  die  G-Iei- 
.  in  19)  mit  jenen  in  13)  in  naher  Beziehung  stehen,  wie  sich 
eigen  Ifisst 
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in. 

Bei  den  in  I.  and  U.  entwickelten  Methoden  wurde  Torans- 
gesetzt,  dass  sowohl  eine  Ablesung  in  X,  wie  in  X'  möglich  sei. 
Bei  Uhren,  wo  selbst  für  den  Fall,  wo  der  Secundenzoiger,  dessen 
Excentricität  man  eben  bestimmen  will,  in  L  und  L'  gleichzeitig  ein- 
gestellt und  abgelesen  werden  kann,  diese  Ablesung  in  Folge  der 
raschen  Bew(^ung  des  betreffenden  Secundenzeigers  jedoch  nicht  L 
und  L\  sondern  nur  in  einem  der  beiden  Paukte  möglich  erscheint, 
ist  es  am  besten,  den  Secundenschlag  hierzu  zu  benutzen,  d.  h.  man 
nimmt  die  Lagen  der  Secundenschlägc  0,  1,  2,  3,  . . .  29  als  zuge- 
ordnete zu  jenen  von  30,  31,  32,  ...  59  an,  indem  man  erstcre  als 
Ablesungen  in  L,  letztere  als  fingirte  in  L'  betrachtet. 

Wirft  man  die  Frage  auf,  ob  es  besser  sei,  bei  der  Berechnung 
der  fixccntricität  die  Methode  in  I.  oder  jene  in  II.  zu  wählen,  so 
wird  man  sich  für  die  Methode  in  I.  schon  deshalb  entscheiden  müs- 
sen, weil  die  Berechnung  der  Werte  von  b  (siehe  Form  15))  schon 
einen  Anhaltspunkt  für  die  Genauigkeit  der  Ablesungen  der  Winkel 
^1?  <^Äi  <^39  •  • .  ^n  und  ly,',  tfg',  <^3,  .  • .  <fn  gicbt,  iudom  die  Werte  b 
ein  Steigen  oder  Fallen  vom  Positiven  ins  Negative  ergeben  müssen, 
widrigenfalls  die  gemachten  Voraussetzungen  nicht  zutreffen. 

Es  kann  nämlich  folgendos  der  Fall  sein: 

1)  Die  Alhidade  ist  statt  einer  geraden  Linie  eine  in  Cj  oder 
einem  anderen  Punkte  gebogene.  (Bei  der  Uhr  wäre  die 
Yoraussetzung  des  gleichmässigen  Secundenschlages  irrig.) 

2)  Die  Excentricität  könnte  eine  mehrfach  veränderliche  sein, 
insbesondere  dann,  wenn  mehrere  Hülsen  sich  im  Mittelpunkte 
bewegen. 

3)  Das  Listrument  enthält  unberücksichtigt  gebliebene  Teilungi- 
fehler. 

Im  Falle  3)  wäre  einfach  vor  der  Rechnung  eine  Correctur  der 
Werte  tf„  tf„  a„  ^4,  ...  tf»  und  tf,',  tf/,  tf,',  a^\  .. ,  cj  vorxuneb- 
men.  Im  Falle  1)  und  2)  mflsste  man  sich  mit  der  „gefundenen 
mittleren  Excentricität"  begnügen,  wenn  man  es  nicht  vor- 
ziehen wollte,  dne  genauere  ud  eingehendere  Uotersochung  mit 
Rücksicht  auf  die  gegdMaea  Yerhäitmsae  vorzuncbm^.'U,  worüber  ein 
andermal  abgehandelt  werden  solL 


Diese  }nsr  gegetoie  Methode  erlaubt  w  den  Faü,  wo  ncii 
Instrumente  eine  zweite  Alhidade  VL"  b*fündi.<.  die  «eBkreciit  a«f 
da*  ersteren  LL'  stekt,  eme  neve  CostroUe;  Ctr  dk  DcütiaaBBg  M 
Uhr^  mfisste  wieder  der  Seondea^Llag  flOMgebead  aoa 

T«1UUL  19 
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Setzt  man  voraus  (siehe  Figur),  die  Alhidade  L^'L*^  ergebe  bei 
der  Ablesung  in  den  Punkten  m",  m!"  die  Werte  0"  und  0*,  so  er- 
giebt  sieb  nach  Analogie  der  früheren  Punkte  m  und  m'  folgendes 
System  aus  den  Ablesungen  in  L": 


Punkt  m," 


Punkt  m," 


a;i"=»  r.  cos  CT,"  \ 
y,"=  r.  sin  Ol"  f 

aj,"=-  r .  COS  (Tg"  ) 
y,"«  r.  sina^"  i 


Punkt  mn" 


yn 


/'— r.COStfn"   ) 

I  «=  r .  sm  0H     ' 

und  ebenso  für  die  Ablesungen  in  L*": 

Punkt  m^*"  x^^  r.coBOi"  \ 

yi"'«  r .  sin  tf,"'  ) 

Punkt  V  arg«'—  r .  COS  C^"'  ) 

yj**—  r .  sin  CT,'*'  i 


Punkt  nin'" 


w. 


r.COSa»'*'  ) 

r.sincJn'*'  ^ 


Für  die  Yisurlinien  erhielte  man  nach  Form  10): 


"-.  <w 


Linie  m^"m^ 


Linie  m^'m^ 


m 


«1  — ^ 


y—yt  •=•  -rn — -m  («—^  ) 
x^  — «t 


Linie  m^'mn" 
oder  falls  man  wieder 


y—yn 


„     yn  — yn    ,  „. 

'^  z^* — z~^  ^*  — ^•«  / 

Xn  — Xn 


tt 


yx  —yi 


m 


X. 


it 


tt 


•X. 


m 


<h; 


y%  —  y« 


itt 


tt 


x^  — ajf 


m 


.     yn''-  yn"' 


24) 


25) 


26) 


27) 


28) 


29) 


30) 


31) 


bei  aslTOiuimitd*n  liutrMmeaim   «nd  ITImi. 


-  Vi    —«1  'l 


6»  —  y«  — o«  i»  —  yM    —  fl 

setzt,  für  die  Gloichangen  io  30)  folgende 

Linie  n>,"m,*  j  =»  a/ 

Linie  rn^rn^"  y  ""  "»' 

Linie  m^"inn''  y  =—  o»'. 

Bei  diesen  hier  gegebenen  Gleichangt 
2)  bin  13)  gegebenen,  wird  mau  nicht 
Ol',  ff,',  . . .  ff«',  a",  ö,",  . . .  ff«",  ffj",  ( 
entsprechenden  verbesserton  Wert«  (>i,  d 
9\-,  Vt",  ■  .  ■  ifn",  fi",  ft",  ...  e»*  benutz 
Corrcctor  anzubringen  wUnschL 

Dft  Zi£'  und  L"L"  aufeinander  senkrc 

Gleichungen  in  14)  und  38]  folgenden  Bed 

a,o,'— —  1        J 


Oder  mit  Rtlcksicht  anf  die  gegebenen  Wei 
Ji  — Si'       sin  ff,  —  Bin  ff,' 


"'            <=!— 'l' 

COSff,  — C08«i' 

- 

Bin  0,  —  sin  ffj' 

COBff,-CO«V 

y»— y»' 

- 

Bin  ff«  —  Bin  ff»' 

COB««  — COBff«' 

- 

■inff,''-finff,- 
CMff,"— «»ff,"  — 

i'-"!""! 
'    '.-«i" 

- 

Müff/'-iinff," 

CO««,"— COBff," 

.■-*C=*C 

glD«."--Binö»' 

— I«-         C«Ha   - 
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80  dass  die  Oleichaogen  in  34)  folgende  Formen  i 

cotgJ-i 


.0«-+- 

■.»«5^- 

oder  auch; 

"..^ 

--- 

■..•^- 

cowriii 

-■-- 

-'.'-^ 

».,?4^'-- 

'.'■+'.' 

*        2 

worftQB  weiter  folgt,  duB 

«,+«,' 

2 

±^ 

=  ^-- 

2 

±r 

=  =^- 

■ein  mflsBte,  wobei   ffir  die  Anordnaog  nach  uns« 
obere  Zeichen  (Pins)  zv  wählen  ist. 

Da  diese  Bedingungen  in  39)  jedoch  im  all) 
treffen  werden,  so  bestimmen  wir: 

ff]  +  tft' 

2       —  ": 
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2         —    » 


41) 


I^H^+tf^  *" 


und  ermitteln  weiter  die  Werte: 


i^i  —  — ö h  r 


*^.-^^^  +  r 


42) 


izr.-^^^^=^  +  5 


womit  wir  die  corrigirten  Werte  durch  folgendes  System  von  Glei- 
chnngen  erhalten: 


9t  —  «^i  —  'ö" 


43) 


Qn  —  On ö" 


4? 
2 


Pi  —  ^^i  —  -sr 


fft'- 

«.'- 

«1 
2 

•        • 

•        •        • 

• 
2 

44) 


^1    —  ^'l  +  ^ 


45) 


^n"—  tfn"+  "ö" 
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P.    =  "»    +  -H- 


Heisaen  die  verbcBBerten  Werte  von  a  nnd  c 
and  j3',  so  bat  m&n  peiter: 


?,'-".'+ 1 


Von  der  lUchtigkeit  dieser  hier  gegebenen  G 
bis  48)  kann  man  sich  leicht  Oborzengen,  wie  aucb 
keit  der  nachfolgenden  Relationen,  die  sieb  ans  47) 


Die  BcrGchnnng  der  ExcentricitAt  hätte  man 
Weise  verbesserten  Werten  nach  einer  der  hoidei 
oder  II.  durchzuführen,  wobei  ea  bei  Bestimmnnj 
erscheint,  die  Verwandlungen  in  das  Gradmass  sogl 
da  sonst  durch  die  Correcturcn  allein  schon  grO 
stehen  könnten,  indem  eine  Zehntel- Secnnde  im 
Wert  von  36  Minuten  besitzt. 
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Bezfigüch  der  Continuität  des  Wertes  b  gilt  dasselbe,  was  schon 
früher  gesagt  wnrde,  nur  kann  hier  der  Fall  eintreten,  dass  die  Con- 
tinoität  durch  die  Correctnr  entweder  hervorgemfen  oder  selbst  auf- 
gehoben wurde. 

IV. 

Um  die  Abh&ngigkeit  der  berechneten  Grössen  in  Bezug  auf  die 
Grenauigkeit  der  beobachteten  kennen  zu  lernen,  ist  es  am  einfachsten 
die  Gleichungen  in  19)  zu  differentiiren,  gleichgiltig  welchen  Weg 
man  für  die  Berechnung  der  Excentricität  gewählt  hat 

Man  erhält  demnach: 

-(t^-y2')3ir,+  (ü~y,)ax,'  >  60) 

(a^~flPn')3t^-(yn-yn')3f-(t-03yn~(f-:rH)ayn' 

—  (»  —  yn)Bxn  +  (t>  —  yn)Sxn' 

Setzt  man  der  Kürze  halber 

1^1  -  ({;~a^')3yi-(t-ar,)ay/~(ü-y/)aar,  +  (t;-y,)a«/ 
Kt  =  (t— ir,')ay,-({:-ir,)ay,'-(t^-y,')aaf,  +  (t;-y,)ax,' 


51) 


Kn  -  (S-Xn')dyn  -  (f- Xn)8y„'-  (v'-yn')Bxn  +  (r  - yn)arH' 

80  Wären  die  Gleichungen  in  50)  gegeben  durch 

(flp,  —  ar/)8r  -  (yi  -  y/)8J:  =  i:. 


52) 


(Xn'-itn'}Bv'-(yn'-yn')di  -  JT, 


wobei  die  Werte  Jfj,  i:,, . . .  jr„  nach  ausgeführter  Beduction  folgende 
Gestalt  annehmen: 

K^  =  r[{C08tf,({;-Xi')  +  8intfi(ü— y,')}atf, 

—  {co8tf/ö:~x,)4-sintf/(r— y,)}atf/] 

^  =  r[{C0S<J,(t— V)4-8ind^ü  — y/)}atf, 

—  {coscy,'(t— ;r,)  +  sintf,'(tf— y,)}a<]     )         53) 

^,.  =  r[{c08<J«{J:-x,')  +  sinir«(»-y/)}a<y, 

—  {cos  ir»'tt— z») + sin  6n\v  -  y,)jatf«T 


V 
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um  ans  den  6 
3£  za  bestimmea,  ( 
kleJDsten  Quadrate  i 
Bcatimmnngsgloicha: 


Nimmt  man 
an,  Bo  kann  man  d 


irwähnen 
Teilen  vi 
esem  Falle 
t  r  wegznli 


Baini  Zur  ptTtprelivisdun  Pirojtctmn. 


XX. 

Zur  perspectivischen  Frojection. 

Von 

Emil  Hain. 


I. 

Die  Stralen,  welche  von  einem  beliebigen  Fnnkte  dei  Baomea 
lu  den  Punkten  irgend  eines  TeÜeB  der  Erdoberfläche  gezogen  wer- 
den, ackneiden  eine  beliebige  Ebene  In  Pnnkten,  deren  Geummtheit 
die  perspecÜTische  Projection  jenes  Oberflächeateitea  genannt  wird. 

ht  diete  Ebene  parallel  nm  Horizont  des  angenommenen  Fnnktes 
A,  EO  erfaUt  man  ein  kreiaf Armiges  Bild,  welches  dem  Pasoruna 
eines  Anssichtspanktes  A  entspricht.  E  sei  der  Uittelpnnkt  der 
Erdkugel,  AE  treffe  ihre  Oberfl&che  in  O. 

Wir  ziehen  einen  Kreis  vom  Hitlelpnokte  E  und  dem  Badins 
EO  —  r  nnd  an  denselben  von  A  eine  Tangente,  welche  die  Peri- 
pherie in  B  triSL    Die  Tangente  in  O  treffe  AS  in  H. 

Darnach  ist  H  ein  Pnnkt,  von  welchem  an  den  gedachten  Kreis 
die  zwei  Tangenten  HO,  HB  gezogen  sind.  Nach  einer  bekannten 
Eigenschaft  des  Kreises  ist  dann 


Die  Dreiecke  IIEO,  HEB  sind  congment    HE  treffe  den  Kreis 
(die  Erdoberfl&che)  in  C.    Dann  ist: 


C  liegt  in  der  1 


2g2  B"  >■  =  Z'"'  pfiptciivitdxtn  Projtelim. 

Denken  wir  uns  onn  zirischen  O  und  A  eine  horizoDUle  Karten- 
cbeno;  diese  werde  von  OA  in  0\  von  OB  in  B',  von  OC  in  C 
getroffen.  Zwischen  0'  nnd  C"  erscheint  also  das  Bild  der  Stelleu 
von  O  bis  C,  wahrend  die  andere  H&lfte  BC  zwischen  B'  nnd  C 
abgebildet  ist. 

Eine  Zeichnung,  in  welcher  AO  gegen  OE  sehr  klein  angenom- 
men wird,  zeigt,  dass  die  Strecken  OD,  DU,  also  such  O'C,  C'B! 
ungleich  sind.  Der  Rand  des  Panorama's  von  der  Breite  BC  wird 
auf  der  Karte  weniger  breit  als  der  mittlere  Teil  OC  erscheinen. 

Der  Zweck  dieser  Zeilen  ist  nun,  das  Verhältniss 

O'C       OD 

C  B'  ~~  DH 

anzugeben,  wobei  neben  einigen  goniometriscben  Formeln  die  Fnnda- 
mentalsfttze  der  ebenen  Trigonometrie  in  Anwendung  ko 


Die   bestimmenden    GrÖHsen    zur    Ausmittelung   dt 
Wertes  sind: 

der  Erdradins  EO  —  EB  =  EC  —  r 


Der  Radius  EB  steht  im  BerQhmngspnnkte  B  auf  { 
AB  senkrecht.  Das  Dreieck  ABE  ist  also  bei  B  recht 
mit  ist  nach  dem  Pythagoräischen  Lehrsätze: 

Nun  ist; 

AE^  r  +  A 
BE~-r 

AB*  —  (r+Ä)»— r« 

AB  -^  ySrA+A*  —  VA .  ■</2r-\-h 

lor  ist  das  Dreieck  ^O?  ebenfalls  rechtwinklig; 
,  HO;  die  Hypotonnse  ist  HA. 


AH*  —  AO*-{-H(f 


ben  / 

■*'+ 
-AH 


2AB. 
iÄB.: 


VC  bei 
elben 

^4 


-y, 
■  y; 


OAH 
ORC 
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Die   gemeinsame   Seite   EH  der  congraenten  Dreiecke 
HEB  halbirt  den  Winkel  BHO.    Wir  haben  daher : 


2/J+900  — o 
2ß 


1800 
900+a 

450+ ? 


Ferner  brauchen  wir  im  Folgenden  den  Winkel  AEC, 

Es  ist: 

Winkel  AEC  «  \  Winkel  AEB 

-i(900  — «) 

=  450-?. 


Um  nun  das  Verhältniss 


IV. 


OD.DH 


ZQ  finden,  betrachten  wir  die  Strecken: 

AD^    CD^    AC. 

Ans  dem  Dreiecke  AOD  ergibt  sich,  wenn  wir  den  spitzen  Winkel 
bei  D  mit  6  bezeichnen: 

AD  =  -r— i  =  — 


sind      sind 


Nach  dem  Sinnssatze  erhalten  wir  in  dem  Dreiecke  CDHi 


Also  ist: 


CD 
CH 


CD  = 


sin/3 


sind 
in  (45«+^) 


csm 


sind 


AD+CD=^  r=— i  + 
'  sind  ' 


<?sin(450+^) 
sind 


AC 


Ä+csin(45«+^) 
sind 
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für  das  Dreieck  AEC: 
2lE  .  CE  cot  AEC 
2r»-2r(r+A)  009(450-?) 

i  tOr  AC  gefuDdenfln  Werte,  so  be- 
ind  — 


-2rCr+A)C08(45«-|) 


'  hcoti 


Acot^       atangd  —  h 


irch  r  and  h  ansgedrflckt;   damit  ist 
ich  iit  dio  Formel  fttr  den  Wert  des 


ältniue,  wo  A  gegen  r  sehr  klein  ist, 
'ormel  zu  viel  Rechnnng;  man  kann 
NäheniDgtirertefl  bedienen,  den  nir 


=y?+? 


"y2r»+J" 

er  dies  Anedracks  für  n  dnrcli  r 
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Für  äea  aDgcnommeDen  Fall  iat  -  ein  sehr  kleioi 

A» 
also  kann   -|  vernachlUBsigt  werden.    Dann  wird 

2 

Die  Sabstitution  dieses  Wertes  fflr  a*  in  den  . 
gibt:  

-J/.+l-. 

WoDn  t  ein  acbr  Itleiaer  echter  Bruch  ist,  so  ka 
tiscben  Qleicbnng: 

(i+-;)"-i+.+r 

der  Brach  v  Ternachlässigt  werdeo.    Daon  erhalten 

yr+-.  =  i+| 

Nun  ist  Y  ^'»  ^^'  kleiner  echter  Bruch,  also 

Ffir  eine  geringe  Höhe  h  kann  man  die  Vertice 
und  B  nahezn  parallel  annehmen;  dann  folgt  ans  c 
der  Dreiecke  ADO,  CDU: 

OD%DH=OA:CH=h:e 


Hain:   Zur  peripectivitrhen   Projtctioi 

Wir  crbaiten  sonach  in  erster  ADnähernng : 
OD-.DH--  4:1. 


Mittelst  der  Formel 
tang 


[-+t)-V?- 


kann  der  in  IV.  gegebene  Ansdrack  fUr  s\a6  vot 
FoDctionen  frei  gemacht  werdeD.    Wir  erhalten  d 


V+>) 

2r+A 


^r 


Werden  diese  Werte  in  die  Formel 

J+c.in(46«+5) 


ya-J+J^+ar'-M'+Wooe  ( 
eingeeetzt,  so  findet  man  nach  nllerdingB  längerer 


tsngd  — 


rV» 


Sobstitairt  man  diesen  Wert  in  die  Oleicbang: 


ODxDH—  - 


atangd  —  h 
80  erh&lt  man  schliesslich: 

r  +  » 
Oiceer  Anadmck  wird  fftr 

'--0 


in  nelchec 
am  kleinst 


Der  1 
kömmt,  Ol 
Metern. 
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XXI. 

Kjümmniigslinien  in  den  Nabelpunkten 

von  Flächen. 

Von 

R.  Hoppe. 


Ein  NabelpoDkt  sei  Anfang  der  xy»^  die  Bertthrangsebene  Ebene 
der  xy,  die  Normale  Axe  der  a.  Betrachtet  man  ein  unendlich  kleines 
Flächenstück,  welches  den  Nabelpunkt  umgibt,  so  l&sst  sich  die 
Gleichung  der  Fläche  im  allgemeinen  schreiben: 

»'--if-^u+E,  (1) 

wo  Q  den  Krümmungsradius  des  Normalschnitts  im  Nabelpunkt, 

^^l^  +  i^+W+iv*  (2) 


eine  beliebige  homogene  ganze  Function  3.  Grades  von  Xj  y,  und  Rn 
einen  in  nter  Ordnung  mit  x,  y  yerschwindenden,  nicht  in  Rechnung 
kommenden  Rest  bezeichnet.  Sind  femer  p,  g,  r  die  Richtungs- 
cosinus der  Normale  in  (xy»)^  und  drücken  wir  die  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten von  ti  nach  x  und  y  bzhw.  durch  die  Indices  1  und 
2  aus,  so  ist 
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Sy 

9» 

dx 

Sy 

pt  = 

8« 

dz 

dx 

^ 

9« 


df 

ds 

dx 

d» 

dx 

dx 

dx 

s» 

-1—1--.+«. 


woraos: 


80  dass 


dx     dx 

dx     By 

rf  — 

dp     dy 

da;  ^ 

l^^+2^^^±^+R, 


1-1- Ä, 


P  =  — -  — «H+Ä,; 


-l-^+E, 


(3) 


Die  partiellen  Differentialqnotienteii  Ton  p  und  q  lassen  sich  in  der 
Form  darstellen: 


isr 


Bq 

dx 

dp 


dy  dy 


dx 

dx 


dx 


9y~  *'a.  +  *''8,-*' 


dp 


Die  durch  diese  Fonn  definirten  Coefficienten  haben  (bei  Vernach- 
Ton  R^)  also  folgende  Werte: 


£r— — -  — «ijj;       ^i  =  — «„ 


•^1^ --••« 


Sie 


auch  die  Coefficienten  der  Gleichung 
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Jk*+(H-'Ji)k  —  Hi  =  0 

welche  das  Yariationsyerhältniss 

für  die  HanptkrümmaDgsrichtangen  bestimmt.    Diese  Gleichung  lautet 
nach  Einsetzung  der  obigen  Werte: 

^18^^+ («in  — «*»)*  — «*i«  "=  0  (4) 

Geht  nun  eine  der  Erümmungslinien  vom  Punkte  (xyz)  durch  den 
Nahelponkt,  so  ist 

x^dx-^  (5) 

Setzt  man  ftir  u  seinen  Wert  (2),  so  wird  hiernach 

Dies  eingeführt  in  Gl.  (4)  gibt: 

yP + (2i3  —  a)ifc«  +  (a  —  2y)k  —  /5  =  0  (6) 

Jede  reelle  Wurzel  dieser  Gleichung  bestimmt  im  allgemeinen  die 
Richtung  einer  vom  Nabelpunkt  ausgehenden  Krümmungslinie.  Von 
einer  Ausnahme  wird  später  die  Rede  sein. 


Biseassion. 

Die  Gl.  (4)  ohne  die  Relation  (5)  hat  bekanntlich  stets  2  reelle 
Wurzeln  Ar,  und  k^^  entsprechend  den  2,  verschiedenen  Scharen  an- 
gehörenden Krümmungslinien.    Ein  Yorzeichenwechsel  von 

^1  —  ^8  -="  ±VKi —  «*««)' +  4«*!«*  •  2mi, 
bedeutet  also  einen  Uebergang  von  der  einen  Schar  zur  andern. 

Von  dieser  Quadratwurzel  ist  Gl.  (6)  unabhängig.  Betrachtet 
man  nun  zwei  zum  Nabelpunkt  entgegengesetzt  liegende  Punkte  (a;,  y) 
und  (— Ä,  —  y),  so  entsprechen  diesen  entgegengesetzte  Werte  von 
u^y  dagegen  gleicher  Wert  der  Quadratwurzel,  folglich  entgegen- 
gesetzte Werte  von  h^ — h^.  Daraus  erhellt  1)  dass  jede  Krüm- 
mungslinie,  die  den  Nabelpunkt  erreicht,  ihn  in  un- 
veränderter Richtung  überschreitet,  2)  dass  sie  im 
selben  Augenblicke  von  einer  Schar  zur  andern,  d.  i. 
vom  Krümmungsmaximum  durch  die  constante  Krümmung  zum  Krüm- 
.mnngsminimum  oder  umgekehrt,  übergeht. 

19* 
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Gl.  (6)  hat  3  oder  1  reelle  Warzel  (far  /  »  0  moss  die  Wand 
A;»0D,  d.  i.  fl;  =  0,  mitgezählt  werden).  Ihre  Geltang  setzt  indes 
vorans,  dass  nicht 

ist  Unter  den  Wurzeln  können  gleiche  vorkommen;  doch  bildet 
dieser  Fall  im  allgemeinen  keine  Ausnahme,  weil  sich  die  Wurzeln 
in  höherer  Ordnung  unterscheiden  können.  Endlich  ist  auch  der  Fall 
zu  herQcksichtigen ,  dass  sic^  z  nicht  his  zu  3.  Ordnung  entwickeln 
l&sst. 

Das  Resultat,  sofern  es  die  genannten  Ausnahmefölle  von  der 
Betrachtung  ausschliesst,  lautet: 

Von  einem  Nabelpunkt,  dessen  Umgebung  die  Form 
(1)  hat,  wo  u  nicht  constant  null  ist,  gehen  entweder6 
oder  2  Zweige  von  Krümmungslinien  aus,  parweise  in 
entgegengesetzter  Richtung.  Von  jedem  solchen  Parc 
vorfolgt  der  eine  Zweig  die  grösste,  der  andre  die 
kleinste   Normalschnittkrümmung. 

Ist  u  constant  null,  so  tritt  an  seine  Stelle  ein  in  R^  enthalte- 
ner Ausdruck  höherer  Ordnung.  Ist  das  nächste  Glied  der  Est- 
Wickelung  von  z 

also 

JC       I     ff/ 

z^  -g— +t;  +  Ä5 

SO  bleibt  der  Gang  der  Rechnung  derselbe ,  und  in  Gl.  (4)  ist  nur  f 
für  u  zu  setzen.    Gl.  (6)  wird  alsdann: 

dit* + (3y  —  t)k^ + Hß  -  6)k'^  4-  («  —  3y)ifc  -  ^3  «  0  (7) 

Da  vjj,  v,2,  v^  bei  Vorzeichenwechsel  von  x  und  y  unverändert 
bleiben,  so  gehören  hier  die  2  entgegengesetzten  Zweige  der  vom 
Nabelpunkt  ausgehenden  Krümmungslinien  derselben  Schar  an.  Solcher 
Pare  giebt  es  dann  vier,  zwei  oder  keins. 

Ein  weiterer  Unterschied  ist  folgender.  Die  Coefl&cienten  der 
Gl.  (7)  verschwinden  für 

j3c=^«0;     a«3y  =  « 
und  es  wird 

während  die  Coefßcienten  der  Gl.  (6)  nur  mit  u  verschwinden  können- 
Ist  der  Rest  Ä5  gleichfalls  Function  von  «^-f-y*»  »o  bleibt  *  will- 


Boppg:  KrümmurngMiimiem  in  dm  S^ifymml^m  mm  FUtkm.  293 

kfirlich,  die  Fläche  wird  eine  RaUtioiuiidie,   der  Nabelpiinkt  ihr 
Scheitel,  und  in  diesem  treffen  in  allen  Richtongen  KrflaunangslinieQ 

i   derselben  Schar  zusammen. 
f 

Seien  nun  »,  i,  ^  die  (reellen  oder  imagin&ren)  Wnrxeln  der 
!    61.  (6),  also 

ß  =  «A^y 

woraus: 

«  =  (A^  +  ^«+«A  +  2)y;    ß  =  nA^y  ) 

d«(x  +  X  +  |*  +  2ÄX^)y  ) 

Setzt  man  diese  Werte  in  Gl,  (1)  ein,  so  stellt  die  Gleichung 

'  -  ^^+1  {af*+^«  +  »^  +  2)x«+3xX^«V  (9) 

eine  Fläche  dar,  welche  im  Anfangspunkt  der  xy»  sphärisch  gekrümmt 

ist,  in  einem  Punkte  von  welchem  in  den  (reellen  oder  imaginären) 

.    Richtungen 

y  =  xx;     y  =  Aa;*,    y  =  ^  (10) 

KrOmmungslinien  ausgehen.    Wir  wollen  sie  Hauptftrahlen  nennen. 

Betrachtet  man  diese  Eigenschaft  nebst  den  6  Hauptstrahlon  all 
gegeben,  so  zeigt  sich,  dass  im  allgemeinen  eine  Ciasse  von  Flächen 
dieselbe  realisirt,  und  dass  die  Tenne  der  EntwickcluDg  von  n  bli 
zu  3.  Grade  durch  diese  Eigenschaft  und  durch  die  Constantenworto 
9}  y  bestimmt  sind,  während  alle  zu  dieser  Classe  gehörigen  Flächen 
sich  durch  die  ganz  willkflrlich  bleibenden  Tenne  hdbem  Oradi*« 
aUein  unterscheiden. 


KrttmmuBgslimlen  in  der  ÜBgetanf  dfM  %%\€\fmwkU, 

\  Die  Differentialgleichung  der  Krttrnmnogslinfeo  lo  AtKV  NälM  Att% 

Nabelpunkts  war  nach  (4): 

■ 

Der  Radiusvector  einet  PvBkta  der  Kübnutpllirk  wtfd  ^An  Ma«^ 
fflom  oder  Mimmom  nur  fftr 

^enn  dy  :dx  der  vorigea  Gi*ki«lf  f'^'-^l  a^v/  *«r  f'$f 


das  iat  dieselbo  knbiacho  Gleichung,  nciche  dui 
werte  (10)  erfüllt  wird.    Hieraas  folgt  der  Satz 

Der  Radiuavector  einer  Krümmung 
desNabolpunkts  kann  nar  in  einer  von 
gehenden  ErümmungBlinie  ein  Maximv 

haben. 

Noch  umfassender  läset  sich  das  Bosultaf 
dasB  kein  andrer  vom  Nabelpunkt  ausgebend 
KrUmmnogslinie  normal  geschniltt'n  werden  kam 
keine  Erümmungslinie  einen  solchen 
kann,  weil  sonst  die  zweite  KrUmmnogslinie 
den  Strahl  normal  kreuzte. 

Verfolgt  man  nnn  eine  KrUramungsIinic  erster  Schar,  so  mass 
sie  solange  alle  consocutiTcn  Strahlen  üborscb reiten,  bis  sie  aus  dem 
unendlich  kleinen  Felde  der  Betrachtung  versehwindet ,  also  Dich 
beiden  Seiten  hin  sich  schliesslich  vom  Nabelpnnkt  entfernen,  da  sie 
mindestens  einen  Strahl,  nämlich  denjenigen,  welcher  Krümmaogs- 
linie  derselben  Schar  ist,  nicht  überschreiten  kann.  Folglich  ist  ein 
Minimum  des  Radiusvectors  unausbleiblich,  mithin  ein  Maximum  un- 
möglich. 

Dieses  Minimum  findet  im  Durchschnitt  mit  einem  Hanptstnhl 
statt.  Lässt  man*  auf  letzterem  den  Durcbschnittspunkt  stetig  bis  zmo 
Nabelpunkt  rücken,  so  wird  die  KrUmmungslinie  1.  Schar  eine  Snc- 
cession  ebensolcher  durchlanfen  und  in  der  Endlage  in  die  nächsten 
2  Hauptstrahlcn  übergehen,  welche  demnach  KrOmmungsliuiea  1. 
Schar  sind.  Demnach  liegt  jeder  zur  2.  Schar  gehörige  Hanplatnbl 
zwischen  2  zur  1.  Schar  gehörigen  Haupts trahlen.  Oder  mit  andern 
Worten: 

Die  Haaptstrahlen  gehören  abwechselnd  der  ersten 
and  zweiten  Schar  an. 

Gibt  es  nur  2  entgegongesctzte  Hauptstrahlcn,  so  ist  der  Winkel 
zwischen  2  gleichnamigen  Hauptstrahlcn  ^  iR,  und  letztere  Men 
zusammen . 

Aqb  den  vorstehenden  Betrachtungen  ist  die  Form  des  KrflB- 
mangslinien-Netzea  vollständig  zu  ersehen.  Der  Kürze  wegen  heis» 
ein  Strahl  erster  oder  zweiter  Art,  welcher  der  1.  oder  2.  Schar  von 
KrUmmusgslinien ,  bzhw.  von  grösster  oder  kleinster  Nonnalschnitt' 
krUmmang,  angehört 

Im  Falle  von  6  Hauptstrahlcn  gruppiren  sich  die  übrigen  Krtin- 
mnngilinien  in  6  Scharen  hyperbel-ähnlicher  Curren,  welche  eiiwn 
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Haoptstrahl  zur  gemeiDS&men  Haaptaze  nnd  die 
chnamigen  H&nptstrahlen  za  gemeinsamen  Asrmpto- 
Nabelpnokt  zdid  gemeinaameii  Mittelpunkt  haben, 
machbarten  Scharen  decken  sich  zur  Halft«,  lo  daas 
liner  Qnasi-Hyperbel  anf  dem  Nachbarfelde  rechts, 
am  rechtwinkligen  Durchschnitt  mit  der  Hälfte  der 
[leichnamigen  Schar  gelangt.  Die  Hyperbelzweige 
nkcln  sind  ungleicher  Art. 

]  3  Hanptstrahlen  haben  gleichfalls  die  2  Cnrven- 
g^engesetzt«n  Hanptstrahlen  znr  gemeinsamen  Aze, 
okt  liegt  hier  auf  der  concaven  Seite  zwischen  bei- 
eitel  der  einen  Schar  auf  der  concaven  Seite  der 

i  2  Netzfonnen  gibt  es  nar  Specialfälle,  die  sehr 
1  and  lieh  nicht  wol  erschöpfen  lassen. 


r  der  auf  die  Berührnofsebene  proJlelrteR 
KrDmmnDgrslinlen. 


1)  die  Differentialgleichung  der  Erttmmangilinien: 

V  +  2ai:3scot2»  — 3ic»  —  0 
iflOsnng  die  2  Werte: 

^  =  tg»,       — cotm  (13) 

onen  der  einen  Yariabeln 


tion  TOD  jf  orbftlt  man: 

i^+w— tgw,      —cotm 

i  dem  erstem  Werte ,  indem  der  zweit«  durch  Snb- 
Ur  m  daraus  hervorgebt,  so  kommt: 
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Ndd  ist 

"«  —  «r+jSy;    "it  — 

diher  nach  Gl.  (12) 

cot2«—  — 

woraus: 

oder,  wenn  man 

tg. 
setzt: 

*""      iß- 
Das  gibt:- 

'"""  (U- 

Der  Zahlor  verschwindet  für  t  => 

'   "     (^- 

Ql.  (17)  differeDtiirt  gibt: 
daher  gebt  Gl.  (14)  fiber  in 

&     r(»-r)+(i«-g 
•  ~(^-«)l+,(l'-l 

Setzt  man 

cot2.  -  ^~ 
ao  wird 

(^_i),+  ,(,t_l 

also 

..1(1  + 


a: 

+— 

)(.+ 

D<'- 

(— 

«)(.-; 

(l  +  .x)(l+.l) 
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+ 
+ 
+ 


1  +  A« 

1  +  ^« 


wo 


"-  y, .(l  +  A^){l+f*x)(l  +  xA)        (20) 

Das  Integral  hat  die  Form: 

^«-«)^(<+^)*  («-»)*(«- A)'{<-f*)'"  -  C  (2l) 

Durch  Sobstitation  von  —  -,   C  für  <,  C  geht  daraus  die  Gleichung 
der  zweiten  Erflmmungslinicnschar  hervor. 

Hier  zeigt  sich  sogleich,  dass  die  Rechnung  für  einen  Fall  un- 
gültig wird,  nämlich  für  ^  »  0.  Dieser  findet  statt,  sooft  zwei  Haupt- 
strahlen  einen  rechten  Winkel  bilden,  so  dass  einer  der  Factoren 
des  Products  (20)  verschwindet.  Hier  wird  nach  Gl.  (16)  «  constant, 
daher  die  Substitution  (17)  unanwendbar.  Geht  man  auf  die  Gl.  (13) 
zurück,  so  ergeben  diese  ein  Netz  von  2  sich  rechtwinklig  schnei- 
denden Scharen  paralleler  Gerade  q,  welches  mit  dem  dritten  Haupt- 
strahl unvereinbar  ist.  Dieser  Umstand  erklärt  sich  durch  die  Form 
der  Gl.  (4),  deren  linke  Seite  hier  in  2  Factoren  zcrfÄllt,  einen  nur 
von  85c,  di/j  einen  nur  von  «,  y  abhängig.  Das  Verschwinden  des 
letztem  kann  keine  Krümmungslinie  bestimmen,  weil  es  unabhängig 
von  der  Variationsrichtung  stattfindet.  Folglich  wird  hier  die  kubi- 
sche Gleichung  (6)  ungültig.  Wir  müssen  daher  einen  aufgestellten 
Satz  jetzt  folgendermassen  ergänzen: 

Es  lässt  sichstetseineClasse  von  Flächen  mit  einem 
Nabelpunkt  angeben,  von  welchem  in  3  beliebig  ge- 
wählten, nur  nicht  normalen  Richtungen  Krümmungs- 
iinien  auslaufen. 

Die  gleiche  Beschränkung,  ausgedrückt  durch 

liegt  der  übrigen  Rechnung  zugrunde. 

Will  man  die  Gleichung  der  Krümmungslinicn  (21)   in  «  und  y 
darstellen,  so  kommt  die  Bemerkung  zustatten,  dass 

^-f  Ä-f  Är-l-i  +  m  —  0 
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sein  muss,  weil  im  Zähler  des  Ausdrucks  (19)  der  Coefficient  tob  e* 
null  ist.  Man  kann  demnach  alle  5  Dignanden  mit  einem  bdi^igen 
gemeinsamen  Factor  multipliciren  und  dadurch  den  Nenner  von 


(23) 


entfernen.    Die  Gleichung  enthält  2  Irrationale: 

y(/3-d)«+4p 

enthalten  in  e  und 

Das  Vorzeichen  der  erstem  hat  keinen  Einfluss,  das  von  J  hin- 
gegen, welches  bei  Substitution  von  — -  für  t  wechselt,    entscheidet 

V 

darüber,  ob  die  Krümmungslinie  die  grösste  oder  kleinste  Normal- 
schnittkrümmung verfolgt.  Ein  Uebergang  von  der  einen  Schar  zur 
andern  durch  /f  ^  0  kann ,  bei  Voraussetzung  von  (22) ,  nur  bei 
ic  «  0,  y  =  0  stattfinden. 


(Geodätische  Krümmung  der  Krttmmungsllnieii  im  Scheitel. 

Gemäss  der  Gl.  (13)  ist  oo  der  Winkel  zwischen  der  Tangente 
der  ersten  Krümmungslinie  und  der  x  Axe,  d.  i.  der  Elrümmungs- 
Winkel  der  auf  die  Berührungsebene  projicirten  Curve  * ;  folglich  ist 
die  Krümmung  dieser  Projection 


dco       dt       -         dt 
5—  =r  ^  cos*oo  ■=  Q- 

08  08  OX 


COSTCO 


das  ist  nach  Gl.  (19): 

a«       («— c)(*+-j(«^x)(e— A)(e— ^)co8«^a> 


(25) 


3*  "~  (1  +  ilfi)  (1  +  f*Jt)  (1  +  xi)« 

Wir  suchen  nun  den  Wert  dieses  Ausdrucks  für  das  Minimum  des 
Radiusvectors ,  d.  i.  im  Durchschnitt  mit  einem  Hauptstrahl.  Ist 
letzterer  y  »  xoi,  so  ist  für  denselben 


dy 

dx 


=  K 


also  für  die  Tangentialrichtung  der  Curve 


dx 


«  «  —  -  :     COS  w 


Unitn  üi  dm  iVobfffiiintfM  hm  fläehtn. 


3Ctor  des  Scheitels,  so  ist  im  Scheitel 


(l  +  iM)U+tVo 


(26) 


KrOmmangslinien  einzeln  ist  demnach  der 
eitel  proportional  dem  Radiusvcctor.  In 
Bcfaaren  ist  das  Verhältnies  dasselbe.  Der 
'weise  fOr  reolle  wie  für  imaginäre  1,  fi. 


:hon  den   Hanptatrahlen  gleich,  und   man 
16,  so  wird 


i  =  -y3;    ^  =  1/3 


lantet,  wenn  wir  A«  ~  0  setzen: 

E-^  +  rHV— ') 


so  ist  c  =  )A ,  «  —  1 ,  ferner  A  =  ■ 
ergibt: 

i-K-.+rFTS+rrVä)}* 


2t 
tg2a  -  -,~  j 
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y 
daher  nach  (27) 

f.-4!('+S)'-* 

nnd  nach  (28) 

2C=.«(^»-3y»)±(x»  + 

und  rational  dargestellt 

(a=»-y»)V+4ar(**-  V)  - 

als  gemeiDsame  Gleichang  des  gaozeD  Systcn 

Die  geodätische  KrQmmnng  im  Scheitel 

3» 1^ 

0»  ~2r(, 

Da  alle  6  Scharen  durch  dieselben  Bodingui 
ist  von  Anfang  klar,  dass  sie  einander  congm 
dann  die  Gleichheit  der  Krümmungen  in  allci 
bestätigt  sich,  wenn  mau  im  Ausdruck  (26) 

Algebraische  FlSchen  mit  einem 
Die  Qleichnng  einer  Fläche 


wo  F  eine  ganze  Function   bezeichnet,  sei 
formation  mit  Einführung  eines  Flächenpnt 
und  der  Normalen  in  demselben  als  z  Axe  ii 

fix,  s,  .)  -  0 

ttbei^egangen.    Dann   sind  der  constante  Tei 

von  X  und  i/  null.    Soll  jener  Flächenpnnkt  < 

wird  weiter  erfordert,  dasa  der  Coefficient  von 

gleich  dem  von  y*  sei,  wfthrend  der  von  s  ii 

sein  darf,  so  dass  er  sich   =  1    setzen   Ift» 

Form: 

,,,        .  _       »'+y'      «V  +  agVy+Si 

+  («+&)"+«' 

wo  Q'  alle  Terme  von  hOherm  als  dritten   C 
y«  enthält.    Dafür  kann  man  schreiben: 


2, 


r 
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.  -si(«'-r)-+K^'-f)>-'+K^-'>''+Kr)'-i+« 

mit  gleicher  Bedeatung  von  Q.  Da  nun  Q  ohne  Eloflaas  anf  dio 
KrfinimDQgsliiiieii  in  aneodlichcr  Nftho  des  Nabelpnnkia  ist,  so  kann 
man  die  allgemeinste  Gleichung  algebraischer  Flächen  mit  einem 
Nabelpnnkte  erhalten,  tod  welchem  aus  6  KrOmmnogsliDienzweige  in 
den  durch  n,  l,  i*  relativ  bestimmten  Bichtnngen  gehen,  indem  man 


Mtit  Q&d  auf  Gl.  (31)   die   allgemeinste   Coordinatentransformation 
anwendet. 

Diese  neue  Darstellangsform  unterscheidet  sich  ton  der  an- 
ßüiglichen  wesentlich  dadurch ,  dasa  der  Uebergsng  zwischen  ihr 
and  einer  beliebigen  algebraischen  Gleichung  (29)  lediglich  durch 
lineare  Substitutionen  volbogen  wird,  während  Gl.  (1)  als  AuSflsung 
einer  Gleichung  nach  a  und  Entwickelung  in  eine  unendliche  Reihe 
betrachtet  ward.  Dadurch  wird  namentlich  das  gewonnen,  dass  man 
aber  den  Grad  der  Gl.  (29)  ohne  Einbnsae  an  Allgemeinheit  verfügen 
bann.  Soll  z.  B.  die  allgemeinste  Gleichung  einer  Fläche  3.  Grades 
mit  einem  Nabelpunkt  und  gegebenen  nmliegenden  ErOmmungslinien 
aafgestellt  werden,  so  braucht  man  nur  in  Ol.  (30)  den  Rest  (31)  auf 
Folgende  Tenne  zu  beschränken: 

Q'—  lAx*+Bzy-i-C»*)z+(D+£k-i-Fsy-i-0^ 

ond  die  allgemeinste  lineare  Coordinatentransformation  anaznfabrea. 


Eini 


astroi 
welch 
zahl« 
hält  I 
Argai 
Bten  1 
gnmei 
der  E 
ten  n 
daaa 
die  A 
dnrefa 
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f(a+z)=f(a)+nJ'-\ y^^  H J72T3 ^ 

Hier  ist  —  -»  n  gesetzt.    Die  Zahl  n  bewegt  sich  stets  zwischen  den 

Grenzen  0  und  1.  Wir  nehmen  nun  an,  ^'"  sei  so  klein,  dass  das 
letzte  Glied  nicht  in  Betracht  komme,   nnd  können  daher  schreiben: 

Wftre  der  Aasdmck  in  der  Klammer  anveränderlich,  so  könnte  man 
mittelst  desselben  einüach  interpoliren.  Beachtet  man,  dass  J^'  immer 
beträchtlich  kleiner  sein  wird  als  /l\  und  dass  n  zwischen  0  und  1 
liegt,  so  wird  man  keinen  allzngrossen  Fehler  begehen,  wenn  man 
in  der  Klammer  n  =»  ^  setzt    Hiernach  findet  sich 

Aa  +  «)  =  A«)  +  «( ^  -  K')  +  <P 
9  stellt  den  begangenen  Fehler  vor;  derselbe  findet  sich 

Snbtrahirt  man  daher  von  jeder  ersten  Differenz  den  vierten  Teil 
der  zweiten,  so  gibt  g>  den  Fehler  an,  der  dadurch  entsteht,  dass 
mit  jener  2^hl  einfiach  interpolirt  wird. 

Um  dentlich  zu  ttbersehen,  wie  gross  dieser  Fehler  in  jedem 
Falle  sein  wird,  betrachten  wir  n  als  Abscisse  nnd  g>  als  Ordinate 
einer  Cnrve,  nnd  lassen  n  die  verschiedenen  Werte  von  0  bis  1 
durchlaufen.  (Fig.  1.)  ÄOBD  stellt  diese  Cnrve  (Parabel)  vor;  die 
Ordinate  gibt  an  jeder  Stelle  die  Grösse  des  Fehlers  <p  an.  Fttr 
n  =  0  und  »  =  i  verschwindet  der  Fehler;  für  n  =  j^  =  ÄF  ist  er 

ein  Maximum  nnd  beträgt  —  30*  ^°  ^^^  zweiten  Hälfte  des  Inter- 
valls  wächst  er  rasch  und  erreicht  ftlr  n  —  1  den  Wert  CD  —  -j-- 

Hätte  man  dagegen  die  zweite  Differenz  ganz  vernachlässigt,  so 
wäre  der  Fehler  9'=  — s — ^'  (Cw^ö  AEC).  tp*  verschwindet  am 
Anfang  nnd  Ende  des  Intenrallf,  ist  ab^  in  der  Mitte  am  grössten, 
nämlich    —  BE  — x-. 

Man  ersieht  hieraus,  dass  der  Fehler  tp  namentlich  nur  in  der 
ersten  Hälfte  des  Intervalls  kleiner  ist  als  tp\  dass  er  aber  beträcht- 
lich grösser  wird,  wenn  die  Zahl  n  sich  der  Einheit  nähert  Dieser 
grössere  Fehl^  lässt  sieb  dadurch  vermeiden^  dass  man  in  der  zwei- 
ten Hälfte  des  Intenrallf  rftckwärts  tnterpoHrt.    Daftr  ist 
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Setzt  niaa  im  letzten  Facto 


Die  CoDstrnctioD  dieser  G 
CuFve  BJC;  if  verschwiade 
ftkr  n  =  J  den  grOesten  W 

Werden  in  einer  sotc 
zweiten  Differenzen  die  Zab 
Bo  hat  man  nicht  mebr  Arl 
^'  nicht  gr^ser  als  16,  so 
höchstens  eine  halbe  Einhei 
kommt  also  nicht  in  Betracl 


Der  Fehler  <p,  welche 
verfahren  begangen  wird,  I 
man  in  dem  Ansdrnck  für 
mnltjplidrt,  welche  grösser 

/(«+«)  = 
also 

(Fig.  2.)  Man  erhalt  dann 
grOsste  (negative)  Ordinate,  i 
wird;  dies  führt,  da 


BK  = 

T 

(4*. 

ZD  der  Bedingung 

daraas 

Der  grOsste  Wert  von  <p  wii 

zwräte  Differenz  nicht  grösi 
gftnBtigaten  Falle  immer  m 
letzten  Decimale.    Wir  habe 


di€  zweiten  Differenzen  in  Rechnung  zu  ziehen. 
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r 

I    lÄr  das  Vorwärtsinterpoliren  fia  +  z)  =/(a)  +  n(.i'— 0,29289^f'), 
j    fördas  Rückwärtsinterpoliren  f(a+z)^f(a+w)'-{l—n)(J'+0fid2Sd/1") 

Um  auch   zu  wissen,   wann   man  dio  dritte  Differenz   vernach- 
I    lässigen  kann,  sotzen  wir: 

n(n-l)(n-  2) 
q>  —  ^ /f 


Dieser  Wert  wird  am  grössten  für 

n-l-Vi 

tp  « 


dafOr  wird 


tf/ 


0,42265 


27  15,59 

Es  kann  daher  die  dritte  Differenz  bis  zu  7  Eiulieitcn  botragen,  ohne 
dass  deren  Vernachlässigung  einen  merklichen  Einfluss  auf  das  Re- 
snltat  der  Interpolation  ausüben  würde. 


§3. 


Tafel  I. 

N     yN 

^' 

^'^ 

100 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
190 
200 

10,000 
10,488 
10,954 
11,402 
11,832 
12,247 
12,649 
13,038 
13,416 
13,784 
14,142 

488 
466 
448 
430 
415 
402 
389 
378 
368 
358 

—22 
—18 
—18 
-15 
-13 
13 
—11 
—10 
-10 
9 

Tafel  IL 

N 

yN 

V 

R 

100 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
190 
200 

10,000 
10,488 
10,954 
11,402 
11,832 
12,247 
12,649 
13,038 
13,416 
13,784 
14,142 

494,4 
471,3 
453,3 
434,4 
418,8 
405,8 
392,2 
380,9 
370,9 
360,6 

481,6 
460,7 
442,7 
425,6 
411,2 
398,2 
385,8 
375,1 
365,1 
355,4 

Um  die  Anwendung  dieser  Regeln  zu  zeigen,  sind  in  Tafel  I. 
<li6  Quadratwurzeln  einer  Reihe  von  Zahlen,  nebst  den  ersten  und 
zweiten  Differenzen  angegeben;  in  Tafel  IL  dieselben  Wurzeln  und 
daneben  die  nach  den  obigen  Regeln  gebildeton  Interpolationszahlen, 
die  durch  die  Ueberschriften  V  und  Jt  daran  erinnern,  welche  Zahl 
^im  Vorwärts-  und  welche  beim  Rückwärtsinterpoliren  zu  gebrauchen 
ist    Es  soll  z.  B.  V  112,75  berechnet  werden.    Hier  ist 

z  =  2,75,    IT  «  10,     «  =  ^  «  0,275 
Da  «  <;  J,  so  wird  vorwärts  interpolirt 


10 


yil2,75  =  yil0+ 0,275. 471,3  «  10,488+129,6  -  10,618 

T«U  LXX.  30 
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Dio  BenntztiDg  der  Tafel  1.  nach  dor  Fonoel 

hätte  ergeben: 

yil2/75 -yiTÖ+0.275,46C  +  - 

V  112,76  -  10,488+129,94  -  10,618 

Sei  ferner  V  128,33  zd  berechnen.    Hier  nird  man,   da  n*-^  0,833 
rückwärts  interpotiren 

Vl2C33  =  V'i3Ö— U  — —Wa,?  —  11,402  —  73,9  =  11,328 


§4. 

Die  Anwendung  der  vereinfachten  Tnterpolationsmetliode  soll 
noch  au  einer  Tafel  gezeigt  werden,  welche  dazu  dient,  die  Berech- 
nung der  EreiBsegmentflächcu  zu  erleichtern.  Sei  r  der  Halbmeswf, 
«  der  Centriwinliel  und  S  der  Inhalt  eines  Kreissegments,  so  besteht 
die  Beziehung 

Bezeichne  ferner  2a  die  Sehne  und  b  die  Pfeilh6he  des  S^mcnts, 
so  erhält  man  a  und  r  durch  die  Formeln 


Die  Berechnung  von  S  nach  der  angeführten  Formel  ist 
umständlich,  andererseits  erhält  man  dadurch,  namentlich  i 
Segmenten,  nur  eine  geringe  Genauigkeit.  Denn  sei  z,  B.  i 
so  gibt  die  7atellige  Logarithmentafel  log  sinn  ^  9,0981 
sin«  —  0,12533323;  Bogen  a  =  0,12566371,  o  — sina  =  ) 
und  log(tt  — Bin«)  =  6,5191452  —  10. 

Nnn  ist  aber  anf  12  Decimalstollen 

0  —  0,1256  6370  6ia 
sin  it -0,125333233564 


K  — sino  —  0,000330472580 
Sucht  man  hiervon  den  Logarithmen,  so  wird 

Iog(n  —  sin  o)  -  6,519 1354  — 10 
also  gegen  das  vorhergefnndenc  Resultat  um  98  Einheiten  d 


-MMit  H  Redlaaiig  n  tMu.  30? 

[an  sieht  also,  dass  in  diesem  Falle  bei 
1er  sieben  Btelligen  Log&rithmeittafel  der 
hdcbstens  5  Decimalen  richtig  gefiinden 
!  davon  ist  darin  m  Buchen,  dass  bei 
nnd  Sinns  in  den  ersten  Decimalatellen 
jer  Differenz  der  beiden  eine  geringere 
[ommt. 


haben  wir  gesehen,  dass  ein  fiachcs 
Sinustafel  sich  nicht  besonders  genau 
is  deshalb  versachen,  den  Inhalt  in  an- 

HlÜft«  eines  Kreissegments, 

Parabel  Segments, 

b,  das  letztere  -^  lab. 

FD  des  Kreisbogens      —  y', 
FE    -    Parabelbogens  ■=  y, 

t  —  X*    und    s*  —  T-a: 

lomiscben  Satze,  so  findet  sich: 

1^  6'(»  — x)'    ,     t3   b\b  —  x)» 
U        o*        *^  2.4.6       a* 

1.3.5   b*ib-x)*  1 

2.1.6.8        a»        "*"■■( 

Lreissegmenta  wieder  durch  8  bezeichnet, 


i'^+fw- 


~y)dx 
drige  Beibe,  und  fOhrt  die  angedenlete 


Diese 
nerdi 
CS  ist 


I 
Krois 


bewef 

§6.  ( 


150  \<i}  "^  2625  U /  ~  1347500  \i/  + ' ' 

,      1102W/       ^„„  „ 
'««1347500  =  ''^^7* 


ligefUgte  Tafel  berechnet.    In  der  mit  A 

b 
ich  die  Werte  von  log-  und  daaobon  der 

nai  stellen. 

tm  A  das  zugehörige  k  bestimmt  werden, 

Tafol,  logi;"  den  zugebOrigenWort  von  logjl; 
-      logt' 

A^)V,  wenn  (A  —  A^)  •CiA'—A) 
-A)R,       -      lA—AO)^  (A'—A) 

)  beträgt  das  Intervall   der  Zahlen  A  in 
zweiten  Dccimale.     Uieruacb   httttc  mau 

„      .  ,  A  —  A" 

lengcu  Bezeichnungen    n  ^=       „       ,    wo 

leiten  der  zweiten  Decimate  auizadrUckcii 

V 
diren  zn  müssen,   wurde    „  statt  V  an- 

inng  gilt  für  R. 

folgende  Beispiele  dieoen: 

A"  —  8,6  logt"  —  0425<W 

V  —  6,ft       (A  —  A'')V  =  2^ 


A'~-  9,li 


310  «tll'    Ein/acii  Mtlhodt,  htim  i 

3.  A   =  9,9750      A"  =     9,97 

A~A''  =  0,b  V  =  249^ 

Da  hier  A  io  der  Mitte  liogt  zwiachcn  A 

ebensowohl  rlkckvärts  interpolirea  kÖDoeo. 

A'=  9,98      A'—  J  =  0,5      Ä  =  254,5 


S7- 
Der  GebrSQCh  dor  Tafel  soll  an  einigen 
1.    Ton  einom  Kreisaegniont  ist  die  Se 
höhe  —  25,36,  also 

a  =  97,98        6  —  25,36        log  6  =  1,4(M 
log  o=  1,991 


2.     a  —  709,89;  b  —  1087,83.     Da  hie 

ment  grosser  aU  der  Halbkreis.    Hier  be 

KreJB  und  snbtrahirt  das  kleinere  Segment. 

letzteren   dnrch  b'   bezeichnet,    so  ist  aeiu 

8  =  nr*  —  kai'. 

a*4-b* 
Nnn  ist  b'=  2r  —  b,  r  =  — ^7—,   also 

gibt 

Um  k  zu  erhalten,  geht  man  mit  log-, 
log  7  in  die  Spalte  A  der  Tafel  ein, 
logo  — 2,851191*)  logt   =0,1 

logf  =  9,8 


log*  -  3,032953 


log  j- 9,818238  loga«-5,7 

5^ 

•J  Da*  er»lc  Glied  In  der  Formel  für  S  ist  1 
)•■  *wcile.     Mnn  tat  daher  gut.  um  ein  sichere! 
'  llelligeT  LoBkrilhmeD  la  berechnen. 


m  Diffireatfi  in   Stchnung  lu  lUhtn.  f 

B36476  '»«*'•  ='''"™' 

log  5»  =  6,065306 

166243«)  logfi  +  Q'l  =  0,312486 

6,2734Ö2 
J77078-  478354  =  1398724 


58. 

isscgmcnt«  die  GrÖsson  r  und  «  statt  a  und  fi 

d; 

in  dio  Spalte  'l  der  Tafel  ein  und  eutnimmt 

.'20".     to  — 9'>6'20",     logtg|=  9,20486, 
1715,    logS=  1,11765,     S  =  13,111 

.80°,  so  ist  das  Segment  grösser  als  der  Halb- 

m 

-«/    .   360-«V         »,."/'■   "V 
,    indem   mau  mit  logcot^    in  die  Spalte  A 

llt   man  tchr  cinhcb  miitclut  der  icchuti'lligcn  Tafal 


r 
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XXIII. 

ZiiT  Theorie  der  Flächen  gerader  Ordnung. 

VOD 

Eduard  Mahler. 


[ 


Artikel    I. 

„Gruppirt  man  die  Tangentiatobonoti  V'dinor  Fläch« 
F"^  2ter  OrdDung  bo  zu  je  zwei,  daas  dio  Schnittgcradou 
9  je  zweier  ein  TaDgeoteDebeoenpaar  bildcndcu  Tau- 
gen tialebeneii  iu  einer  uud  dorsolbcn  Ebene  K  zu  liegen 
kommen,  so  ist  das  Erzeugniss  dieses  Systems  von  Tan- 
gen tenebenenpaarcn  mit  einem  ihm  projectiTiscben 
Fl  achenbUschel  (FB)n  nter  Ordnung  oiue  Fläcbe  der 
2(t.4-l)ter  Ordnnng." 

Bcbufs  Beweises  dieses  Satzes  nehmen  wir  eine  beliebige  Ebene 
£'  im  Ranmo  an,  so  schneidet  diese  das  PlUchenbüschel  in  einem 
Systeme  von  Curren  nter  Ordnnng,  das  mit  dem  Systeme  der  Ge- 
raden s,  in  denen  E'  von  den  Ebenen  T  geschnitten  wird,  in  fol- 
gender Verwandtscbaft  steht.  Jeder  Curve  Ch<"  entspricht  eine  be- 
stimmte Flache  Fn'<)  des  BQschels  (/'—£)■,  dieser  ein  bestimmtes 
Tangentencbcnenpaar  ?'<'>  und  diesem  zwei  bestimmte  Geraden  g,'*) 
und   fl»''l,   in   denen   das  T  ie   Ebene   E' 

schneidet  Umgekehrt  gehöi  E'  zwei  sich 

in  ihr  schneidende  Tangcnt<  linem  anderen 

Tangentenebenenpaare  angel  >ncbenenpaare 

entspricht  aber  eine  andere  7)^,   d.  h. 

jedfim  anderen  Taogentenebi  Corvo  C^ 
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des  auf  £'  liogondoo  CnrveDSjstcms,  also  gehören  zn  jeder  G«ndeD 
g  zwei  CurvcQ  C.     Nun  ziehen  wir  in  der  Ebene  E'  eine  belieinge 
Gerade  i&,  ao  schneidet  diese  jede  Corve  C*'')  io  n  Paukten  ■,'■1, 
oji'i,  t[,(')  .  .  .  «„(')  und  jede  Gerade  g  in  einem  Punkte  y.    £i  ea^ 
stoben  sonach  anf  &  zwei  coniocale  Punktreihen  s  nnd  y,  von  deoen 
die  eine  3-di:utig,  die  andere  2n-deutig  ist    (Letzteres  iit  a 
gendcm  Grunde  klar.    Nachdem  jeder  Cnrve  Cj'l  zwei  Geradi 
und  n,''i  entsprechen,   so  entsprochen  jedem  der  anf  CV^  gel 
1  Punkte  aj(>),  c^'O  .  .  .  0^(11  der  Q-Reibe  dieselben  2  Punkt 
)•,(•■)  der  y- Reihe,   in  denen  &  von  fl,''l  und  g,''l   geachuitiei 
Umgekehrt  gehören  wieder  zu  jeder  Geraden  9  zwei  Cnrven  C 
gehören  zu  jedem  y  Punkte  der  7-Reiho  zwei  Gruppen  von  n  P 
a  der  a-Boihe,   d.  i,    2«  Punkte  der   o- Reihe).     Die   gemeii 
Punkte  dieser  Reihen  sind  Punkte   des  Erzeugnisses,   welchi 
System  der  Geraden  g  mit  dem  ihm  verwandten  Systeme  der  I 
C«  bildet,   also  Pnukto  jener  Cnrve,  in  der  E'  von  dem  zu  s 
den  Erzengnisse  geschnitten   wird^   nachdem  nun  die  Anzahl 
gemeinsamen  Punkte  2n  +  2=2(n-flj  beträgt,   so  ist  die  , 
der  Punkte,  die  die  Gerade  &  mit  jener  Schnittcurve  aberhat 
mein  haben  kann,    2(n-|-l),  und  die  Scbnitlcnrvo  ist  daher  v 
2(i(+l)ten  Ordnung.    Dann  ist  aber  unser  Erzeuguiss  eine  F 
von  der  Ordnung  2()i  +  I). 


Artikel    II. 

Sonach  ist  eine  neue  allgemeine  Art  zur  Erzeugung  von  F 
gerader  Ordnung  gegeben.  Ist  z.  B.  »  =  1,  d.h.  wir 
nach  dem  Erzeugnisse  eines  Ebenenbaschela  und  jenes  n 
projectivi sehen  Systems  von  Taugentenebenenpaaren ,  so  erhalt 
eine  Fläche  4ter  Ordnung.  Doch  scheint  es  nicht  aber 
den  hier  verfolgten  Gedankengang  hei  einem  Beispiele  no 
durchzuführen  und  wir  wählen  hiczu  die  genannte  Fläche  iU 
nnug,    Es  soll  also  lolgeuder  Satz  bewiesen  worden. 

„Das  ErzougnisB  des  zu  einer  Fläche  2ter  Orii 
gehörenden  Systems  von  Tangentonebenenpaarei 
ihre  Schnittgeradeu  in  einer  und  derselben  Ebene  £  haben 
einem  ihm  projectiviscben  EbenenbQscbel  B  ist 
Fläche  4ter  Ordnnng." 

Wir  nehmen  zu  diesem  Zwecke    —    wie  früher    —   eine 

£."  im  Räume  an,  so  schneidet  diese  das  BUschel  in  einem  Sti 

büBcbel  &,  das  mit  dem  Systeme  der  Geradon  Qi  in  denen  l 

-eü  7*  geschnitten   wird,  in  der  VerwandUcbaft  stnht 
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jedem  Stnfale  A'  des  Bflschels  b  zwei  bestimmte  Geraden  fli'')  nnd 
g,<')  entsprechon ,  nährend  anderersoits  zu  jeder  Geradon  g  zwei 
Stnhlen  A  des  Bflschels  b  geboren.  Ziehen  wir  in  der  Ebene  E' 
eioe  Gerade  ®,  so  entstehen  auf  dieser  2  zweideutige  coulocalo 
Panktroihen  a  and  y-  I^ic  geiociDsanien  Pnnkto  dieser  Reihen,  deren 
Zahl  4  ist,  sind  Punkte  des  Erzeugnisses,  welches  das  System  der 
Geraden  g  mit  dem  ibm  verwandten  StrahlenbAschel  b  bildet,  also 
Punkte  jener  Cnrvo,  in  der  £'  von  dem  za  suchenden  Erzeugnisse 
geschnitten  wird.  Jene  Gurre  ist  sonach  von  der  4ten  Ordnung  nnd 
sonach  ist  das  gesuchte  Erzcugniss  eino  Fläche  4ter  Ordnung. 

Nehmen  wir  statt  eines  EbenbUschels  ein  EbencnbüDdel,  so 
ist  das  Erzeugnisa  ebenfalls  eino  Fläche  4tcr  Ordnung.  Der 
Beweis  ist  analog  zu  fllbron  wie  früher,  nur  erhalten  wir  in  der 
Ebene  E'  statt  eines  Strablenbaschels  b  ein  System  von  Geraden  a, 
das  aber  zu  den  Geraden  9  in  derselben  Verwandtschaft  steht,  wie 
das  Strahlenbasctael  b. 

Artikel    III. 

Die  Ebene  E  ward  als  Träger  der  den  in  Betracht  gezogenen 
TiDgentenebenenpaaren  entsprechenden  Geraden  g  angesehen.  Sucht 
man  nun  die  Schnittcnrve  dieser  Ebene  £  mit  dem  Erzeugnisse 
^«■iH,  80  erscheint  diese  als  Erzengniss  dos  genannten  Geraden- 
systems  g  mit  dem  ihm  rerwandten  Cnrvonsysteme ,  in  welcfaem  E 
von  den  Flächen  des  Büschels  {F — B)n  geschnitten  wird.  Die  ver- 
wandtschaftliche Beziehung  ist  die,  dass  jeder  Geradon  iio"'  ein  be- 
stimmtes  Tangent«ncbenenpaar ,  diesem  eine  bestimmte  Fläche  J^'n'" 
des  Bogchels  (F—  B)^  und  dieser  eine  bestimmte  Curve  t'«'"'  ent- 
spricht, während  andererseits  jeder  Corro  CnlO  eine  bestimmte  Fläche 
^»''',  dieser  ein  bestimmtes  Tangeute nebencnpaar  und  diesem  eine 
bestimmte  Gerade  9"'  entspricht  Während  also  bei  der  in  Artikel 
I'  in  Betracht  gezogenen  Ebene  E'  jeder  Cnrve  CW'*^  zwei  Geraden 
fli"J  nnd  g,(')  entsprachen,  entspricht  hier  jeder  Cnrve  Cb"'  nur  eine 

'^'      ' '    '  "       ■     '        hier  die 

Ion,  und 
,  die  wir 
ier  jeder 
Ibei  der 
IJfi  ent- 
3eradcn- 
isystcme 
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Wir  habeD  aonach  folgenden  Sat: 

„Die  SchDittcnrve  unseres 
der  Ebene  E  ist  eino  Doppe 
nisses." 

Die  IQ  Artikel  II.  in  Betracht  g< 
also  in  der  Scbnittcorvo  dereolben  mi 

kcgel  schnitt. 

Ebenso  cinlenchtend  ist  der  folge: 

,,Dio  Schcitelcnrve  des  B: 
Doppelcurve  unseres  Erseugnii 


„Construction  der  Schnitte 
nisses  fn^+i}  mit  einer  Ebene  £ 

Wollten  wir  —  ohne  vorher  das  E 
habcu  —  die  Curve  bestimmen,  in  üe 
l-J'  schneidet,  so  könnte  folgender  W 
kaDDtlich  ist  die  Schnittcurvo  als  eil 
das  System  der  Geraden  ii'.  in  denen 
T  geschnitten  wird,  mit  dem  Curveni 
liüii  Flächen  des  Bttschols  (F — lt)n  g< 
Erzfuguiss  von  der  Ordnung  2(«-i-l) 

Punkte  bestimmt.  Nimmt  man  also  ' 
raden  ©'  in  £ '  an,  so  liegen  auf  jcdi 
'2{n-)-l)  gemeinsamen  Elemente  jener 
scheinen,  welche  die  Schnittpunkte  y' 
scits  und  die  "  Schnittpunkte  einer  j 
mit  lii'  andrerseits  bilden.  Unsere  A 
bald  wir  auf  einer  genügenden  Anzahl 

—  2 —   Geraden   und   nur    wenn   (2n- 

^^  =  «+3  Geraden)  die  2(«-)-l) 
Reihcu  bestimmt  haben ,  um  so  die  g 
zu  haben,  dnrcb  die  ebon  die  zu  sncb' 
scheint. 
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Doch  gestattet  die  Aufgabe  eine  andere  Lösung. 

Es  sei  S  eine  Gerade,  so  beschaffen,  dass  jede  der  2  durch  sie 
gehenden  Tangentenebenen  der  Trägerfläche  F^  die  Letztere  in  einem 
Punkte  berühre,  der  der  Schnittcurve  von  F^  mit  E  angehört.  Dann 
kann  S  als  Träger  eines  Ebcnenbttschels  B  aufgefasst  werden,  dessen 
einzelne  Elemente  zu  den  in  E  gelegenen  Geraden  g,  in  denen  sich 
je  2  zu  einem  Paare  gehörende  Tangenten  T  schneiden,  in  der- 
selben Beziehung  stehen,  wie  E  zu  £.  Ebenso  sei  ü'  eine  Gerade,  die 
£'  gegenüber  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  S  der  Ebene  gegenüber. 
Dann  kann  S'  als  Träger  eines  Ebenenbüschels  B^  aufgefasst  wer- 
den, dessen  Elemente  zu  den  Geraden  g'  der  Ebene  E'  (o'  sind  Ge- 
raden der  Ebene  E\  die  in  E*  dieselbe  Rolle  spielen,  wie  dies  die 
Geraden  q  in  E  tun)  in  derselben  Beziehung  stehen,  wie  die  Elemente 
Ton  B  zu  den  Geraden  g. 

Die  beiden  Büschel  B  und  B'  stehen  in  folgender  Verwandt- 
schaft mit  einander.  Jedem  Elemente  you  B  entspricht  eine  einzige 
Gerade  g,  dieser  «in  bestimmtes  Ebenenpaar  T,  diesem  eine  be- 
stimmte Fläche  von  (F — B)n.  dieser  eine  bestimmte  Curve  CW  in  £', 
dieser  eine  bestimmte  Gruppe  von  n  Geraden  g',  jeder  derselben  ein 
bestimmtes  Element  von  B\  also  entspricht  jedem  Elemente  von  B 
eine  bestimmte  Gruppe  von  n  Elementen  des  Büschels  B\  Ander- 
seits entspricht  jedem  Elemente  von  B'  eine  bestimmte  Gerade  g', 
dieser  eine  bestimmte  Curve  C»,  dieser  eine  bestimmte  Fläche  von 
(F—B)n,  dieser  ein  bestimmtes  Tangentenebenenpaar,  diesem  eine 
besümmte  Gerade  g  in  E  und  dieser  ein  bestimmtes  Element  von 
B.  Das  Erzeugniss  der  beiden  Ebenenbüschel  B  und  B'  ist  also 
eine  Fläche  der  (n-(-l)ten  Ordnung  und  soll  mit  /(h+I)  bezeichnet 
werden.  Diese  Fläche  schneidet  F^  in  einer  Curve  der  2(n-|-l)ten 
Ordnung;  die  längs  dieser  Curve  an  Fg  gelegten  Tangentenebenen 
bilden  eine  Umhüllungsfläche  der  2(n-|-lten  Ordnung,  welche  E'  in 
der  gewünschten  Schnittcurve  trifft. 

Letzteres  ist  aus  folgendem  Grunde  klar.  Nimmt  man  einen 
Punkt  ft  der  Fläche  F(n-^i)  an,  so  geht  durch  ihn  und  die  Gerade 
S  ein  einziges  und  zwar  ganz  bestimmtes  Element  von  B\  ebenso 
geht  durch  (i  und  12'  ein  bestimmtes  Element  von  B'.  Es  gibt  nun 
ein  Tangentenebenenpaar  T,  dessen  Elemente  F^  dort  berühren,  wo 
Letzteres  von  (Sf&)  geschnitten  wird.  Dieses  Tangentenebenenpaar 
schneidet  £'  in  2  Geraden  pj'  und  g^',  denen  die  Gerade  g'  ent- 
spricht, in  der  sich  je  2  ebenfalls  ein  Paar  bildende  Tangentenebendo 
schneiden,  die  F^  dort  berühren,  wo  (8V)  ^^  Fläche  F,  8( 
Ist  aber  f&  ein  der  Fläche  F{h^i)  und  der  Trägerfläche  F 
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samer  Punkt,  so  fällt  o'  mit  einer   seiner  entsprechenden 
(g/  oder  g^')  zusammen. 


Das  hier  Vorgebrachte  zeigt  auch,  dass  die  Schnittcnrre  des 
Erzeugnisses  /^(n+i)  mit  der  Ebene  E  eine  Doppelcurvc  des  Erzeig 
nisses  F2(n+i)  ist,  denn  in  diesem  Falle  ist  die  Ebene  E^  die  Ebene 
E  selbst. 

Galpöcz  im  August  1883. 


^ 


zu  sacbenden  Unbekannten  in  Dobestimmter  GeaUlt  cra 
rend  diese  Unbekannten  fest  bestimmte  Werte  haben 
die  anbeBtimmtfl  Form  nur  eine  scheinbare  ist.  Man 
in  einem  solchen  Falle  mit  Uülfe  einer  andern  Method 
andere  Verbindnng  der  Gleichnogcn  den  wahren  Wert 
aber  doch  inleresgant  darznlegen,  auf  welche  Weise  der 
werden  kann,  ohne  den  einmal  gew&bltea  Gang  der  I 
die  Methode  von  B6zoiit  zu  verlassen. 

Man  habe  »  Gleicbangen  vom  ersten  Grade: 

'»nri+«i«=t,  +  o,sa3  +  ..    -|-ai-a--  =  *i 
%! '■t  +  *»»»  i-i  + 1»3 'j  +  ■  ■  -  +  "Z"  *■-  ~  ^ 

"31'i+"M'J+'ImI»4--' ■+"»■''"   ""  *» 
«hill, +B.iiZl  +  flii»«»+  . . .  + Ort  ^«  —  *■" 
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SO  wird  dio  Auflösung  derselben  für  die  Unbekannten  x^^  xg,  x^, ,.,  j« 
nach  der  Methode  von  B6zout  bekanntlich  dadurch  vollzogen,  dass 
man  w  — 1  Gleichungen  mit  den  Factoren  A^,  il,,  k^y  ...  iU-i  multi- 
plicirt,  die  Summe  dieser  sämmtlichen  Gleichungen  bildet  und  mit 
derselben  die  letzte  mit  keinem  Factor  behaftete  Gleichung  durch 
Addition  (oder  Subtraction)  verbindet  Dadurch  gelangt  mau  zu  fol- 
gender Gleichung: 

+  {«lS^l  +  «S8^  +  «3«^3  +  ---  +  0«-1.2A«-l+aM2}aPt 
+  { «13  ^1  +  ^3  ^  +  ^  ^S  +  •  •  •  +  «H-1.8  A|»-l  +  OnSJa-j 

+  { fllw  Ai  4~  02n  ^2  +  03«  A3  +. .  .-|-  O« -i,w  Ah— 1  -|-  Omm  \Xn 
«  Ar,A,-|-Ar,A2  +  ^dA3  +  ...+A:H-lAtt-i  +  A^»»- 

Für  irgend  eine  Unbekannte  xr  ergiebt  sich: 

_  ^1  Aj+Ara  A^  +  feg  Afl  +  '-'+A?!!-!   An-i  +  fei  .g. 

air  A| -(- Ö2r  Aj  +  OSr  Ag  + .  .  .  +  ArH~l,r  Am-1  +  O^r 

und  dio  Werte  der  Multiplicatoren  A|,  A^,  A3  u.  s.  w.  erhält  man  aus 
folgenden  Bedingungsgleichungen : 

^11  Ai  +  ^21  ^s  "1"  ^i  ^3  +  •  •  •  +  o«-i.i  A«-i  +  o«!  =»  0 
^sAi  +  a22A2  +  a32A3  +  ...  +  <»M-i,2Aii-i-j-flw2  =*  0 
«13  Ai  +  a»  ^2  +  033  As+'-'  +  öfi-LsAM-i +  0^3  «0       )         (C) 

oi»A, -f-«2HA2  +  a8uA3  +  ...4-««-i,nAH— i  +  o«»  «=  0 
deren  Anzahl  gleich  n — 1  sein  mnss. 

Ereignet  es  sich  nun,  dass  die  Werto  der  unbekannten  Grössen 
Ai)  A2,  A3,  ...  unendlich  gross  ausfallen,  so  erscheint  der  Wert  für 
Xr  in  unbestimmter  Gestalt,  welche  in  der  Regel  nur  eine  scheinbare 
ist,  da  Xr  meistens  einen  bestimmten  Wert  hat 

Will  man  in  solchem  Falle  die  Auflösung  mit  Hülfe  der  Methode 

von  B^zout  durchführen,  so  dividire  man  jede  der  Gleichungen  im 

System  (C)  durch  An-i  und  gehe  zur  Grenze  über,  dann  ergeben  sich 

unter  der  Voraussetzung,  dass  a»,i,  aw2,  ons,  ...  a«»  endliche  Grössen 

bezeichnen,  die  Gleichungen: 

(D) 


«12 


lim(y+a„lim(y+a,.lim(^^)  +  ...  +  «„-U-0 


-«-(cr.)+-'-(Er,)+'-«-(t.U  ■+*-...--.' 
"-"-{cr>-"-(t,)+*''~(t,U    + " 

Wird  der  Anadnick  für  x,  in  folgendw  Oottalt 

■"'(fc)+"'(b)+-(t-,)+' +-'••+;:, 

daifiestdlt,  limsr  gebildet,  rechter  Hand  die  Worto  von 

'"(b)>  '"»(b)-  '""(;:;,)"•■■«■ 

dorcb  diejcnigea  ersetzt,  wolcbo  mgii  aai  den  Oloicbnnffdii  (D)  orliAli. 
so  ergiebt  sieb  durch  Uebcrgang  zur  Orenz«,  ant^T  der  Vumtiii- 
eetznng,  d&Bs  k»  and  o»,  eudlicbo  OrÖMen  bodout4tn,  der  wahr«  Wnrt 

VOD   X,. 

Ein  zweites  Vertabreu  znr  AaffindODg  dct  wahren  Wurt^  far  ff 
besteht  darin,  daas  mao  ait  Bolfe  ditr  Gleicbnngen  (Cj  » —  3  Mpltl' 
plicatoren  als  Fsactiooes  d»  • — Itea  dantellt  und  din  gtstanAtiMa 
Werte  in  den  AminA  ttr  i,  eiafahrt  Ihwlarcb  wird  /r  t^D«  lln«ar« 
FonctioD  dieaea  ltmläii:£atan  w»A  tshüt  die  OeaUlt: 

Bertgfc  lii  hlifci%.  'haa  *\wMi  A  3;«  »■•^  A'  aar  itMIkhA  W*rtA 
haben  küsaca.  '«yJbane  vnm  'Z-'iu-r^atf  mr  *it^KK  iM  Ma  ■tftarf'.i^h 


Dw  aariifiugMflea  Sornut^i?  a»r.b>n  Iirm  X^rh/wloa  in  >;ia  iKibt« 


mletae.   weim    ri«i^iE»u   ;srfti  .Vir'^^inaai 
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Wendet  man  nan  die  Methode  von  B^zont  in  der  Weise  an,       \ 

■ 

dass  man  die  zweite  und  dritte  Gleichung  mit  den  Coefficienten  l^       t 
und  X^  multiplicirt  und  hierauf  bämmtliche  Gleichungen  addirt,   dann 
ergiebt  sich  die  Gleichung: 

(2-HA,+9A,>,  +  (3+6Ai-7X,)a^  +  (5+7  Ai+2X,)xs  =  17+31  il,+l5A, 


Behuf  Bestimmung  von  x,  ergiebt  sich: 


17+31A^  +  15X,  3  +  6A,  -  7 A,  «  0 

2+4A,  +  9X,    '     ^^^^^^'    5+7ili  +  2X,«0 


aus  den  Bedingungsgl'eichungen  folgt:  ; 

41  9 

*i  61'      ^  61 

und  nach  Einsetzung  dieser  Werte  in   den  Ausdruck  für  x^   erhält 

man: 

31.41       15.9  1 

^^         61     61_  _ 

^         61         "61 

Es  ergiebt  sich  ferner: 

17  +  31A,  +  15X,  2  +  4A,  +  9A,==»0 

""«■"      3+6Ai  — 7^8         '^"^      5  +  7Ai  +  2A,  «0 


aus  diesen  Bedingungsgleichungen  findet  man: 

41  6 

55'      ^""55 


41  6^ 


und  wenn  substituirt  wird: 

31.41       15.6 
—  55     "^    55    _ 

^        55  55 

Zur  Bestimmung  von  ^3  findet  sich: 

17  +  31A^  +  15Ag 
^^     ö  +  7Ai  +  2X, 

daneben  bestehen  die  Gleichungen: 

2+4Xi+9X,-.0 

3  +  6A1  — 7A,-0  I 

aus  welchen  Aj  =  —  ^,  A^  =  0  folgt.    Durch  Substitution  findet  sich 
dann: 

«s  = 7-  =  1 

^-2 


Ode  and  die  aaftal&Beaden  Glei- 
e  Dämlichen  Werte  ftlr  zi,  C|  und 
nnituuiteii. 

dieser  Gleichmigeii  in  der  Weise 
cite  mit  den  Coefficienten  l,  und 
le  dieser  beiden  Gleichungen  die 
lie  Gleichnng  ergeben: 

(6A,+7i,— 2)*,  -  ITij+aii,— 15 

cb  genan  wie  oben,  t&r  den  Wort 

3U)  — 15 
-71,— 2 

icb  sogen : 

-9-0 

1-7  —  0 

'  folgt*).     Dadurch  erbAlt  a-,  die 

00  —  15 

,  es  herrscht  aber  wie  man  liebt, 
vor,  denn  r,  bat  in  diesem  Falle 
m  diesen  zu  liudcn ,  erhält  man 
ibigen  Bedingangigloiebnngen : 

'-0 


ich  in  der  Fora 


-t 

.      — i 

gebracht  werdeo  Unncii.  m  «teoM  «aa.  4am  Ju«  ■i'-bl  mit  daMdar  » 
trlelich  lind  nad  aar  dank  awMdliHi  ("<*«  Vftn*  ftr  1,  «ad  i,  crfl 
«erden  kOnoo. 
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dargestellt  werden.    Macht  man  nnn  hier  an 
snbBtituirt  fOr  Uii^It:)  ^bd  eben  gefondenen 

limo^  —  1 
welches  der  w&bre  Wert  isL 

Nach  der  zweiten  Methode  orgiebt  sie 
gleichangen 

.         9  —  2^1  7  +  3 

*»-  ~l  e" 

nnd  nach  Einfahrnug  des  ersten  Wertes  in  < 

m.+3i(^?Ji)-.6     „_. 

'-     «,+7(^?i)_2     -»V 

also  nach  auegefuhrtem  Grenzenttbergang: 

limfg  <=  1 
Nach  Einsetznng  des  zweiten  Wertes  erbalt  : 

n,.-3.('-±-%)-.5      ,_. 

also  wenn  man  znr  Grenze  abergeht: 

timxj  —  1 
wie  oben. 

Beispiel  2.    £s  sind  die  Gleicbnngen 

^1+  i,  — 5ir,  =  — 1 
3a!,—  5xt  +  2x,=  2 
9«,  — 15i,  +  7a,  =      S 

Wird  die  Anflösang  mit  HtUfe  der  Deter 
ergiebt  sich  ii  —  2,  arg  —  —  3,  i,  —  4.  Mn 
nnd  die  dritte  Gleichnng  mit  den  Factoren 
s&Duntliche  Gleichnngeo,  so  findet  sich  nach  ( 


:   Utbtr  lintart   CUbJiwi^n.  J 

-  51,  -  15;i,)*,  +  (-  5  +  2i.  +  7i,)«B 
19  +  291, +9U, 
^ebt  sich: 

911,4-291,  — 19 
'     91, +31, +2 


1,  — 51j  +  l  —  0 
1,  +  21,— 5-0 


—  5'      ^--6 

Terte  in  den  Ansdnicli  fSr  z,  ein,  dann  iflt: 


iDlen  gefnndeD  wnrde.    Ferner  iat: 

911^  +  291,-19 
— 151,  — 5i,  +  l 

,  +  31,  +  2  =  0 
,  +  21,-6  =  0 

="  ~  Ti  K^  ~^  folgt'   Nnn  orgiobt  sich 
erte: 


rgiebt  sich  aber: 

911t +  291.  — 19 
71, 


liDogei 
.  +  31 
,  —  51 
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ans  welchen  Bich  i,  =  —  oo ,  i,  — 


welcbo  Form  unbestimmt  ist.  AI 
scheinbar,  denn  aus  den  Mnltiplic 
der  ersten  Methode: 


-© 


91  +  2 
7  +  S 
ist,  so  orgiebt  sich  durch  Uebei^i 


Wertes  von  li™(]:)  i"  den  Brncb 


lim  ET. 
welches  der  wahre  Wert  ist. 

Nach  der  zweiten  Methode  eri 

*■-     16     - 

folglich  Dach  EiofahrnDg  des  erst« 

daher: 

lim«; 
wie  oben. 

Beispiel  3.  Man  habe  die 
4«,— 3*1  +  7« 
5«,  +  2*,+6c 
—  «t,  +  5iE,  +  l5 
9ff, 

')  W«il  dIcM  Qltichnngen  auf  die 

l,+3i, 

1,+3A, 

K**ft»/'ht   «efden    hOnnea,   au   \n   ersicl 

"tiA  If  ilenaclben  OenOgs  IsIbIc 
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saa  welchen  mit  HOlfe  der  Determinanten  z,  «  5,  x,  —  —  1,  irg  ^  2, 
«4  =  3  geftinden  wird. 

FOr  den  Fall,  dass  maa  die  Methode  von  B^zont  anwenden  will, 
ra^ebt   sich,  wenn  man  die  zweite,  dritte  und  vierte  Oleicbnng  mit 
den    Bloltiplicstoren   A„  J,,  X^   versieht  ond  sämmtliche  Gleiohnngen 
sddirt: 
C9Aa— i,+51,-M)ir,  +  (51.+2i,-3)x,  +  (15i,-)-6i,+7)*,+  (41,-8)«. 

-  57is4-20A,+35i,+13 
Zor  Bestimmnng  von  xi  hat  man  nnni 

571a  +  2ÖA,+35Ai  +  13 
*>~        9As  — i,+5Ai+4 

daneben  beeteheu  die  Bedingangsgleichungen : 

5ij+2i,  — 3  =  0 

161,+6A,+7  =  0 

4i,  —8  =  0 

aaa   welchen  1,  =  —  »,  i,  ^  +  oo,  ia^2  folgt.    Oadnrch  wird : 

127  +  00  —  » 


welche  Form  scheinbar  nnbestimmt  ist;  um  den  wahren  Wert  za 
finden,  haben  wir  ans  dttn  beiden  ersten  Bedingangsgleichnngen  nach 
der  ersten  Methode: 


and  ftthrt  die  Werte 


15     } 
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127  4-20  (^)+35A,        i35^^^95       ^35+^ 

^1   "™  /«l Oa    \  **■      073    _i_1/Y7  *™  107 


22 


_(L-:iHi)+5A,        2^*»+^^       27+^ 


und  darch  Uebergang  zar  Grenze: 

limajj  =>  5 
wie  oben. 

Um  den  Wert  von  a^  zu  erhalten  hat  man: 

57A8  4-20il2  +  35A^  +  13 
*«  öAj  +  2X,— 3 

femer  existiren  die  Bedingangsgleichnngen : 

15Aj  +  6Ai+7«0 

4Aj  — 8«0 

ans  welchen 

i 837  97  _ 

erhalten  ?rird;  schreibt  man  diese  Werte  in  den  Aasdmck  far  x^  ein 
nnd  reducirt,  so  ergiebt  sich: 

arj  = —  1 

wie  oben. 

Um  den  Wert  von  x^  zu  erhalten  ist: 

57A3  +  2QA^  +  35A^  +  13 
^^         15A,+6A,  +  7 

und  es  bestehen  die  Bedingangsgleichnngen: 

9>ls  — '^«  +  0^1  +  4  =  0 
5X,-f  2^1  — 3«0 
4^8  — 8«0 

diese  Gleichungen  geben: 

, 107  5? 

^1  27  '        *       27'      'ts  "■  ^ 

nnd  eingeführt  in  den  Wert  für  x^  giebt: 

3^8  =  2 

Endlich  findet  sich  znr  Bestimmung  des  Wertes  von  x^i 

57Aa  +  20A^  +  35A^  +  13 


leichn 
5J,-t 

61,+ 
>,- 

+  »■ 


aus  d 
Bcbrel 

zur  ( 
id  lim 

^^)' 

KfeA  mui  dieae  Werte  im  d»  Avfdr 
dieser  mr  wxk  ab  FsMiw»  iw  4 
IcichtcB  BedidiM: 

■ba: 
nedkcH. 

Beispiel  4.    £*  ww»  it»  ^^^w 


/MC 
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8ai+4=i  +  4iE,  +  2ir«-=       30 
4*i  +  2x,  +  2ii^—  ü«  —  5 

4fl!,  +  2a;,  +  2ag  — 41,  —  —  10 
«,  —  23-j  — Sa^  +  e«,  =       26 

welche  mit  Hülfe  der  Detenninanteu  anfgelöat  die  Werte:  ii  =  r,= 
a^3^x^~^%  liefern,  die  also  hier  sofort  in  unbestimmter  Form  auf- 
treten. DaaB  diese  aber  im  vorliegenden  Falle  nicht  eine  scheinbare, 
sondern  in  der  Tat  vieldeutige  Form  ist,  ist-  leicht  zn  erkennen,  daat 
wenn  wir  irgend  ein  reaolvirendeg  System  componiren,  so  ergiebt  üch: 

Auflösung: 

1  I  2  I  3  I  i 

I,  =  0  :r,  =  1  !     0-,  =  2  j  ii  =  3 

1,-11  Ig  -  4  I     a^ 3  «, 10 

1-3 6  ij  =  —  1     j     rj  —  4  I  ij  =  9 

I4  —  5  x^  •=  b  '     x^  —  b  \  x^  =  b 

mithin  also  das  vorliegende  System  wirklich  anbestimmt. 

Behuf  Anwendung  der  Methode  von  B^zout  wollen  wir  die  drei 
ersten  Gleichungen  mit  den  CoefScienten  A,,  Ij,  X^  multipUciren  and 
dazQ  die  vierte  addiren,  dann  findet  sich: 

{8i,  +  4i,+4l3  +  lK  +  (4i,  +  2i,  +  2i,-2)x, 
+  (4A,  +  2i.  +  2is  -  3)i3  +  (2i,  -  i,  -  4ia  +  fi)a:, 
=.  30A,  +  5Aj  —  lOis  +  26. 
Zur  Bestimmung  von  x,  hat  man: 

30A,-f5i,-10;i.i+26 
"'  ^    8Aj+4A,+  4*3  +  1 
daneben  bestehen  die  Gleichungen : 

4i,  +  2ij  +  2As  — 2  =  0 
4Ai  +  2i,  +  2A,  — 3  =  0 
2i,—    l,_4Aj  +  6-0 
aus  welchen  ij  =  +»,   Ij  =  —  00,  ij  •=■  +«>  gefonden  wird.    Da- 
durch nimmt  der  Wert  für  x,  folgende  Gestalt  an: 
00  —  o»  —  00  4-  26 

Form  in  der  Tat  unbestimmt  ist,  denn  es  lässt  sich  scfareiben: 


tbergug    nod    ««ettt    nchh-r    Ilud 
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welche  Forni  in  Wirklichkeit  unbestimmt  ist,  denn  es  kann  gescbrieben 
werden; 

und  weil  ans  den  Bedingangsgleichnngen 


»©-»■ 


sich  ergiebt,   so  findet  man  darch  Uebergang  zur  Grenze  und  durch 
EinfQhrong  der  eben  gewonnenen  Grenzwerte: 

lim*»  =  g. 
In  Hinsicht  der  zweiten  Methode   ergiebt  sich   ans  den  Bedin- 
gnngsgleichnngoD ,   wenn  man  A,  and  Ag  als  Functionen  von  X,  dar- 
stellt: 

lOij  /10A,  +  7\ 

^ 3"  — 1^      3       j 

16Ai  +  25       8ii  +  23  _  ^^'^ir"3_Öii+9 
»  "        Vi         "        6  ■        12    ^  "       6 

Welche  Werte  man  auch  wählen  mag,  es  wird  sich  stets  das  richtige 
Resultat  ergeben,  nehmen  wir  z.  B.  die  ersten,  dann  findet  sich: 


folglich : 

(180  — 180);,+31 
^  <40-    40)i,  +  13 

wo  man  in  dem  Brncbe  rechter  Hand,   sowohl  Im  Zähler  wio  aoch 
im  Nenner  die  Producte  nicht  streichen  darf,  da  sie  die  Form  0 .  oe 
Nun  crgiebt  sich: 

180-180+^ 

40-    40+" 


vollzogenem  Grensenllbergaog : 
limr,  =-8 
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1  bat  maoi 
,+2i,+  2J,-   3 

(,-«,  +  6  =  0 

DetermioBiiteii  auf,  dann  findet  sich: 


;_<»  — ac+26 

t  nnbesünimt  ist,  denn  brin^  man  in 
Werten  x,  und  zj  die  oben  gezeigton 
B  wahren  Wertes  zw  Anwendung,  dann 

imarg  =  8. 
timmnng  von  x^: 
i  +  5;t|  — lOia  +  26 
I-  i.-  «.+  6 

^-li+Sia-S  -0 

S  gefanden  wird.  Diese  Gleichungen 
man  die  Maltiplicatoren  als  verander- 
drei  Ebenen ,  welcho  sich  im  Unend- 
darcbBchneidCQ  und  es  erscheint  somit 
rein  in  seiner  wirklichen  nnhestimmten 
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XXV. 

Miscellen, 


1. 

Bemerkung  Aber  den  Au^tz  Ton  T4]yi,  Seite  105, 

und  dessen  Torgänger. 

Der  citirto  Aufsatz   handelt  von  den  Fällen   mehrfacher  ColM- 
neation  zweier  Dreiecke.     Derselbe  Gegenstand  ist  bereits  1870  tod 
J.  Rosancs  und  H.  Schröter  in  den  Mathematischen  Annalen  yod 
Glebsch  und  Neu  mann,  Bd.  II.  S.  549  und   553,  bearbeitet    Herr 
Professor  U.  Schröter  hat  mich  nun  aufgefordert  die  Priorit&t  des 
Herrn  Professor  J.  Rosanes   und  seine  eigene  gegenüber  der  Arbeit 
von  Y41yi  zu  constatiren.    Ich  nehme  daraus  Anlass,  erstlich  die  an 
jener  Stelle  unterlassene  Erwähnung  beider  Arbeiten  hiermit  nadi- 
zuholen,  ferner  aber  die  beiderseitigen  Arbeiten  mit  einander  zu  ver- 
gleichen.   Es  wird   sich  daraus  ergeben,    dass   der  Aufsatz  tob 
Y41yi,  weit  entfernt  eine  Wiederholung  seiner  Vorgänger 
zu  sein,  sich  weder  ganz  noch  zum  Teil  mit  ihnen  deckt 
und  in  Verfahren   und  Darstellung  der  Resultate  völlig 
unabhängig  von  ihnen  ist.    Im  Zuwerkegehen  tritt  jeder  Be- 
gegnung die  Urverschiedenheit   in  den  Weg,  dass  Rosanes  die  Be- 
dingungen  perspectivischer   Lage   beider  Dreiecke,   ausgedrückt  in 
Bezug  auf   ein    beliebiges  Fundamentaldreieck,    aufstellt  und   bei 
diesen  Bedingungen  verweilt,  während  V41yi  relativ  zu  dem  euien 
Dreieck  in  einfachster  allgemeiner  Form  das  andre  unmittelbar  per- 
spectivisch  darstellt,  so  dass  er  mit  den  Bedingungen  perspectivischer 
Lage  überhaupt  nicht  zu  tun  hat,  und  nun  mit  den  allein  verfüg- 
baren 3  Coefficienten  operirt,  von  deren  Relationen  die  Fälle  mehr- 
facher Collineation  abhangen. 

Das  erste  Resultat  von  Rosanes,  entnommen  aus  der  Beobachtong 
jener  Bedingungsgleichungen  ist  der  Satz: 

Wenn  den  Punkten  a,  2>,  c  die  Punkte  ^,  ^,  C  in  2  verschie- 
denen Anordnungen  perspectivisch  entsprechen,  welche  aus  einander 
durch  cyklische  Permutirung  hervorgehen ,  so  liefert  auch  noch  die 
dritte  cyklische  Permutation  von  -4,  -B,  C  eine  Anordnung,  welche 
a,  bj  c  perspectivisch  entspricht. 


i 


3a:> 

Biese  Bemerkimg  ist  Ton  Tilyi  nicht  ausgesprochen,  denn  sie  ist 
überholt  dnrch  die  Bedingung  dreiCacher  CoUineation  ftlr  cyklisobo 
Yertaaschong,  ans  der  sie  rQckgftngig  leicht  hervorgeht,  da  andre 
cyklische  Vertanschnngen  als  dreifache  ihr  infolge  unmöglich  siud. 

Anf  der  andern  Seite  ist  die  entwickelte  Anfstellnng  der  Bediu* 
gongen  der  4  Fälle,  welche  bei  Y&iji  das  Hanptresnltat  bildet,  bei 
Rosanes  gar  nicht  vorhanden,  mithin  in  jeder  Beziehung  neu.  Will 
Herr  Schröter  diese  als  eine  zu  leichte  Folgerung  aus  der  Combi- 
nation  der  6  Gleichungen  für  keine  neue  Leistung  gelton  lassen,  so 
wird  er  jedenfalls  nicht  bestreiten  können,  dass  sie  ohne  UUlfo  irgend 
einer  Aufstellung  von  Rosanes  noch  viel  leichter  gewonnen  worden 
sind,  als  sie  sich  aus  dessen  complicirten  Formeln  herleiten  lasson. 

Die  Fälle  2,  3,  4  und  6  fachor  Collineation,  abgcsebcn  von  ihren 
Bedingungen,  gehen  natürlich  auf  beiden  Seiten  als  dieselben  hervor. 
Der  Fall  imaginärer  sechsfacher  Collineation,  der  einzige  auf  den 
Rosanes  näher  eingeht,  liefert  insofern  einen  Berührungspunkt  der 
beiderseitigen  Dednctionen,  als  darin  die  dritte  Wurzel  der  Einheit 
eine  Rolle  spielt. 

Alles  Genannte  hat,  wie  es  scheint,  bei  Rosanes  nur  die  ßodou- 
tnng  beiläufig  am  Wege  gewonnener  Resultate.  Sein  Ziel  ist,  die 
gesammte  Configuration  unter  eine  umfassende  Anschauung  zu  stell(>n, 
was  er  durch  Constmction  der  Oerter  variabeler  Eckpunkte  in  Aus- 
führung bringt.  Diese  seine  Hauptau%abe  ist  von  Välyi  gar  nicht 
berührt  worden. 

Die  Arbeit  Schröter^s  „üeber  perspectivisch  lii;gerifle  Dreiij^ke** 
behandelt,  wie  er  selbst  sagt,  dieselbe  Frage  synth^tinch,  ¥fti\c\ii*  dUi 
Arbeit  von  Rosanes  „Ueber  Drei*^ke  in  per»pectivi»ch*rr  Lag'^  vw- 
her  analytisch  bebandelt  hat  Die  Seiten,  na/:b  d(;tum  hin  äUi  Frage 
in  beiden  verfolgt  wird,  sind  so  obereiitttimmend,  d^^Mi  kb  wol  ein^ 
gesonderten  Vergleichong  mit  letzterer  ub^iio\^M  biö 

Herr  Prof.  Schröter  wird  hiernach  g'rwW»  ai»'rrk>ri*/i*^i,  da«  llt^rr 
Vilyi,  sofern  er  ans  de«  ole«  btfZ^WLSt^j:ü  At)*^;U:u  u^M  4^  ^'j- 
nngsten  Nutzen  fftr  seiAe  Art^i:  z^u*^^  k.'fhu*M,  aw«  u,*jA  6»h  i*ü»^ui 
batte  diesdbe  zn  ne&nen.  h  lio^yn 


2r. 

Das  hier  bekai*^.v:  Ti**-tL»  ji*>;v*^   ^.m  »*r*-t  vr  f,:iV;i  :*•-;* 
des  Resnhatt  n  eaier  vV-^i-r-^iiV**-'*^  *.*'>* ■»<-  t^A^-n,'«.  t  »*-ti  *>m, 

Wege 
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Der  Scheitel  des  Winkels  v  sei  Anfangspaukt  der  xy ,  der  eine 

Schenkel  a  Axe  der  x^  auf  dem  andern  b  sei  u  eine  variable  Strecke. 

Dann  sind 

X,    0    and    ucost^,    usinr 

die  Coordinaten  zweier  Pankte  aaf  a  and  b^  and,  wenn  wir  bloss 
eine  Drehnng  des  zweiten  Schenkels  zalassen, 

öx^  =  — usint^^v,     dy^  ■»  ucosvdv 

die  Variationen  des  Pnnktes  (u).  Die  Componenten  der  Anziebimg 
der  Linienelemente  dx  und  du,  deren  Einheiten  sich  in  der  Entfer- 
nung 1  mit  der  Intensität  1  anziehen,  nach  Newton'schem  Gesetz  sind: 

wo 

r*  «  aj^  +  u*  —  2tM;c08t; 

Fügen  wir  eine  Kraft  p  hinzu ,  die  auf  den  Punkt  u  »  1  senkreckt 
auf  den  zweiten  Schenkel  wirkt  und  der  Gesammtanziehung  das 
Gleichgewicht  hält ,  und  führen  die  Werte  in  die  Gleichung  der  ?ir- 
tuellcn  Geschwindigkeiten 

ein,  so  kommt,  da  —p^v  das  virtuelle  Moment  von  p  ist: 

b  a 


y^r,     f*  uaesint?8a; 

^^    (««+u«-2iijccosü)l 


Bezeichnet  c  die  dritte  Seite  des  Dreiecks  a6o,  ist  also 

c  —  Va*-f-**  ~  2a*C0Sü 
der  Endwert  von  r,    so  ergibt  die  successive  Integration  nach  deo 

gewöhnlichen  Formeln: 

a-^-b  —  c 
p  = ; 

Die  so  dargestellte  Grösse  ist  das  Moment  der  Anziehung  zwiseben 
a  und  b  nach  Newtou'schen  Gesetze,  ausgedrückt  in  der  als  constant 
betrachteten  Anziehung  zweier  Linieneinheiten  von  a  und  b  in  der 
Entfernung  1  als  Einheit. 

Angewandt  auf  die  extremen  Fälle  ergibt  die  Formel  bei  ver- 
schwindendem V,  dass  psinv  gleich  dem  doppelten  kleinsten  Schenkd 
wird,  wenn  hingegen  v  ein  gestreckter  Winkel  wird,  verschwindet; 
im  letztern  Falle  verschwindet  auch  p  selbst  R.  Hoppe. 


r 
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lieber  Lissajoi 


Herrn  Hi 

GymnaiiRllebrer  id  I 


Um  die  BewcgDDg  eines  oscilli 
10  machen,  kann  man  in  folgendei 

Man  befestige  an  das  Ende  e 
einen  kleinen  Spieet,  so  dass  di( 
der  Richtung  der  Schwingungen  d 
Eutfenmng  davon  stelle  man  eine 
welche  an  ihrem  Ende  gleicbblli 
Weise  befeetigten  Spi^el  trägt 
gestellt,  dass  ein  vom  ersten  Spie 
Ewdten  Spiegel  ftlh.  Versetzt  m: 
in  Schwingungen,  so  erblidit  man 
(am  beeten  Tennitteist  dnes  Femr 
welche  dtx  Bew^nng  eiBe«  Pool 
entspricht  Ebenso  nimmt  man  e 
wenn  nur  die  boriiontate  Stimmg 
Rohe  ist  Uast  man  jedoeb  beid< 
80  eri>licto  man  etae  iiammi  Lrä; 
Hin  der  ScbwingagsiaUea  ia  b 
Pbasendifferesu  daraeOwa  abU^ 
n&mlicb,  dass  das  meaacUKte  At 
gende  l.idilriadrttte  als  gkida 
eittzeliieD  Paakte  der  C«r*e  aOe  i 
Dua  die  ^bk  «ob  4tmtmku  kx 

TdUZ. 
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Vorstehende  Uethode,  die  Benegang  eines  Bchwingeiideii  Pnaktei 
dem  Äuge  Bichtbar  zu  machen,  wurde  zoerst  tod  dem  fnozüätAa 
Physiker  LisBajons  angegeben  in  den  Annales  de  Phjniqae  et  de 
Chimie,  tome  51,  nachdem  schon  früher  der  Engländer  Thomas  Tomg 
auf  diese  zasammengesetzten  Schwinfnngen  anfinerksam  gemacht  hatle. 
Nach  jenem  werden  die  Curven,  welche  der  oBcillirende  Pnnkt  be- 
scbreiht,  LiasqjouB'sche  Curven  genannt  Die  geometrischen  Eigen- 
Bcbaftcn  derselben  sollen  im  Nachfolgenden  untersucht  werden. 


§  1. 
Analytische  Darstellung  der  CnrTen. 

Wenn  man  die  Lage  des  oscillironden  Punktes  auf  dn  recht- 
winkliges CoordinatenBfstem  bezieht,  dessen  Achsen  mit  den  Bidt- 
tungon  der  Stirn mgabelschwingnngen  zusammenfollen,  so  ergeben  licb 
ftlr  die  Coordinatou  x  und  y  desselben  Ausdracke  von  der  Form : 

X  —  a.t\a.{mt-\~tp) 
p  =  6 .  Bin(n(). 

In  diesen  Gleichungen  bedeuten  a  und  h  die  Amplitoden  der 
beiden  Stimiogaboln,  m  und  n  ihre  Schwingnngszafalen,  q>  ihre  Ffaiseo- 
differenz,  welche  auch  den  Wert  0  bähen  kann,  und  t  die  Zeit 

In  Betreff  der  beiden  Zahlen  m  und  n  können  gewisse  Tonas- 
Setzungen  gemacht  werden,  welche  die  Allgemeinheit  obiger  Gleichun- 
gen nicht  beeinträchtigen.  Sieht  man  nämlich  fOrs  erste  von  irratie- 
nalen  Werten  ah,  so  ist  znn&chst  klar,  dass  man  m  und  «  als  guie 
Zahlen  Toraussetzen  darf.  Denn  wftren  sie  Brüche  mit  den  NeDnen 
p  und  3,  so  konnte  man  eine  neue  Variabele  t'  einführen,  derart, 
dass  t'=P4<,  wodurch  die  Nenner  verschwinden  würden.  Fentcr 
darf  man  m  und  n  auch  als  relative  Primzahlen  voraussetzen;  denn 
b&tten  sie  noch  einen  gemeiuschaftlicben  Factor  k,  so  könnte  mtn 
denselben  durch  die  Substitution  kt  ~  t'  beseitigen.  Endlich  ist  es 
noch  erlaubt,  n  und  n  als  positiv  anzunehmen,  da  man  im  entg^oi- 
gesetzten  Falle  durch  eine  blosse  VertauBChnng  der  positiven  nsd 
necrativen  Coordinatenachseu  m  und  n  positiv  machen  kann.  Fol^ich 
e  Beeintr&chtignng  der  Allgemeinheit  die  Zahlen  m  tud 
isitive  und  relative  Primzahlen  annehmen. 

nfachsten  Fälle  der  Lissajoua'acben  Corvon  können  Al- 
len angesehen  werden: 

\)  x  —  ii.sin(i-)-9>),      y  —  (.lini 
2)  X  —a. 110(1+91),      V  —  &.8in3l 


r 
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3)1 

-«.»n«+»), 

j-i 

Bio  3t 

i). 

-o.im(2l+rt, 

,-i 

ein3< 

6). 

-^.lind+r), 

s-i 

Bin  4t 

6). 

-...in(3l+»), 

,-i 

•iiHl 

Im  ersten  Falle  haben  die  beiden  Stimmgabeln,  welche  znr  Er- 
zengnng  der  Cnrren  benutzt  werden  kdnneo,  dieselbo  Tonhöhe  j  in 
tUen  tkbrigen  Fallen  haben  sie  dagegen  verBchiedcn  Tonhähe,  und 
iwar  giebt  die  eine  entweder  die  Octavo  der  andern  an,  oder  die 
QoiDte  der  Octave,  oder  die  Quinte,  oder  die  zweite  Octave,  oder 
die  Quarte  etc. 

S2. 

Constrnction  der  Curvon, 

Die  analytische  Mechanik  lehrt,  dass  die  ProjectioD  einer  gleich- 
fGnitigen  Kreisbewegung  auf  eine  gerade  Linie  die  Bahn  eines  oscil- 
lirenden  Punktes  ist.  Dieser  Satz  giebt  ein  Mittel  an  die  Hand,  um 
lue  Cnrren  punktweise  zu  construireo. 

Man  zeichne  ein  Rechteck  aas  den  Seiten  2a  und  2i  und  be- 
schreibe aber  2  benachbarten  Seiten  zwei  Halbkreise,  deren  Peri- 
pherien man  in  kn  resp.  ibn  gleiche  Teile  teile,  wo  it  eine  beliebige 
ganze  Zahl  bedeutet.  Dann  ziehe  man  durch  die  Teilpuukte  parallele 
l^antrersalen  zu  den  Seiten  des  Rechtecks,  so  erhält  man  eine  Reibe 
Ton  Scbnittponkten,  von  denen  alle  diejenigen,  welche  auf  zwei  sich 
entsprechenden  Transversalen  liegen,  Punkte  der  gesuchten  Cnrve 
lind;  wenn  man  unter  zwei  sich  entsprechenden  Transversalen  solche 
Teitteht,  welche  dnrch  je  zwei  zusammengehörigo  Projectionen  des 
oscUlirenden  Punktes  hindurchgehen.  Verbindet  man  dann  jene 
Schnittpunkte  dorch  einen  contionirlichen  Linieuzng,  so  erhält  man 
die  LiBsi^oas'sche  Cnrve  selbst 

n,  welche 


aber  den 
durch  die 
s  dadurch 
Eittelpankt 
,  gebe  der 
i&chBt  an, 
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dass  die  Pbasendifferenz  g>  den  Wert  0  hat,  bo  b^nnt  der  iMälli- 
ronde  Paukt  seioo  Bowegnog  offenbar  im  MittelpnnUe  des  Bechteckt 
and  geht  von  hier  nach  der  gcgenflberli^enden  Ecke  de«  ersten 
Rechtecks  des  ersten  Quadranten,  welche  also  ein  zweiter  Ponkt  d^ 
Corre  ist.  Dann  gebe  man,  so  oft  wie  mOglich,  nach  der  g^^&ber- 
liegenden  Ecke  des  in  der  Richtnng  der  Bewegung  liegenden  Schrätd- 
rechlccks  Aber,  wodarcb  man  weitere  Pnnkte  der  geBDchteu  Corre 
erhält  Ist  man  aber  auf  diese  Weise  nach  einem  Punkte  gelangt, 
welcher  auf  einer  Seite  des  Rechtecks  ans  den  Seiten  2a  nnd  2i 
seibat  liegt,  so  gehe  man,  der  angenblicklicIieQ  Bewegni^Brichtaie 
des  oscillirenden  Punktes  entsprechend,  in  das  folgende  nnmittalbw 
daneben  liegende  Rechteck  Über.  Hierdnrch  erhalt  man  eine  be- 
stimmte Anzahl  von  Cnrrenpnnkten ,  durch  deren  Verbindnng  mu 
eine  ganz  innerhalb  des  Rechtecks  liegende  Corve  constnürt,  welcbe 
in  Fig.  I.  abgebildet  ist 

Nimmt  man  zweitens  an,  dass  die  Phasendifferenz  einen  von  0 
verschiedenen  Wert  hat,  z.  B.  ^  «  ^n,  so  findet  man  die  Punkte 
der  Cnrve  noch  auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin,  nur  hat  man  in  die- 
sem Falle  zu  beachten,  dass  der  oscillirende  Ponkt  seine  Bewegung 
nicht  mehr  im  Mittelpunkte  des  Rechtecks  beginnt,  sondern  in  dem 
ersten  Schnittpunkte,  welcher  auf  der  positiven  Seite  der  c  Achse 
li^.  Die  auf  diese  Weise  constrnirte  Cnrve  (Fig.  II.)  ist  der  vorigen 
ähnlich  and  kann  in  Folge  allmählicher  Verschiebungen  ans  dersdboi 
entstanden  gedacht  werden. 

Setzt  man  forner  ip  —  ^n,  so  beginnt  die  Bewegung  in  dea 
zweiten  Schnittpunkte  auf  der  positiven  Seite  der  z  Achse.    In  die- 
sem Falle  gelangt  der  oscillirende  Punkt  in  eine  Ecke  des  Secln- 
ocks  (2a,  2b).    Da  derselbo  ans  leicht  ersichtlichen  Orandeu  nicht 
über  das  Rechteck  hinaus  kann,  so  findet  hier  eine  Umkehr  der  Be- 
wegung statt,  nad  der  osciUirende  Punkt  begiebt  sich  auf  demKÜMs 
Wege  wieder  nach  dem  Ausgangspunkte  der  Bewegung  znrflck.    Dun 
setzt  er  seinen  Weg  aber  über  jenen  Punkt  hinaus  weiter  fort,  ge- 
langt zum  zweiten  Male  nach  einer  Ecke  des  Rechtecks,  dreht  hier 
wieder  um,  und  gelangt  abermals  nach  seinem  Ausgangspunkte,  wA 
zwar  auf  dem  frühem  Wege,  denselben  rückwärts  dnrchlanfeud.    Di< 
danach  consLmirte  Curvo  findet  sich  in  Fig.  III.     Auch  diese  Cu 
kann  man  sieb  aus  der  vorigen  (Fig.  II.)  dorch  allmähliche  Verscbi 
bungon  entstanden  denken,  indem  dabei  an  Stelle  der  Carvenschleif 
eingehe,  von  dem  oscillirenden  Pnnkte  jedoch  zweimal  durchlaufei 
Bögen  getreten  sind. 

Für  tp  —  Are  erhält  mau  wieder  dieselbe  Curvc  wie  Fig.  I 
jedoch  in  entgegengesetzter  Ricfatong  von  dem  oscillirenden  P«nk 
durchlaufen. 
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^^  7  "  ^^  ergiebt  sich  die  ebeoMg  in  entg^engesetzter 
Iticiitimg  dorchlsnfene  Cnrve  von  Fig.  I.;  nnd  flkr  9  -=  ^n  endlich 
erhält  man  eine  Cnrre,  welche  das  Spiegelbild  von  Fig.  II.  ist,  in 
Bemg  auf  die  y  Achse. 

Wenn  man  aaf  diese  Weise  fortßkhrt,  der  Phasenditferenz  qo 
iDuner  andere  Werte  zn  ertheilcn,  von  <p  —  ^n  bis  go  —  Jj")  ('On 
noch  grOsGern  Werten  kann  wegen  der  Periodicität  der  Function 
^09  abgesehen  norden),  so  Überzeugt  man  sich  leicht,  dass  man 
■user  den  in  Fig.  I.  bis  III.  abgebildeten  Curven,  resp.  ihren  Spiegel- 
bildeni  in  Bezug  auf  die  y  Achse,  keine  neuen  Fignren  mehr  erhält, 
and  ferner,  dass  je  zwei  Cnrvcn,  welche  zwei  anf  einander  folgenden 
Werten  von  ip  entsprechen,  langsam  in  einander  überzugehen  scheinen. 
Letzteres  erkennt  man  um  so  deutlicher,  je  mehr  Werte  von  ip  man 
noch  zwischen  den  obigen  Werten  einschaltet. 


§3. 
Lage  der  Lissajons'schen  Curven. 

Im  Folgenden  soll  nun  die  Lage  der  Lissajons'schen  Curven  in 
Bezug  auf  die  Achsen  und  das  bei  der  Coustruction  derselben  be- 
QDtzte  Rechteck  untersucht  werden  und  zwar  zn^iAchst  unter  der 
apedellen  Voranssetzong,  dass  die  Phasendifferenz  der  beiden  Schwin- 
gungen den  Wert  0  habe.  In  diesem  Falle  wird  die  allgemeine 
Liss^oua'sche  Corve  durch  das  System 

X  =  a.sinmt,    y  =  6. sinnt 
aosgedrllckt 

I.  Der  die  Cnrve  beschreibende  Punkt  befindet  sich  zur  Zeit 
( =  0  im  Coordinatenanfangspunkte,  nnd  beginnt  von  hier  ans  seine 
Bewegung  nnd  zwar  zunächst  im  ersten  Quadranten.  Znr  Zeit  t  =  2n 
kehrt  derselbe  in  den  Aniangapunkt  znrflck,  nachdem  er  inzwischen 
die  ganze  Cnrve  bescbrieben  hat,  folglich  erhtllt  man  s&mmtliche 
Punkte  der  Cnrre,  wenn  man  den  veränderlichen  Parameter  t  von 
<  =  0  bis  f  =  2n  varüren  läast.  Die  Projectionen  des  schwingeuden 
Punktes  haben  während  dieser  Zeit  i»,  resp.  «  ganze  Schwingungen 
in  den  Achsen  voUfUhrt,  da  die  Schvringnn^daner  der  Projectionen 

r  -b  —  und   T'=  — 
betragen. 


iE'— o.8infn((+ 
y'—  6.8inn(<  + 

wenn  man  mit  z'y'  die  dem  I 
dioaten  des  OBcillirenden  Punk 
unterscheiden : 

Sind  m  nnd  n  beide  ni^e 
folglich    a'=  —  K,    y'=  —  y. 
anfangspnnkt   ein  Centram   de: 
Übrigens   eine   allgemeine,  glei 
gerade  sind,  wie  man  leicht  erl 

Ist  aber  zweitens  m  gerade 
cosnw=  — 1,  folglich  k'™  «, 
zwei  gleiche  nnd  entgegen geseti 
symmetrisch  zur  x  Achse. 

Ist  endlich  umgekehrt  m  ni 
anf  dieselbe  Weise,  dass  die  Ci 
y  Achse  li^. 

Gin  vierter  Fall,  wo  m  n: 
Folge  der  ttber  diese  Zahlen 
schlössen. 

III.  Betrachtet  man  2  Pe 
l-\-t'=  n  vorbanden  sind,  (odi 
jt  eine  beliebige  ganze  Zahl  be( 

»'=  a.8inin(iE — 

y'=  6.8inn(«  — 

dann  sind  wieder  3  Fälle  zu  ni 

Sind  m  nnd  n  beide  unge 
folglich  ;c'-=  !c  nnd  y'—  y;  jed* 
sem  Falle  also  ausser  dem  Vi 
n  —  t,  woraus  folgt,  dass  der 
2k  die  Carre  in  ihrer  ganzen  . 

Ist  aber  zweitens  m  gera 
x'^ — X,  y'=y,  d-  b.  die  Cnn 

Im  dritten  Falle  endlich. 
aj*—  X  nnd  y'— —  y,  d.  h.  die 

Fasst  man  jetzt  das  nnter 
ergiebt  sich  folgender  aUgcmeii! 


Wenn  in  der  dekhug  äacr  Lii6^oiu'soh«n  Cvm  olQ«  Ton 
den  Znhlen  n  and  >  gentd«  ist,  nod  die  Pbaaandiflbroai  den  Wort 
0  hat,  so  li^  die  Cnrre  lymmotrisch  in  Bezug  «nt  beide  Aobwn, 

Fortsetiung. 

Ds  die  Coordinaten  dei  oscilün 
Grenzen  ±0  resp.  ±i  liegen,  so  f 
halb  eines  Rechtecks  sich  erstrecke) 
den  Achsen  parallel  sind,  nnd  dessei 
an&ngspnnkt  ßUlt  Dieses  Recbtec 
genannt  werden. 

Ist  sinmt  =±1,  Bo  befindet 
einer  der  y  Achse  parallelen  (vertit 
ecka,  ond  ist  ^ni  =:^1,  so  befini 
X  Achse  parallelen  (h<HizontaIen)  I 
gleichzeitig  sinm*  — ±1,  äuiu  —i 
dnrch  eine  Ecke  des  Rechtecks.    In 

wo  p  and  q  zwei  briiebige  ganze  Zal 
von  (  folgt  hienns: 

Da  diew  Gleiekng  mmr  erflllt 
zeitig  — gciade  siad,  is  enpefat  sieb 

Eise  lim^imfwAe  Cwm  oka 
doTcb  eine  Edce  des  AmfÜtmitforet 
Schwiag^igvablcs  m  and  •  beide  s 


S^maAtrakm 
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2)  Es  sei  \{m'-fC)  gerade.    Dann  sind  fdr  p  und  g  eatweder 
zwei  gerade  oder  zwei  ungerade  Zahlen  zu  wählen.    Folglich  ist: 

entweder  sinm*  — -|-1,  sinn^  «=-|-l 
oder         sinm<  —  —  1,  sinn^  —  —  1 

Daraus  erkennt  man,  dass  der  oscillirende  Punkt  im  ersten  Fa&e 
durch  diejenigen  Ecken  des  Amplitndenrechtecks  hindurchgeht,  welche 
im  zweiten  und  vierten  Quadranten  liegen,  im  zweiten  Falle  dagegen 
durch  diejenigen,  welche  im  ersten  und  dritten  Quadranten  üegea. 
Daher  der  Satz: 

Eine  Lisssgous'sche  Curve,  in  deren  Gleichungen  m  und  n  ob- 
gerade  Zahlen  sind  und  g>  =  0,  geht  stets  durch  zwei  gegenüber- 
liegende  Ecken  des  Amplitudenrechtecks. 

Wenn  blos  sinm^ » J:l,  so  befindet  sich  der  oscillirende  Punkt 
auf  einer  der  verticalen  Seiten  des  Amplitudenrechtecks.  FOr  dieaa 
Fall  ist: 


in<=(2p  +  l)2. 


m 


Um  zu  bestimmen,  wie  oft  dies  bei  yoUstättdig^  Beschreiboig 
der  Curve  geschieht,  berücksichtige  man,  dass  der  Parameter  / 
zwischen  den  Grenzen  e  -»  0  und  <  —  2^  zu  nehmen  ist  Dies  giebt 
für  die  Zahl  p  2m  verschiedene  Werte,  und  folglich  liegen  2m  Gurren- 
punkte  auf  den  verticalen  Seiten  des  Amplitudenrechtecks. 

Auf  analoge  Weise  zeigt  man,  dass  2n  Gurvenpunkte  auf  den 
horizontalen  Seiten  des  Amplitudenrechtecks  liegen. 

Diese  Untersuchung  bedarf  einer  Modification  fOr  den  Fall,  wo 
m  und  n  beide  ungerade  sind.  Bringt  man  hier  die  beiden  Oarren- 
punkte,  welche  in  die  Ecken  des  Amplitudenrechtecks  fallen,  in  Ab- 
rechnung, so  erkennt  man,  dass  2(iii— 1)  Gurvenpunkte  auf  den 
verticalen  und  2(n— 1)  auf  den  horizontalen  Seiten  des  Amplitnden- 
rechtecks liegen.  Dabei  ist  aber  noch  zu  berücksichtigen,  dass  jeder 
Punkt  doppelt  gez&hlt  ist,  da  in  diesem  Falle  der  oscillirende  Punkt 
während  der  Zeit  ^n  die  Gurve  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  zweimal 
durchläuft. 

Als  Satz  lässt  sich  dies  folgendermassen  zusammenfassen: 

Der  oscillirende  Punkt,  welcher  eine  Lissajous'sche  Gurve  ohne 
Phasendifferenz  beschreibt,  befindet  sich  2m  mal  auf  den  vtfticalen 
und  2n  mal  auf  den  horizontalen  Seiten  des  Amplitudenrechtecks, 
wenn  eine  von  den  Zahlen  m  und  n  eine  gerade  ist.  Sind  aber  beide 
ungerade,  so  befindet  er  sich  (m^l)  mal  auf  den  verticalen  und 
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(s — 1)  mal  auf  den  horizontalen  Seiten  des  Amplitndenrechtecks, 
wobei  jedoch  die  Ecken  desselben  nicht  mitgerechnet  sind. 

Die  C«rve  schneidet  die  .  Achse,  wenn  ,  -  *5,  wo  *  eine  be. 

U^iige  ganze  Zahl  bedeutet  Folglich  ergeben  sich  für  A;,  wenn  man 
t  «wischen  den  Grenzen  t  =  0  nnd  t  =  27s  nimmt,  2n  verschiedene 
Werte,  d.  h.  der  oscillirende  Pnnkt  geht  2n  mal  durch  die  x  Achse. 
Auf  analoge  Weise  ergiebt  sich,  dass  der  oscillirende  Punkt  2m  mal 
die  y  Achse  passirt  Hierbei  ist  noch  zu  bemerken,  dass  in  dem 
Falle,  wo  m  und  n  beide  ungerade  sind,  und  der  oscillirende  Punkt 
w&hrend  der  Zeit  27t  die  Curve  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  zweimal 
dorchläTift,  derselbe  die  Achsen  nur  n  resp.  m  mal  passirt. 

Die  Absdssen  eines  Curvenpunktes  sind  positiv,  wenn 

2k+l  ^  >     >  2* 

dagegen  negativ,  wenn 

2*      >     >  2*— 1 

— ,%  ^  %  ^  ,n 


Durch  Yertauschung  von  m  mit  n  folgt,  dass  die  Ordinaten  po- 
sitiv oder  n^ativ  sind,  je  nachdem 

2*4-1       >     >  2ib 

.  it  ^^  i  ^^  — .  n 

n  "^      "^   n 

oder 

2ifc      >     >  2ik— 1 

—  '7t  ^  t  ^ .n 

n        ^^      <^       n 

Um  femer  diejenigen  Intervalle  von  t  zu  finden,  für  welche  die 
Coordinaten  ihre  Vorzeichen  nicht  ändern,  betrachte  man  die  Brflche 

12      3  2m 


"  "■# 

m 

9 

m 

m 

m 

1 

2 

3 

2n 

n 

n 

•    •  • 

n 

n 

und  ordne  dieselbe  so,  wie  sie  ihrer  Grdsse  nach  auf  einander  folgen. 
Multiplidrt  man  jeden  derselben  mit  n^  so  geben  je  zwei  benachbarte 
Producte  eins  der  gesuchten  Intervalle. 

FOr  die  Curve 
erh&lt  man  z.  B.  fOr  jeae  latervalle  folgende  Werte: 
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I. 

Von  t  »  0     h\A  t^\n 

u. 

Von  e  ^  Jtt  bis  <  —  \it 

in. 

Von  e  —  i»  bis  «  —  ^n 

IV. 

Von  <  —  }ä  bis  t  =  f » 

V. 

Von  e  «  I^E  bis  «  «  |7r 

VI. 

Von  e  -«  #»  bis  <  —  j» 

VII. 

Von  t  —  I^E  bis  ^  »  J« 

VIII. 

Von  <  =-  5«  bis  «  «  27r 

Dann  kann  man  mit  Hilfe  der  obigen  Grenzen  fQr  jedes  Intemll 
das  Vorzeichen  von  x  resp.  y  nnd  damit  den  Quadranten  bestimmen, 
in  welchem  sich  die  Cnrve  für  jene  Intervalle  von  t  erstreckt  So 
findet  man,  dass  die  obige  Cnrve  im  ersten  Quadranten  liegt  fOr  du 
erste  nnd  sechste  Intervall,  im  zweiten  Quadranten  far  das  vieil» 
und  siebente  Intervall,  im  dritten  Quadranten  fOr  das  dritte  und  achte 
Intervall  und  im  vierten  Quadranten  endlich  für  die  beiden  nodi 
übrigen  Intervalle. 

§5. 

Es  soll  jetzt  untersucht  werden,  welchen  Einfluss  die  Phasen- 
differenz  auf  die  Resultate  der  beiden  vorigen  Paragraphen  hat  Ist 
die  Curve  durch  die  Gleichungen 

X  ^=^  a,  8in(f7»< -f-  <p),    «  =  ft .  sin n< 

gegeben,  so  ist  zunächst  klar,  dass  der  oscillirende  Punkt  zor  Zeit 
t  »  0  nicht  mehr  im  Coordinatenanfangspunkte,  sondern  in  einem 
Punkte  der  x  Achse,  dessen  Abscisse  x  »  asin<p,  sich  befindet  Ob 
derselbe  flberhaupt  den  Anfangspunkt  passirt,  hängt  davon  ab,  ob 
die  beiden  Gleichungen: 

sinn«  —  0,    sin(m<4"9^)  ^  0 
gleichzeitig  für  dasselbe  t  erfüllt  sind.    Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

wo  k  und  l  ganze  Zahlen  bedeuten.  Durch  Elimination  von  t  ergiebt 
sich 

(p  m»  —(In — km) 

Daraus  erkennt  man,  dass  die  Curve  nur  dann  durch  den  Coordi- 
natenanfangspunkt  geht,  wenn  die  Phasendifferenz  einen  dies^  Glei- 
chung entsprechenden  Wert  hat. 


•n»i 
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A^idert  sich  ferner  in  den  Gleichungen  der  Curve  der  Para- 
t  um  die  Grösse  w,  so  ergeben  sich  dieselben  Resultate  wie 
^  i  ^  Hy  d.  h.  für  ein  gerades  m  liegt  die  Curve  symmetrisch  zur 
9  Achse  und  fÄr  ein  gerades  n  symmetrisch  zur  y  Achse.  Dagegen 
Äflren  die  Folgerungen  von  §  3,  in.  auf  richtig  zu  sein,  und  die 
Ciinre  liegt  jetzt  also  nicht  mehr  symmetrisch  zu  beiden  Achsen, 
aondem  nur  zu  einer  derselben. 

Soll  die  Curve  durch  eine  Ecke  des  Amplitudenrechtecks  gehen, 
so  müssen  die  Gleichungen 

sin(fn<  +  q>)  =  ±  1,    sinnt  ^  ±1 
ffkr  dasselbe  t  erfüllt  sein.    Aus  ihnen  folgt,  dass 

wo  p  nnd  q  wieder  ganze  Zahlen  bedeuten.    Durch  Elimination  von 
t  erh&It  man  hieraus: 


mn  [2p+l       2g  + 1] 


Ob  die  Curve  durch  eine  Ecke  des  Amplitudenrechtecks  geht 
oder  nicht,  hftngt  jetzt  also  nur  davon  ab,  ob  die  Phasendifferenz 
einen  dieser  Gleichung  entsprechenden  Wert  hat  oder  nicht;  gleich- 
giltig  dabei  ist  aber,  ob  die  Zahlen  m  und  n  gerade  oder  ungerade 
sind.  Sind  m  und  n  beide  ungerade,  so  geht  die  Curve,  wie  frtther 
fbr  den  Fall  9)  «=>  0  bewiesen  wurde,  durch  2  gegenüberliegende  Ecken 
des  Amplitudenrechtecks.  Ist  aber  eine  von  den  Zahlen  m  und  n 
gerade,  so  geht  die  Curve  durch  2  benachbarte  Ecken.  Letzteres 
folgt  aus  der  symmetrischen  Lage  der  Curve  zur  x  resp.  y  Achse. 

Die  übrigen  Resultate  des  §  4.  erleiden  zum  Teil  geringe  Modi- 
ficaüonen,  welche  hier  der  Kürze  wegen  übergangen  werden  sollen. 
Dagegen  muss  noch  untersucht  werden,  welche  Werte  der  Phasen- 
differdnz  zu  erteilen  sind,  damit  die  Curven,  welche  bestimmten 
Schwingungszahlen  m  und  n  entsprechen,  der  Gestalt  und  Lage  nach 
dieselben  bleiben;  denn  wie  in  §  2.  gezeigt  wurde,  kann  man  durch 
Yarüren  der  Phasendifferenz  dieselben  Curven  auf  verschiedene  Weise 
construiren. 

Angenommen,  tp  und  ^^  wären  zwei  Werte  der  Phasendifferenz, 
für  welche  die  Curven  identisch  werden  sollen;  die  erste  Curve  sei 
dargestellt  durch  die  Gleichungen 

X  =  a. Bm(mt  +  9),    y  =  ^ . sin n« 
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die  zweite  also  darch 

x  =  a.8in(m<4~9')9    y  =  ^.sinn* 

Beide  Corven,  deren  Ordinalen  fdr  gleiche  Werte  des  <  diesiäben 
sind,  mAssen  offenbar  coincidiren,  wenn  sie  einen  Schnittpaiikt  mit 
der  X  Achse  gemeinschaftlich  haben.  Nnn  erhält  man  sftmintliche 
Schnittpunkte  mit  dieser  Achse,  wenn  man 

k 
t  —  -,1t 
n 

setzt,  unter  k  eine  ganze  Zahl  verstanden.  Die  Abscissen  dieser 
Schnittpunkte  sind  also  ftb*  die  erste  Curve 

a?  —  a .  sin  ( —  *»-("  9  ) 
und  ftr  die  zweite 

X  —  a.sin(  — ifc'«  +  9'j 
Obige  Bedingung  ist  also  erfüllt,  wenn 

8in(  — ÄrTT  +  v)  «  sinf— Aj'tc+V  / 

Nun  sind  die  sinus  zweier  Winkel  gleich,  entweder,  wenn  ihre  Summe 
ein  ungerades  Vielfache  der  Zahl  n  oder  ihre  Differenz  ein  gerades 
Vielfache  dieser  Zahl  beträgt.    Folglich: 


(^Ä^+9>)-(j*'«+y)-2g« 


wo  p  und  q  ganze  Zahlen  bedeuten.    Schreibt  man  diese  Gleichnngeo 
in  der  Form: 


und 


oder  einfacher: 


91 


fp  —  g)'=  2qn n{k  —  k) 


tp  —  cp'«  2qn In 


le  diejenigen  Werte  der  Phuendiffereu  tp 
ben  Cnnre  entsprechen. 

ouin  man  anch  die  Werte  von  71  finden,  ftT 
M  SpiegelbiljJ  der  ande™  «*  *•"■■  ''"»on 
:h,   da   < 


tp  berechnen  kann. 


+9.) 8in(^i'«+ 

Winkel  entgegengesetzt  g 
rades  Yielbche  der  Zahl 
hche  dieser  Zahl  betr&i 


-g>'—  (25+l)jr— -iff 
man  die  den  Spiegelbild 


§6. 

Elimination  des  Parameter 

Geht  man  wieder  von  den  Oleichnngen: 

z  —  o.siDint,     V  —  (.liotK 

an«,  und  anbstitnirt  in  ihnen 

80  dass 

X  —  a.siiiii,    y  —  b.tiüe 

vrird,  so  sind  die  beiden  Grossen  t>  imd  v  m  die 
»HI  ->  OK,  folglich  ist  aoeh: 

sisM«  =  >inn« 

Sind  nun  m  nnd  m  beide  ngerade,  so  benatz 
angerade  k  geltende  Gleiehaag; 


■(••-*' 


ergiebt  sich  dann 


Dies  iBt  die  Qk 
Coordinaten  x  ai 
sind.  Dieselbe  ii 
der  Grösse  der 
Falle,  wo  diese  b 
Ubor  Bio  gemacht 
spricht,  wird  dii 
abgesehen  werdet 

Die  linke  Si 
Function  mten  C 
ganze  rationale  I 
Bontirt  also  eine 
nachdem  m  ^  n 

Hierbei  mssi 
Ordnung  mit  de 
tndenrechtecka  i( 
nie  ans  jenem  Re 
nngerador  Ordnn 

Da  das  abso 
diese  durch  don 
I;  und  weil  nnr 
die  Cnrvengleicht 
y  mit  —x  nnd  - 
der  Curve,  UberG 

Die  Gleichui 
man  die  Glieder 


Da  die  Glieder 
benachbarte  Fun 
Vendetangento, 
die  Cnrve  den  S 

Noch  ist  dei 
goDgszahlen  m  u 


X 

siiifft  »  -,      costt  ■ 

ar  a 
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8illf?i9  =  sillntt 

ist  daim  noch  die  fOr  jedes  gerade  k  giltige  Gleichung: 

sinte  -cosx^j.smo. 1X3^^"^'^+      1.2.3.4.6      B'^^^~>-J 

erforderlich.    Beachtet  man,  dass: 

a 
sin»  —  l',       COSt;  =  -  Vb*  —  y* 

to  erhftlt  man  als  Gleichung  der  Lissajous'schen  Cnrve  entweder: 

Iv^Zr-il"^   y_m(m^--25   y^  ,   m(nt«--2^)(m«-4«)  y^  ] 

fc*^^       ^U'^  1.2.3     'ä»"*"         1.2.3.4.5  Ä»""-    J 

_n    ag       n(n«— 1^    g»       n(n«---l«)(n«--3«)  a;^ 

i*«  1.2.3     'a»+        1.2.3.4.5         a«^""" 

wann  m  gerade  und  n  ungerade,  oder: 

m    y       in(f»«— 1«)   y^       m(m«—  l«)(m«— 3^  y^ 
l'Ä  1.2.3     '6»+         1.2.3.4.5  &5~"*- 

1    /-i 'An    X      n(n*  —  2»)  x^      w(a« — 2«)  (n»  —  4«)  g^  ] 

""ä'^''       *|i*ä  1.2.3    a»+         1.2.3.4.5        a^^ '"  \ 

wenn  m  ungerade  und  n  gerade. 

Erhebt  man  beide  Gleichungen  in's  Quadrat,  um  die  Irrationali- 
täten zu  beseitigen,,  so  erkennt  man,  dass  die  linken  Seiten  vorstehen- 
der Gleichungen  ganze  rationale  Functionen  vom  Grade  2m  von  y 
und  die  rechten  Seiten  ganze  rationale  Functionen  2nten  Grades  von 
X  sind.  Daraus  folgt,  dass  die  Lissajous'sche  Curve  in  diesem  Falle 
eine  algebraische  Curve  vom  Grade  2m  oder  2n  ist,  je  nachdem 
m^n  oder  umgekehrt. 

Da  vorstehende  Gleichungen,  nachdem  sie  in's  Quadrat  erhoben 
sind,  nur  gerade  Potenzen  der  Coordinaten  enthalten,  so  liegt  die 
Curve  symmetrisch  zu  beiden  Achsen,  übereinstimmend  mit  §  3.,  III. 

Femer  besitzt  die  Curve  im  Anfangspunkte  einen  Doppelpunkt, 
da  in  der  Curvengleichung  ausser  dem  absoluten  Gliede  auch  noch 
die  Glieder  erster  Dimension  fehlen.  Die  Tangenten  dieses  Doppel- 
punktes findet  man,  indem  man  die  Glieder  zweiter  Dimension  »0 

setzt    Dies  giebt: 

X        j^  am 
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Da  diese  beiden  Tangentes 
Anfaogspankt  zi^Ieich  äa.  E 
verschiedene  Zweige  denelbei 
beiden  Tangenten  hat,  da  di« 
benachbarte  Ponkte  mit  der  C 
wieder  Wendetangenteo  nnd 
pnnkt,  wo  beide  Zweige  der  Ci 

Das  Qesamnitresnltat  laai 

Die  dnrch  das  System 


darge8t«llte  Caire  ist  algebn 
naien  Werte  annehmen,  nnd  : 
diese  beiden  Zahlen  angeradi 
oder  2n ,  wenn  die  eine  Zahl  g 
Curve  besitzt  im  Anfangspnnli 
letzteren  Falle  zugleich  ein  '. 
cidirenden  Tangenten  ist 

Welchen  Einflnss  die  Ph 
LiasajonB'scben  Corren  hat,  < 
dem  q>  nach  nnJl  nach  alle  z 
teilt.  Uan  erhält  dann  bei  di 
ven,  welche,  wie  sich  in  %  2. 
tlberzugehen  ecbeinen.  Diese 
Statt,  dass  die  einzelnen  Wi 
näher  rQcken,  bis  schliesslich 
nrngekohrt  sich  dieselben  toi 
wissen  durch  das  Amplitnden- 
nnn  die  Ordnungszahl  einer  ' 
Windungen  abhängt,  nicht 
zwischen  je  zweien  derselben 
lange  nnveräudert,  als  die  Wii 
von  einander  haben.  In  dem 
ZBsammenßillen ,  wird  die  Oi 
kleiner,  weil  dann  die  Zahl 
geraden  Linie  ebenfalls  um  d 
die  Ordnung  einer  CoTTe  angi 

Wenn  aber  je  zwei  Win 
darcblänft  der  osdllirende  Pa 
ihrer  ganzen  Ansdehnnug  3ii 
sich  ana  finhem  Untemcbnii 
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Rechtecks.  Da  m&D  onn  schon  weiss,  f&r  welche  Werte  vod 
'nrre  durch  eine  Ecke  des  Amplituden-Rechtecks  hindurch 
hat  man  ein  Kriteriam  gewonnen,  nach  welchem  man  in 
alle  die  Ordnang  einer  Lisa^on »'schon  Cnrre  bestimmen  kann, 


I  Cnrve  ist  von  der  mten  resp,  nten  Ordnung 

le  Ecke  des  Amplituden-Rechtecks  hindurch 

aer  2mten  regp.  2nten  Ordnung,  wenn  dies  nich 


Doppelpunkte. 

i^Iin  vorigen  §  ergab  sich,  dass   die  Lissikjous'schc 
(Bpankte  einen  Doppclpnnkt   besitzt,  wenn  eine  ' 
Pund  n  gerade,  und  die  PhaBcndifferenz  >=  0  ist 
Ige  nahe,  ob  noch  andere  Doppelpunkte  der  Curvc 

Ist  die  PhasendiSerenz  9  =  0,  so  besitzt  die  Cu 
Ipimkt,  wenn  sich  zwei  Werte  t  nnd  t'  angeben  las 
l^cfazeitig 

Bin  ml  =  Binox' 
sinnt  ■=  sinnt' 
Ans  diesen  beiden  Gleichungen  ergeben  sich  abi 
Igende  Bedingongsgleichungeu : 

«it  +  «t'-.(^-l)S 

n*+«t'  =  (2p-l)» 
mt—mt'=2qK 
la—nt'—  2qn 

'  wo  p  and  g  ganze  Zahlen  bedenten.  Von  dieseti  Glei< 
die  ente  und  vierte  oder  auch  die  zweite  und  dritte  2 
der  beiden  Grössen  t  und  f  dienen,  wahrend  jede  and( 
je  zweier  von  ihnen  offenbar  nicht  zn  diesem  Zw 
Hierdorcb  erhält  man  entweder  daa  Elf  item 

t+t* -<2p-l)^ 

.-t'-2,.? 
oder  du  System 

i+t'  =  i2p-l)' 
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Das  erste  System  liefert  die  Werte 


das  zweite 


Betrachtet  man  z.B.  die  Curvo  re -=>  asiQ2/,  y  ^  bsinSt^  so 
liefert  das  erste  System  für  p  «=  2  und  g  «  1  die  Werte  t  «  j^», 
«'  =■  A^>  <^*8  zweite  System  für  p  «=  3  und  g  =  1  die  Werte  t  « |», 
*' «  i^  etc. 

Will  man  auf  diese  Weise  die  Parameter  aller  Doppelpunkte 
berechnen,  welche  einer  Lissajous'schen  Curve  zukommen,  so  moss 
man  in  die  Ausdrücke  für  t  und  t'  der  Reihe  nach  alle  ganzen  Zahlen 
für  p  und  q  einsetzen. 

Dabei  wird  es  aber  wegen  der  Pcriodicität  der  Function  sinns 
geschehen,  dass  man  für  x  und  y  wiederholt  dieselben  Werte  erhält. 
Es  entsteht  daher  die  Frage,  welche  Werte  man  den  Zahlen  p  und 
q  zu  erteilen  hat,  um  sämmtliche  Doppelpunkte  der  Curve  ausfindig 
zu  machen. 

Zunächst  ist  klar,  dass  in  Betreff  der  Zahl  q  negative  Werte  und 
auch  die  Null  ausgeschlossen  werden  können,  weil  im  ersten  Falle 
nur  t  und  t'  vertauscht  würden ,  im  zweiton  Falle  dagegen  t « t' 
wäre.  Andererseits  ist  t  —  t' <^2n^  dsk  t  sowol  wie  t'  stets  zwischen 
den  Grenzen  0  und  2n  liegen.    Folglich  beim  ersten  System 

2q.~  <^2n^      oder     g  <  n 

und  im  zweiten  Systeme  analog 

2q.-  <i2n    oder    q<Cm. 

Was  ferner  die  Zahl  p  anbetrifft,  so  können  ebenfalls  negative 
Werte  und  die  Null  ausgeschlossen  werden,  weil  sonst  t'<^0;  und 
aus  demselben  Grunde  wie  vorhin  muss  <4"*'<4«  genonunen  wer- 
den.   Daraus  folgt,  dass  im  ersten  Systeme 

n  ,  ^  4m  4-1 

(2p— 1)-<4«      oder     p< — 2- 

und  im  zweiten  Systeme  analog 


n  ^4n4-l 

<C  4«      oder     p  <C 

n 


(2p  —  1)  ~  <C  4«      oder     p  <C     2 
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Fa^t  man  jetzt  Alles  überp  und  q  gesagte  zusammen,  so  ergiobt 
sich  Folgendes: 

Wenn  man  im  ersten  System  die  Zahl  p  von  p  *»  1  bis  p  »  2m 
und  die  Zahl  q  von  g— Ibisg  —  n-— 1  variiron  lässt ,  dagegen  im 
zweiten  System  die  Zahl  p  von  p  =•  1  bis  p  -=»  2»  und  die  Zahl  q 
von  g  =  l  bis  g  ==•  m — 1,  so  ist  man  sicher,  durch  Combination 
dieser  Werte  alle  Doppelpunkte  zu  erhalten. 


§8. 

Noch  ist  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  die  Doppelpunkte  des 
einen  Systems  stets  von  denen  des  andern  Systems  vorschieden  sind 
oder  nicht 

Setzt  man  die  Parameter  zweier  Doppolpunkte  der  beiden  Sy- 
steme einander  gleich,  so  ergiebt  sich 


7t  /2p~l        2q\        n  r2pj-l        2q\ 
2\m       ^n/2Vn       ^   m) 


m(2p'q:  25'—  1)  =:  n{2p  T  2q'-l) 

WO  znr  Unterscheidung  die  Zahlen  p  und  q  des  zweiten  Systems  durch 
Striche  markirt  sind.    Nun  sind  wieder  2  Fälle  zu  unterscheiden. 

Ist  eine  von  den  beiden  Zahlen  m  und  n  gerade,  die  andere  un- 
gerade, so  enthält  vorstehende  Gleichung  einen  Widerspruch,  da  die 
eine  Seite  dann  das  Product  zweier  ungeraden  Zahlen  ist,  die  andere 
Seite  aber  das  Product  einer  ungeraden  und  einer  geraden  Zahl. 
Folglich  ist  es  unmöglich,  daSs  in  diesem  Falle  ein  Doppelpunkt  des 
ersten  Systems  zusammenfalle  mit  einem  Doppelpunkte  des  zweiten 
Systems. 

Dieser  Widerspruch  hört  auf,  wenn  man  zweitens  die  Zahlen  m 
und  n  beide  als  ungerade  voraussetzt.  In  diesem  Falle  lässt  sich 
zeigen,  dass  jeder  Doppelpunkt  des  einen  Systems  zugleich  ein  Dop- 
pelpunkt des  andern  Sjrstems  ist. 

Die  Doppelpunkte  beider  Systeme  fallen  nämlich  auch  zusam- 
men, wenn  ihre  Parameter  sich  um  27s  unterscheiden,  wenn  also  die 
Gleichung 

2\m      ^  nj        2\      n       ^  m  )~ 

erfüllt  ist    Giebt  man  dieser  Gleichung  die  Form: 

23* 


Fe 


dei 
Ue 
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nur  einen  Doppelpunkt  bat,  welcher  in  den  Coordinatonanfangspnnkt 
fällt. 

Sind   zweitens  m  und  n  beide  ungerade,   so  ist  nacb  §  3.,  III. 
züoäcbst  zu  berücksichtigen,  dass  jedes  Mal,  wo 

«+«'=*  ^    oder    <-}-«'=  3» 

man  keinen  eigentlichen  Doppelpunkt  hat,  in  welchem  sich  2  Zweige 
der  Cunre  durchkreuzen.  Folglich  sind  hier  diejenigen  Parameter 
nicht  mitzuzählen,  für  welche  im  ersten  Systeme 

2p  — 1       ^       .       2p— 1       - 
-^ =>  1    oder   — «=  3. 

n  n 

Bei  den  für  p  aufgestellten  Grenzen   wird  diese  Bedingung  in  jedem 

Systeme  für  2  Werte  des  p  erfüllt,  und  folglich  liefert  jetzt  das  erste 

System  nur 

2(i»— l)(n  — 1)  Doppelpunkte 

nnd  das  zweite  System  ebenso  yiel:  2(n  — l)(m--l).  Da  die  Doppel- 
punkte des  einen  Systems  nicht  verschieden  sind  von  denen  des  an- 
deren Systems,  und  da  femer  jeder  Doppelpunkt  4 mal  gerechnet 
ist,  indem  die  Curve  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  während  der  Zeit 
27r  2 mal   durchlaufen   wird,   so   beträgt   die  wirkliche   Anzahl   der 

Doppelpunkte  nur 

i(m-l)(n-l) 

welches  stets  eine  gerade  Zahl  ist. 

Danach  hat  z.  B.  die  Curve 

X  -=  asin3^,        y  «=  bsmbt 

4  Doppelpunkte ,  während  alle  diejenigen  Curven ,  für  welche  eine 
von  den  Zahlen  m  und  n  gleich  1  ist,  überhaupt  keine  Doppelpunkte 
besitzen. 

Den  Einfluss  <^er  Phasendifferenz  auf  die  vorigen  Resultate  findet 
man  wieder  am  einfachsten,  indem  man  untersucht,  wie  die  Zahl  der 
Doppelpunkte  sich  ändert,  wenn  die  dem  Werte  g>  entsprechende 
Curve  in  die  dem  benachbarten  Werte  <p'  entsprechende  Curve  über- 
gebt Um  einen  bestimmten  Fall  in's  Auge  zu  fassen,  nehme  man 
an,  dass  m  oder  n  gerade  und  (p  -=  0.  Dann  ist  die  Anzahl  der 
Oiq^punkte:  2mn  — (m-j-^)-  Durch  allmähliches  Wachsen  von  ep 
jjüe  Windungen  der  Curve  einander  näher,  ohne  dass  dadurch 
d  der  Doppelpunkte  geändert  wird.  Erst  in  dem 
80  gross  geworden  ist,  dass  je  zwei  benachbarte 
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Windungen  der  Onrve  znsammonf allen,  ändert  sich  auch  die  Zahl  detr 
Doppelpnnkte  and  zwar  wird  dieselbe  kleiner.  Nimmt  dsnn  q>  nocfa 
weiter  za,  ao  spalten- sich  die  znsammengef allen en  CarvenbOgea 
wieder,  und  die  Zahl  der  Doppelpunkte  ist  dann  wieder  dieselbe  wie 
Anfangs. 

Geht  man  von  dem  Falle  aus,  wo  m  nod  n  beide  ungerade  und 
9>  =  0,  80  bat  man  eine  Curve,  bei  welcher  nach  dem,  was  frlther 
gezeigt  wurde,  je  2  benachbarte  Windungen  zusammen  gefallen  und. 
Die  Anzahl  ihrer  Doppelpunkte  betragt  i{m— l)(n— 1).  Wächst  9, 
so  spalten  sich  zunächst  die  zuBammen  gefallenen  CnrvonbOgen  and 
die  Zahl  der  Doppelpunkte  wird  grösser.  So  lange  die  Windangen 
der  Curre  sämmtlich  von  einander  getrennt  sind,  bleibt  die  Zahl  der 
lloppelpunkto  unverändert;  dieselbe  sinkt  aber  wieder  auf  den  Ao.- 
fangswert  herab,  wenn  (p  so  gross  geworden  ist,  dasa  je  2  benach- 
barte Windungen  der  Corve  wieder  zusammen  follen. 

In  beiden  Fällen  wird  also  ein  Wachsen  der  Anzahl  tob  Doppel- 
punkten durch  eine  Spaltung,  ein  Abnehmen  durch  ein  Zuaammen- 
f&llen  der  CurvenbOgen  veranlasst.  Wenn  ea  also  nur  daranf  an- 
kommt, die  Anzahl  der  Doppelpunkte  za  bestimmen,  welche  einer 
durch  die  Gleichungen 

V  =  ()sin(m(-|-q(i} 

y  —  bsiant 

dargestellten  Cnrve  entsprechen,  so  unterauche  mau  zunächst,  ob  die 
Windungen  der  Curre  von  einander  getrennt  sind,  oder  ob  je  2  tob 
ihnfm  iiisammengcfallen  sind.    Im  ersten  Falle  hat  mau  die  grössere 

n  Doppelpnnkten ,  nämlich  2mn  — (in-|-n),  im  zweiten  Falle 

lere  Zahl,  nämlich  i(m  — l)(n  — 1). 

Benutzung  eines  früheren  Satzes  lässt  sich  Vorateheod» 
auaaprcchen : 

e  Lissajous'scbe  Curve  besitzt  ((m  — l)(n— 1)  oder  2mn  — 
Doppelpunkte,  je  nachdem  dieselbe  durch  eine  Ecke  des 
denrechtecks  hindurchgeht  oder  nicht. 

Parameter  der  Doppelpunkte  fOr  den  allgomcincn  Fall ,  wo 
von  0  verschiedenen  Wert  hat,  findet  man  noch  auf  dieselbe 
rie  früher;  nämlich  im  ersten  Systeme 


^  (2p-i       2g\ 
*"2  \     m      -^  n) 
zweiton  Systeme: 


r 


£s  sind  >Uo  die  Panmeter  der  DoppHpvakt^  dM  iw^it««  $,\«|i>*m 
TOD  der  PiiaseDdifferaLz  anahhingig.  Deshalb  liofort  du  twv'iio  S,vsliW 
für  alle  CnrreD,  «eiche  deoselbon  Schwingungsuhlcn  m  uud  n  (i«t< 
Bprecheo,  nnd  nicht  durch  die  Ecken  des  Amplitadonrivhtivk«  titu 
darchgehcD,  stets  n(n— 1)  nod  somit  das  erst»  Kystom  slota  m^h  •  I) 
Doppelpunkte.  Oehcn  die  Cnrveu  jedoch  darch  ctnii  Koko  tloi  Ani< 
plitndenrecbtecka,  so  ist  nach  S  ^- 


'  °    2   l     m 


2./+l\ 


zn  setzen.    Dann  sind  die  Parameter  der  Doppel )>ankto   dei  orittui 
Systems  voa  der  Form 

'  -  2  V     "•      "•■  »7       2  V  'm'     -      n      ) 

and  hieraoB  erkennt   man ,   das*   sie  dann  mit  doD  Parimutura  üur 
Doppelpaokt«  des  zweiten  System*  flbereiDitiounen, 


f  10. 

Tsngeote  der  Cnrv«. 

Da  die  Phueadiffereaz  knn»  vewrDtli'.b«;»  KiuDm«  Mf  'in-.  Utt- 
saltate  dieses  PangniA  aoaalrt,  to  K^y/-.  4i'^.:i'^  l-.t-.r  —  'f  gMACtl 
werden,  so  daai  die  GlüiLni.«*«  d^  '  arri;  i'/«  ^  K'/fu 

sind.  Dana  erpeta  eiil  Cv::.  V  f'T>-i!-i.*^,x  '.-'-•*f  0>-.'lH4f'*  w/i  ' 


«O  f    der  dSB    }-IU,0   i)    'T.-     ■.'.■■...■-^■jy    J-.J-1,:. 

fe»de  C-btnimar.-i  an»c    -•:r  :  /,  .  .  w. /i   ',— 


360  Bimstedt:   üeber  Lis9a}ous*Mche  Curven. 

.  m       ya^ — sc* 


Um  denselben  zu  construircn,  zeichne  man  erst  2  rechtwinklige  Drei- 
ecke aus  der  Hypotenuse  a  resp.  b  und  einer  Kathete  x  resp.  y. 
Die  nicht  gegebenen  Katheten  dieser  Dreiecke  seien  u  und  v.  Ei&r- 
auf  suche  man  zu  den  3  Grössen  y^  u  und  t;  die  vierte  Proportionale 
»y  80  dass 

u        z 


Endlich  construire  man  noch  eine  Strecke  tr,  die  sich  zn  s  wie  m  zn 
n  verhält  Die  Differenz  der  beiden  Linien  x  und  to  giebt  alsdann 
den  gesuchten  Abschnitt,  dessen  Endpunkt  man  mit  dem  Curven- 
punkte  xy  zu  verbinden  hat,  um  die  Tangente  desselben  zu  erhalten 

Ftlr  den  Wkl.  9,  welchen  die  Tangente  mit  der  x  Achse  bildet, 
ergiebt  sich  der  Ausdruck: 

^      bn    cos  ru 

tan  o  »-  — . 

am   COSmt 

Hieraus  ergeben  sich  mehrere  Folgerungen. 

Ist  cosnt  »  0,  so  ist  die  Tangente  der  x  Achse  parallel.  Der 
osciiiirende  Punkt  befindet  sich  dann  auf  einer  horizontalen  Seite 
des  Amplitudenrechtecks.  Da  dies  (n  —  l)mal  Statt  findet,  wenn  » 
und  n  beide  ungerade,  dagegen  2nmal,  wenn  eine  dieser  beiden  Zahlen 
gerade  ist,  so  folgt  hieraus  der  Satz: 

Jede  horizontale  Seite  des  Amplitudenrechtecks  ist  eine  vielfache 
Tangente  der  Curve,  und  zwar  von  der  Ordnung  ^n — 1),  wenn  « 
und  n  beide  ungerade,  dagegen  von  der  Ordnung  n,  wenn  die  eine 
Zahl  gerade  ist. 

Durch  Yertauschung  von  n  mit  m  ergiebt  sich  der  analoge  Satz 
für  die  verticalen  Seiten  des  Amplitudenrechtecks. 

Ist  gleichzeitig  cosm^  »  0  und  cos  rU  «  0,  also  auch 

dt       ^'      di       ^' 

so  wird  der  Wkl.  &  und  auch  die  Gleichung  der  Tangente  anbe- 
stimmt. Der  osciiiirende  Punkt  befindet  sich  dann  in  einer  Ecke  des 
Amplitudeurechtecks.  Die  Gleichung  der  Tangente  eines  solchen 
Punktes  ist  bekanntlich: 

d^v  d^x 
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folglich  für  den  vorliegeDden  Fall: 

bn*  sin  fi<(|  —  x)  —  am*  sin  nuitj  —  y)  «  0 
odor  nach  Elimination  der  Grösse  t 

*»V£"~«)  — m'xiti — y)  =  0 

in  welcher  Gleichung  dann  x  >=»  +a^  y— ±ft  zu  setzen  ist.  Für 
die  Tangente  deijenigen  Ecke,  welche  im  ersten  Quadranten  liegt, 
ergiebt  sich  z.  B. 

Diese  Tangente  bildet  mit  der  x  Achse  einen  Winkel  8,  für  welchen 

tan  6  —  — 5 
am* 

Die  Richtungswinkel  der  Tangenten  eines  Doppelpunktes  des  er- 
sten Systems  sind  bestimmt  durch 


_  bn 

tane«      — . 


am  '        m      /2p  —  1    ,    2q\ 

COS  ö  «  l h       1 

2       \     w»  w  / 


frn 


C08  27tCOS-(2p-— l)^- 


Sin  (2p  —1)2  8*^  ^  5^ 


tanO'' 


cos 


am 


n       /2p-l       2g\ 

2  ^  v''";;^       7 j 

I»      /2«— 1        2ö\ 

cos  ö-  ^  l  -^ ] 

2       \     m  n  / 


n   ._         _  w 


^      C08a«C08-(2p-l)2 


sin(2p— l)^sin-2nc 
und  im  zweiten  Systeme 

sin  (2p  •—  1)  jr  sin  -  on; 

^  bn  2         m  ^ 

tan  6  » . 

am  m  n 

COS  qn  cos  -  (2p  —  1)  5 

sin(2p  — l).jsin^<z;t 

tan  6' »  H ~- 

cos  ({Tc  cos  -  (2p— -1)  5 
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Also  beBtebt  für  beide  Arten  von  DoppelpDokten  die  Belation 

taDe+taad'  —0 

Baraas  folgt,  dass  die  beiden  TaugeoteD  eioes  DoppelpuDktcs  Pin 
gleicbBcbenkligea  Dreieck  mit  der  x  Achse  bilden,  oder  anders  Bus- 
gedruckt,  dasB  die  Halbiningsliaicu  der  Winkel,  welche  die  beiden 
Tangouten  eines  Doppelpunktes  mit  einander  bilden,  den  Coordioaten- 
achsen  parallel  sind. 

S  11. 
Geschwindigkeit  des  oscillirenden  Punktos. 
Die  ersten  DifforentiaJqnotienten 

dt  ' 

geben  bekanntlich  die  Projectionsgeschwindigkeiten  des  oscillirenden 
Punktes  in  den  Achsen. 

Die  Geschwindigkeit  in  der  x  Achse  erreicht  ihren  absolut 
grOssten  Wert 

wenn  t  —  -  n,  und  ibren  absolut  kleinsten  Wert 

dx       „ 

wenn  mi  =  (2t+l)  g.    Im  ersten  Falle  ist  x  =  0,  im  zweiten  Falle 

IT  =  ±  a.    Darans  folgt  der  Satz : 

Die  Projectionsgescb windigkeit  in  der  x  Achse  ist  am  grösst^n, 
wenn  der  oscillirende  Pankt  die  y  Achse  passirt,  ond  am  kleinstes, 
wenn  derselbe  seinen  grässten  Abstand  von  dieser  Achse  erreicht 

Für  die  Projectionsgescb  windigkeit  in  der  y  Achse  crgiobt  sich 
oin  entsprechender  Satz: 

beiden  Projectionsgeschwindigkeiten  setzt  sich  die  Geschwin- 
n  der  Bahn  zusammen.  Usn  findet  letztere  nach  der  all- 
Formel : 


-vm+m 


Die  Bahngeschwindigkeit  hat  ihren  grOssten  Wert 

wenn  coamt  —  ±  1   und    cosnt  —  ±  1. 
findet  sich  dann  immer  im  Coordinatona 

Ihren  kleinsten  Wert  v  —  0  erreit 
wenn  eoimt  —  0  und  coant  —  0.  Det 
nch  dann  in  einer  Ecke  des  Aniplitnde 
eine  Umkehr  der  Bewegung  Statt,  wie  sii 
BtTDction  der  Cnrven  ergab. 

Wenn  der  oscillirende  Pnnkt  eim 
S/stema  paseirt,  ao  sind  seine  Projectioi 
gl^cb  oder  entgegengesetzt  gleich,  denn 

d«         ,  .    m 

j-  —  ±omsin— g«, 

dv  n 

^  —  6nC08  -  (^  — 

Dasselbe  gilt  für  einen  Doppelpunkt  des  : 
man  erhUt: 


Daraus  folgt  weiter,  dass  der  oscillirend 
gange  durch  einen  Doppelpunkt  dieselbe 
wie  heim  zweiten  Dnrcbgange  dnrck  den 

Das  Gesagte  giebt  ein  Mittel  an  dii 
noDg  der  Curre  zu  erkennen,  ob  man 
des  ersten  oder  zweiten  Systems  zn  tDi 
die  Richtung  der  Bahngeschwindigkeit  b 
Pnnkt  denselben  Doppelpunkt  passirt.  Di 
Isngcn  mit  Hilfe  des  Satzea  vom  Para 
keiten  in  Compononten,  welche  den  Äcba 
Weise  findet  man ,  dass  zwei  dieser  Coi 
beiden  anderen  entgegengesetzte  RIchtUD] 

Werte  von   -^  und  -jT   hat  man  also    e 

oder  zweiten  Systems,  je  nachdem  die 
X  Achse  oder  die  in  der  y  Achso  entgc 


L 
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Dieses  Eriterinm  verliert  seine  Anwendbarkeit,  wenn  für  9»  =»  0 
die  beiden  Grössen  m  nnd  n  beide  ungerade  sind.  Denn  in  diesem 
Falle  wird,  wie  früher  gezeigt  wurde ,  die  Curve  2  Mal  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  durchlaufen.  Dann  fallen  aber  auch,  wie  ebenfalls 
früher  gezeigt  wurde,   beide  Systeme  von  Doppelpunkten  zusammen. 

Ob  und  welchen  Einfluss  die  Phasendifferenz  auf  die  Resultate 
dieses  §  ausübt,  ist  leicht  zu  erkennen. 

§  12. 

Krümmung  der  Curve. 

Für  den  Erümmungshalbmosser  einer  Curve,  deren  Gleichungen 
einen  Parameter  t  enthalten,  existirt  die  Formel: 


Q 


dy    d^z       dx     rf*y 


Nun  ist,  unter  der  Voraussetzung  qo  =  0,  auf  welchen  Fall  die  Unter- 
suchung hier  wieder  beschränkt  werden  soll: 


dx 

-^  •=  amcosmf, 

d^x                 9  .       , 

=a  dnCOSn^, 

-1.  c=-  —  Än*sinn< 

Durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  obige  Formel  ergiebt  sich: 

1  (a*  m*  cos  W + i*  n*  COS^)i 

Q  — —  .  ■; ; 

^        aibmu     m^inmtco^nt — nsmn^COSm^ 

woraus  durch  Elimination  von  t  folgt: 


mx  yb^  — y*  —  ny  ya^  — x^ 


Q  = 


mn 


Demnach  kann  der  Krümmungshalbmesser  q  für  einen  beliebigen 
Punkt  der  Curve  auf  ähnliche  Weise  construirt  werden,  wie  in  §  10. 
die  Tangente. 

Als  besondere  Werte  von  q  sind  folgende  hervorzuheben: 

Im  Coordinatenanfangspunkte  (x  =  0^  y  ^  0)  ist  der  Krümmungs- 
halbmesser unendlich  gross;  jener  Punkt  ist  also  ein  Wendepunkt, 
wo  die  Curve  den  Sinn  ihrer  Krümmung  ändert.  Dies  ist  in  ücber- 
einstimmung  mit  §  6. 
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Befindet  sich  der  oscillireodo  Punkt  anf  den  borizontalcu  Seiten 
des  Amplitadenrechtecks  (y  •=■  ±  *),  ao  ist 


speciell  in  den  Scbnittpnnktcn  der  y  Achse 


und  in  den  Ecken  des  Amplitadenrechtecks 
p  =  0;  dies  letztere  befindet  sich  in  Ueberei 
früher  bewiesen  wurde,  nämlich,  dass  der  c 
er  io  eine  jener  Ecken  gelangt  ist,  in  seine 

In  BetrelT  der  verticalen  Seiten  des  Am 
sieb  analoge  Resultate. 

FOr  die  Krümmungsradien  der  beiden  C 
in  einem  Doppelpunkte  des  ersten  Systems 
sich : 

^  ^a»in»(sin^9ffj  +6»n»( 

*""     mcos  -  IWCOS  -  (^  —  1)2  ±1 

Diese  beiden  Krümmungsradien  sind  im  A 
verschieden;  sie  werden  aber  ihrem  absolul 
gleich,  wenn  e^ie  der  folgenden  Bedingnnge 


1) 

CM-,i--0 

2) 

C0.i(2,-.,J  = 

3) 

lin  -  ^  —  0 

i) 

ri»^(2p-l)^- 

Daraus  e^ben  neb  far  die  ZaUea  p  aad 
gangsgleichongen : 

1)  "«=}(»+ 

2)  'j2F-l)-i 


Itdl:   Dtber  lÄttaJoui'tcht  Cbrren. 


WO  k  eine  ganze  Zahl  bedeatet 

Die  erste  Gleichung  erfordert  ein  gerades  n ;  aie  ist  erßUlt  für 
5  -in. 

Die  zweite  Gleichung  erfordert  m  nnd  n  beide  ongersde;  aie  tat 
erfüllt  für  p  —  i(m-|-l)  und  für  p  =  J(3m+1).  In  beiden  Plllöi 
hat  raau  aber  keinen  eigentlichen  Doppelpunkt  (Tcrgl.  §  1.). 

Was  die  dritte  Gleichung  anbetrifft,  so  kann  von  derselben  über- 
haupt abgesehen  werden,  da  q  nur  bis  » — 1  genommen  wird,  nnd  « 
nnd  n  relative  Primzahlen  sind. 

Die  vierte  Gleichung  endlich  erfordert  wieder  ein  gerades  ■. 
Dieselbe  ist  erfüllt,  wenn  p  —  i(ni-|-l)  oder  p  =  \(^-\-\). 

Das  Gesammtresultat  lautet  jetzt  folgendermassen : 

Für  einen  Doppelpunkt  des  ersten  Systems  können  die  beiden 
Krümmungsradien  nnr  dann  einander  gleich  werden,  wenn  n  eine  ge- 
rade Zahl  ist  Dann  sind  sie  aber  jedes  Mal  gleich,  wenn  eine  der 
drei  Bedingungen 

i(™+l),        p-4(3m+l) 
Der  Parameter  t  eines  solchen  Doppelpunktes  ist  also  entwoder 

-?(>+?) 


oder 
oder 


fP 


ist  sin («><)— 0,  in  den  beiden  andern  Fallen  sinnt-O- 

oppelpunkte  des  zweiten  Systems  ergiobt  sich  auf  die- 

is  Resultat: 

n  ErOmmungsradien  eines  Doppelpunktes  im  zwdten 
nnr  dann  einander  gleich  werden,  wenn  m  eine  ge- 
Dana sind  sie  aber  jedes  Mal  gleich,  wenn  eine  or 
Bedingungen 


llimtltdl!    UtStr  lÄttajoui'icht  Curvtn. 

erfOllt  ist. 

Der  Parameter  t  ist  dann  entneder 


Im  letzton  Falle    ist    siant^O,   in  den    I 
sin  mt  -=0. 

Fasst  man  jetzt  beide  Resultate  in  e 
sich  folgende  Sätze: 

Die  beiden  ErQmmaagsradien  eines 
bei  solchen  Carven  einander  gleich  sein, 
Zahlen  m  nnd  n  gerude  ist.  Sind  aber 
rade,  80  sind  die  beiden  Krümmnogsradie 
verschieden. 

Und  ferner: 

Diejenigen  Doppelpunkte,  für  welche  d 
gleich  werden,  liegen  auf  den  Coordinatei 

Letztere*  ist  in  UeberoinstimmuDg  m 
der  Corre  za  beiden  Achsen. 

Vorstehende  Resultat«  beziehen  sich 
Pbasendifferenz  <p  -=Q  ist  Dieselben  äi 
Weise,  wenn  91  einen  von  0  verschieden 
an  Stelle  derjenigen  Carven,  wo  m  nnd  r 
diejenigen  Carven,  welche  durch  eine  Ecl 
hindnrchgehen ,  nnd  an  Stelle  deijenigen 
rade,  alle  diejenigen,  welche  nicht  durch 
gehen. 

S  13. 

Qnadratnr   und  Beet 

Was  die  Qnadratnr  derjenigen  Fläche 
CoTvenbogen,  der  Abscissenachse  und  de 
grenzt  vrird,  so  ist  dieselbe  ohne  Schwie 
ön  Integral  von  der  Form: 
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f  sin  ni  C08  (uK  +  ip)dt 
geführt  wird,  wciclies  mit  Beoatzung  der  trigonometri sehen  Formel 

siu«C08ß  =  ism(a  +  ß)  +  inn(a-ß) 
leicht  berechnet  werden  kann. 

Bei Bpicla weise  erhält  man  für  den  Inhalt  der  ganzen  von  der  Cnrre 
X  ■=  «sini,        y  =  i8in2( 
eingeschlossenen  Fläche  den  Wert:  F-^^ai>.     Dagegen    fahrt   die 
Rectilication  der  Curve  aaf  ein  Integral  von  der  Form 

wolchcB  im  Allgemeinen  dnrch  die  gewähulichen  Methoden  (d.  b. 
mittelst  Kreisbögen  nnd  Logarithmen)  nicht  ausführbar  ist,  so  dus 
man  zu  Nähernngsformeln  seine  Znflacht  nehmen  mnss.  So  erhält 
man  z.  B.  nach  der  bekannten  Simpson'schcn  Regel  fOr  die  Bogen- 
länge der  Curve 

x  —  asint,        y  —  jasinSi 
den  Wert: 

«  -  1,9408  ...  OK. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Curve 

X  =  asint,        y  =  iay2sin2( 

mittelst  Kreisbogen  rectificirt  werden  kann;  man  findet  in  diesem  Falle: 


Anmerknng. 

Beim  Anfertigen  vorliegender  Arbeit  war  ich  durch  die  Ungnntt 
der  Verhältnisse  leider  nicht  im  Stande,  die  einschlagende  Littcrator 
nachzusehen.  Abgesehen  von  dem  in  der  Einleitung  ang^[ebenea 
der  Annales  de  Chimie  et  de  Pbysique  stand  mir  kein  den 
taod  berflbrendes  Werk  zu  Gebole.  Erst  nach  Vollendnng 
Arbeit  erhielt  ich  durch  die  Güte  des  Herrn  Professor  Star 
iugeu  Eonntniss  von  der  Dissertation,  betitelt:  Die  Singnlari- 
1er  Liss^ous'schen  Stimmgabelcnrven ,  von  Wilhelm  Braus, 
le  Arbeiten  denselben  Gegenstand  behandeln,  so  möge  hier 
DgefQhrt  werden,  in  welchen  Punkten  sich  dieselben  bertthren. 

§  2.  seiner  Abhandlung  leitet  Herr  Brann  die  OrdnongszaU 
ssajons'schen  Curve  ah,   indem  er  mit   Hilfe  der  bekaimUai 


dl:    Utbtr  Lüiajout'tcit   (\rcrn. 

+  \ 


die  laafeDden  Coordinatcii  rational  durch  cinon  Parameter   dArstollt 
and  hieranf  die  Zahl  der  Scbuittpi 

In  §  3.  wird  sodann  der  Pa 
Methode  eliminirt  and  die  Gleicbni 
dinaten  hergestellt  Die  hierbei  g 
meiner  Arbeit  anf  anderem  Wege 

Im  %  4  bestimmt  Herr  Braon 
einer  Lissajons'schen  Cnrve  zukom 
dieselbe  niclit  dnrcb  die  Eckea  < 
geht  Fflr  den  zweiten  Fall,  welch 
nennt,  wird  das  Besnltat  ohne  spei 

Die  hieranf  bezüglichen  Resulti 
S§  7.-9.  meiner  Arboit  für  böide 

Im  Uebrigen  behandeln  boido 


Geometrische  Unterauchungen  über  kubisclie  und 
höhere  Curven  und  Gleichungen. 


Emil  Oekinghaus. 


Obgleich  auf  diesem  Gebiet  mehr  wie  auf  jedem  andern  zahllose 

CDtersncbnngeu  angestellt  worden  sind,  so  ist  der  GegeDstand  noch 
keineswegs  erschöpft  und  liefert  namentlich  bei  Anwendung  geome- 
trischer Methoden  als  Interpretation  der  Gleichnngen  manche  branch- 
bare Ergebnisse. 

Die  nachfolgenden  Betrachtungen  über  die  kubischen  Cnrren  und 
Oleichnugen;  über  das  einfache  Hyperboloid  als  geometriBchen  Ort 
der  Wnrzeln  der  ersteren;  die  TrlB^ctionshyperbel  mit  ihren  harmo- 
nischen Beziehungen  nebst  ihrer  Bedeutung  fttr  den  casns  irrodncti- 
bilis;  die  dnrch  eine  bestimmte  Wiukelfnnction  cbarakteriBirt«n  Gurren 
2ten  bis  »teu  Grades  and  ihre  specielle  Anwendung  auf  Kegelschnitl« 
nnd  lemuiskatischo  Linien  mit  ihren  Focal-,  Centn-  nnd  Scheitel- 
winkeln ergeben  mehrere  interessante  Sätze  und  Relationen,  wie  dies 
'  "all  ist,  sobald  ein  mathematiBches  Problem  aus  analTtisch- 
lem  Gesicbtspnukte  betrachtet  wird. 

I. 
je  vor  die  kubische  Gleichung 

zeln  aus  der  kuhischen  Curre 
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-JE»— ae»-f-6a!— c  2) 

Dor  Einfachheit  vcgea  setzen  wir  jt  ~>  1. 
lezeicnncD  s-  mit  tgr,  dann  ist  der  DiEfe- 

t  =  3«*— 2<»«+6.  3) 

itioD  TOD  X  aaa  1)  und  3)  ist  nan 

D  =  0, 

!r  kubisch 
rock  a'  — 


<-3b)u+ 


rchschnittc 
Q  ergibt  ( 


1+«,+", 
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Vormittelst  der  Substitation  von 
**»  _ 

wird  y  dnrcb  eine  rociproke  Oleicbang  6.  Grades 

3,«-!- V  +  -B/+Cy»  +  B/+^y  +  J  =0 
best  im  mt,  in  velcber 

^  =  3, 


-36)'+7g 


ist.    Aus  d)  folgt 


ffollcn  hier  und  für  das  Folgende  bemerkea,   dass,   wo  die 
:boQ  Grössen  u  nnd  v  mit  D  in  Verbindang  treten,  letztere 

eigentlicb  bezeichnet  werden  muss.    Es  ist  bekaonüicb 

D (^,-!r,)»(<r,  — »:JV''s-»|)* 

i  Werteo  negativ, 
ii  nun 


l  die  OleichuDg  für  2 


D  *■ 


+  3."+ 

cr  die  Relation  folgt: 

o.'-P      .,'-g      V-C 


r  und  htktre  0 

sichnng  von 

— D— "  + 
,  a»— 34     . 


Si.»— ö*"- 

nrcb 

V=D 
«■-34- 

le  Formel 

<(°'-3t)    , 
— ? + 

noch  die  Fi 
+  „'+0 


m  ZoBamnieD 
Diejenige  G 
[ante  und  D 
311  Fällen  COE 

I  ,    O. 
lArigen  3  Pi 
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Eb  lassen  sich  noch  einige  FonnelD  entwickeln, 
trigonometrischen  Beziehungen 

2a»— 9ai+27e 


)3  3t  = 


*ß3e-  2a'— 9<ii+27c' 

u  =  V'^o»— 36)sin  (,    etc. 

in  VerbindüDg  bringen  mit  18). 

Ana 

V—D     1 
„t+Z)+(8««~i))  Jl-g^ .  -  =  0 

folgt 

'        '  \         3  /  Bin  t  ' 

oder  nach  einigen  Entnickelungon 

.-  ^/?tg. 

»,  -      l/^tg{60"+0, 

«»--(/^tgteoo-o, 

während 

u,  —       VKa»  — 3i)Bin*, 

u. y|(„»_36)8in{60<'+r), 


«a=-      y4(o»-36)Bin(600— 0- 

Das  Dreieck,  welches  die  3  Tangenten  der  Corvo  : 
pankton  mit  der  Achae  einschtiesBeD,  bat  den  Inhalt 

2(a»  — 36)*V'— 
Femer  ist 

Die  kubiBche  Formel  fQr  v  ist  nämlich 
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n» 

-  =  0,  27) 


|-|-P,tfj+t.,t.j)  =  9o,p,w 


fi  +  ^i       9" 

3s  die  SuDimo  der  Prodncto  ju  zvoier 

genten  gebildeten  Drciecko  die  Discri- 


-V^. 


-36)BinC60«+e/ 


I»— 3d)"9m(60"— e)' 

teilen  Formeln  werden  wir  znm  Zwecke 
Tischen  Betrachtung  sogleich  Gebrauch 

II. 

In  der  kobiachen  Gleichung 

-bx  —  c  =  J  =  Oy 

zeichneu  wollen,  als  Coordinatou  eines 
!ht  die  Frage,  welchen  Ranmgobildon 
vollen  nachweisen,  dass  eine  centrischo 
rar  das  einfache  Hyperboloid  den  Be- 


Vi)  " 

hang 


leichnng 
3«:/ 
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und  endlich  noch 


m 


Dio  Ableitung  dios< 
Wir  bezeichne) 
d£ 

JD  folgender  Art: 
dJ 

indem  vir  anneiimi 
Ans  30)  nnd  Z 


Die  erste  dieser  Ql 
nod  dritte  Ebenen. 


und  ist  deshalb  eii 

Dio  genannte! 
diese  bestimmt  in 
Coordinaten  seyx  all 
stehen  in  eigen tUn 
wir  initt«lst  der  a 
wollen. 

Die  Ebene 
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I   einer  Linio   zweiten   Grades,  deren 

it   Elimination   von   i  gefunden  wird. 

/+2D,ii+2EiS-f  J\  =  0,  35) 
ebt  in 

^-^'+f:+l=0.  36, 

'&ttnng  von  Kegelscbnitten  diese  Curve 
rack 


mtet  die  Gleichung  36)  eine  Hyperbel, 


on  A*,  B*,  C*  sind  dioaolbon  auch 


-^,J,)F,  — 2C,Dii.',  -  — r, 


tischen  Gleichung 

<+6«  — c  =  0 

rbol  36)  in  ihre  Asymiitotcn  über  und 
die  Coordi Daten 


:hnitt  der  Ebene  mit  dem  Hyperboloid, 
naten  der  Hyperbel,  worin  die  Ebene 


«*  — 2*      •*— 3ä      ««— 3ä 


42) 


^n-i  d'jtier  Pi=Jct  I>^r:.  w*m  i  p*:€ftiT  2K_    iiiiw  i^ii"'i  i»  ▼•■  der 
f  ^i^lu^  -:=^LIc«3'(:£rtt  RaxK-^a.  4ftr>!^?tt  rtTtT^aTi    kbb 
cr..i  f^  &  »  0  'i<^  er  aof  dsr  Rkriu»:.  ia  vsic^n  Fai:^ 
z«  zw<^  derb  di.eiea  Poai^t  gdbOkie  Geradem 


Wir  woHeu  den  Hrp-^bei^ÄsitS  ff?ii»er  nierwdho.  5*ck  dem 
MmLo^^ii  d«?r  aaaijtiscbeB  Geometrie  beze&!^3?»  vir  ■££  ^  4km  50- 
jruajRwiak^I  der  Ebene 

g^^^ro  die  xjr-Ebeae  ond  mh  e*  den  Winkel  iwisdien  ikrer  HorinMtil- 
•pnr  nnd  der  x-Achse,   O^  »  a  ist  der  AbsdinitL  dem  sie  mät  der 

yAchvt  ehuchlietst 

Demi^emäAS  ist  die  Transformation  der  Coorfimatem  dmrci  die 

Fomu^ln 

X  =•  x'cosO  —  jr'sint'cos^, 

y  —  x'sin  ^  4"ir'cos  ^  cos  ^+«,  43) 

definirt,  die  Horizontalspnr  ist  die  x^-Achse,  A  der  An&Bg^askt 
Id  der  allgemeinen  Gleichung 

^V+J9V+2C'ary+2i>'«4.2iry  +  jr=  a  44) 

welche  durch  Einsetzen  der  Ansdrflcke  43)  in  33)i  herrorgeht,  ist 

.      cosi^*   ,   sini^*  .      /sini^  ,  cosi^        ^.      sin^ 

45) 
C  =  — ;7xwÄ — sintf/cos^cos^. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  Schnitte  der  Fl&che  gleichseitige  Hy- 
perbeln werden,  so  mnss  die  Bedingung  A''\-B'=^  0  erfallt  sein,  und 
CS  wird  jeder  Schnitt  den  Asymptotenkegel  in  2  Geraden  schneiden. 
Setzen  wir  nun  die  Werte 

sint*  =  i,    C08i^«  =  i,    tg^  — 2 

^'In  in  die  Bodingungsgleichung,  so  resultirt  schliesslich  aus  dieser 
*  ^  t-  ilor  allgemeinen  Formel 

^*(Ä*—  C)  +  B^(A^  —  C«)  —  C\A^+B*)  46) 
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infolge  von  34)  eine  identische  Gleichung,  wojraus  also  hervorgeht, 
dass  in  nnserm  Falle  alle  hyperbolischen  Schnitte  der  Fläche  gleich- 
seitige Hyperbeln  sind.  Eine  Untersuchung  für  den  elliptischen  Kegel 
hat  dasselbe  Kesultat.    Wir  untersuchen  ferner  den  Schnitt  der  Ebene 

]i«  +  JB«  ~  C«  "  ^ 

und  der  Fl&che.  Die  erstero  geht  durch  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten.    Der  Ausdruck  Cj^  —  A^Bj^  geht  för  diesen  Fall  in  Null  über, 

und  die  Gleichung  der  Horizontalprojection  wäre  demnach  für  F^O 
eine  Parabel. 

Da  aber  F  verschwindet,  degenerirt  die  Parabel  zu  zwei  paral- 
lelen Geraden,  deren  Gleichungen  sich  leicht  nach  dem  Vorigen  ent- 
wickeln lassen.    Sie  sind 

«  — y  =  ±-^-  47) 

In  Bezug  auf  den  Schnitt  der  Ebene  mit  der  Fläche  sieht  man 
sofort,  dass  die  Ebene  den  Asymptotenkegel  des  Hyperboloids  berührt, 
mithin  der  Schnitt  selbst  zu  zwei  parallelen  Geraden  degenerirt. 

Um  die  Stellungswinkel  der  Ebene  zu  bestimmen,  benutzen  wir 
die  Gleichungen 

A^  ^  B* 

C08a=» — y  ,      cosp 


V  A^'^  jB*  +  C*  r   ^*  +  i?*  +  C* 

48) 


cosy 


1_ 


r  ^*  +  5*  +  c^ 


Die  Transformation  dieser  Ausdrücke  ergibt 

1  M. 


cosa 


—  30 


Da  nun  wegen  7) 


and  nach  24) 


Uj  =-y4(a«  — 36)sinf 


49) 


ist,  80  gibt  die  Substitution  dieser  Grössen  in  49)  nach  einigen  Re- 
dn^nen  die  einfachen  Relationen 


380 
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COS  a  «=      Vi  sin  €, 

cos  ß  «      VTBin(600 — €),  50) 

cosy  =-  —  Vf8in(60®+c). 

Wir  wollen  ferner  die  Stellung  der  beiden  £benen  zu  einander 
betrachten  und  erinnern  daran,  dass  die  Ebenen,  deren  Gleichungen 

-4aj  +  J9y-f  Ca  «=»  D, 
.4ia;  +  J9,y-|-C,««I>, 

charakterisirt  sind,  aufeinander  senkrecht  stehen,  wenn  die  Bedingung 

erfüllt  ist.     Dieser  Bedingung  aber  genügen  in  Folge  von  34)  die 
Ebenen 

A^  ^  B^       C*      "' 

a   *    a    *   a         ' 

und  diese  stehen  demnach  auf  einander  senkrecht. 

Schliesslich  wollen  wir   noch   die  Richtungswinkel  der  Durch- 
schnitt«linie  beider  Ebenen  berechnen. 

Die  Gleichungen  ihrer  Projectionen  auf  die  Ebenen  xy  und  a» 


sind 


Nach  bekannten  Formeln  erhalt  man  hieraus 


54) 


cosa'. 


-  +  -i- 


Vii 


,A^  ■'"  B*  "T"  (7*       ^422^2  -r  ^«^2  -r  ß^^tj 
oder  nach  Früherem: 

cot  Tg  —  COtTji 


etc.    55) 


cosa'= 


^an  bemerke,  dass 


|A^ 


—  3a) 


56) 


COtTg— COtTa  =  -. 

^1 
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worin  —    dnrch  23)  und  24)  bestimmt  ist,  und  das  Resultat  dieser 
Substitution  ist  schliesslich: 

cosa'«      Videos«, 

C08j3'«      Vfcos(6(y>  — €),  57) 

cos  /«  —  y|'cos(600-f  f). 

Die  Stellungs-  und  Richtungswinkel  der  genannten  Ebenen  und 
ihrer  Dnrchschnittsgeraden  stehen  demnach  in  einfachem  Yerhältuiss 
zu  dem  trigonometrischen  Winkel  b  der  kubischen  Gleichung. 

Das  Vorstehende  zusammenfassend,  bestimmt  demnach  die  eine 
gegen  die  Coordinatenachsen  symmetrische  Ebene  in  ihrem  Schnitt 
mit  dem  Hyperboloid  eine  gleichseitige  Hyperbel  als  geometrischen 
Ort  der  gesuchten  Coordinaten  xyz-^  die  andere,  den  Asymptotenkegel 
berührende  Ebene,  deren  Spuren  in  der  xz-  und  yz- Ebene  durch 
a        C*  z        C* 

-  =»  -T|  und  ~  •=-  ;«i  definirt  sind,  erzeugt  auf  der  Fläche  ein  System 

Ton  zwei  parallelen  Geraden,  deren  eine  in  ihrem  Durchschnitt  mit 
der  Hyperbel  die  Wurzeln  xyz  liefert.  Der  Mittelpunkt  dieser  Hy- 
perbel liegt,  wenn  a  von  Null  verschieden  ist,  ausserhalb,  auf  oder 
innerhalb  des  Hyperboloids,  je  nachdem  h  positiv,  Null  oder  negativ 
ist  Ist  aber  a  ==  0,  wird  also  die  kubische  Gleichung  zu  einer  redu- 
cirten,  so  geht  auch  die  erste  Ebene  durch  die  Spitze  dos  elliptischen 
Kegels,  und  b  ist  dann  <C  0.  Für  diesen  Fall  werden  die  Stellungs- 
winkel der  durch  den  Punkt  xyz  gelegten  Tangentialebene  des  Hyper- 
boloids durch  folgende  leicht  abzuleitende  Formeln  ausgedrückt: 

y|~8in2€,    yi8in2(6(y>  — c),    vTsin  2(600 -f  f),  58) 

und   der   betreffende  Punkt  hat  vom  Anfangspunkt  die  Entfernung 

=  y  o«  —  2*. 

Wenn  nun  auch  die  entwickelten  Resultate  die  directe  Auflösung 
der  kubischen  Gleichung  nicht  liefern,  so  haben  sie  doch  insofern 
theoretisches  Interesse,  als  die  als  Raumcoordinaten  aufgefassten 
Wurzeln  der  Gleichung  durch  die  eines  Punktes  eines  einfachen 
Hyperboloids  definirt  werden  können  und  dass  die  analytischen  Eigen- 
tOmüchkeiten  der  Gleichung  durch  die  geometrischen  Eigenschaften 
der  Durchschnitte  der  durch  die  Gleichung  bestimmten  Ebenen  mit 
der  Fläche  sich  zwanglos  deuten  lassen. 

Bezüglich  der  quadratischen  Gleichung  x^  —  ax-\-b^O  bemerken 
^r  uock,  dass  die  (Koordinaten  des  Durchschnitts  der  Geraden  X'\'y^a 

5^  far  gleichseitigen  Hyperbel  «*— y»  —  ayö*— 4*  die  Wurzeln  der 
darstellen. 
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III. 

Um  den  Gegenstand  weiter  zu  verfolgen,  geben  wir  znnäcbst 
wieder  von  Gleichung  2)  aus.  In  der  Ebene  dieser  Curve  nehmen 
wir  einen  beliebigen  Punkt  u\  v  an,  verbinden  ihn  durch  Gerade 
mit  den  Durchschnitten  der  Curve  und  der  Abscissenachse  und  be- 
zeichnen die  Winkel  derselben  mit  der  Ordinate  »'  durch  e.  Dem- 
nach ist  (nach  Weglassung  der  Accente) 

X  =  tt-f-t'tgü).  59) 

Setzen  wir  diesen  Wert  ein  in 

x^  —  ax^-^hx  —  c  ■»  0, 

entwickeln  nach  Potenzen  von  tg«,  so  resultirt 
tg„3_|_L___Jtgö,«  + ^,     ^   tga)H J- =0.  60) 

Nun  besteht  aber  die  Gleichung 

...         ,       ^        v*(« — 3u)+tt'-— au*4-^ — e  -.^, 

tg(a,,  +  «,  +  «,,)  = „(„,_3^,^2^„_^^ >  61) 

welche  für 

G>i  +  Q>2+o>s  ^±90<>  62) 

die  Bedingung 

3u«  — 2att+&  — v2«0  63) 

verlangt.    Dieselbe  ist  aber   nichts  anders  als   die  Gleichung  einer 

Hyperbel 

/         aV      «*       a«  — 3i 


mit  den  Achsen 


A*  =  ^^^,     B'^SAK 


Bekanntlich  ist 

a2-3&  ^  i((a:,-a^)«  +  (a;,-X3)«+(iC3-a4)«) 

die  quadratische  Variante  der  kubischen  Gleichungen. 

Diese  Hyperbel  besitzt  ausser  andern  allgemeinen  Eigenschafteo 
noch  eine  bemerkenswerte  und  für  die  kubischen  Gleichungen  wichtige 
Eigenschaft,  welche  wir  aus  dem  Vorstehenden  ableiten  wollen. 

Es  liege  x^  ^  x^^  A  rechts  vom  Anfangspunkt  in  der  grossen 
Halbachse,  und  0:3  —  —  2-4  «  —  C  links  davon  in  der  Excentridt&t, 
wir  verbinden  die  genannten  Punkte  mit  einem  beliebigen  Punkte 
des  ersten  Astes  durch  Gerade,  welche  mit  der  »-Achse  die  Winkd 
iL.  und  A3  bilden,  dann  ist  nach  62) 
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—  180".  65) 

fCTD  wir  bis  zum  Dnrchschnitt  mit 
jn  beiden  aci  c,  dann  ist,  weil  der 

!"+<■ 

irch  die  Brenn-  Dod  Scbeitellinie 
ist  aber 

-Js+f  =  3e,  66) 

die  Scbeitclgerade  mit  der  Asymp- 
lil  ist  des  Winkels  zwischen  dic^ser 
il  ans  der  andern  Hälfte  der  Cnrve. 

tion  eines  Winkels  aufs  einfachste 
Cfi+t.  Um  nnn  möglichst  allge- 
ollen  wir  die  gefundenen  Eigen- 
den  reellen  Wurzeln  der  kubischen 
:  bekanntlich  ausgedrückt  werden 

(, 

(600-0,  67) 


60°H-0 
linSc     ' 


60M-£) 
lin  3e 


1 
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Der  dem  Drciock  umbeBCfariebcue  Kreis  Bcbneidet  den  zweiten  Ast 
in  noch  zwei  Pookten,  deren  Brennstrahlen  OX^  and  OX^,  Kelche 
wir  bezüglich  mit  x^  and  x^  bezeichnen  wollen,  in  nacbsteheDder  Art 
berechnet  werden  kitnnen.  Zunächst  ist  bei  Ansicht  dee  Dreiecks 
OAX„  worin  Wkl.  O  —  2t  und  Wkl.  A  -~  t, 

3a  ~  2jßsin3t        (A  =  Radius  des  Kreises)  71) 

oder  wegen  70) 

^  =  2Ä8in3i.  72) 

F 

Fuhren  wir  hierin  sin  3t  aus  67)  ein,  so  kommt 

R-yl  73) 

Da  der  zu  z,  gehärigc  Pcripboriewinkel  ^^  t,  so  ist  ferner 

I,  =  2fi  sin  t  =  Vip  sin  t  74) 

und  _ 

ar,  =  2Ä8in(60»— t)  =  y4psin(60'>— t).  75) 

Das  Resultat  ist  also,  dass  die  Brennstrablen  OX^  OX^  OX^  der 
Hyperbel  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  «* — jw+s  •="  0  sind, 
die  durch  die  Relationen  70)  und  73),  welche  die  grosse  Achse  aad 
den  Radius  des  Kreises  bestimmen,  leicht  coustruirt  werden  können. 
Dreieck  X^X^X^  ist  gleichseitig.  Wir  verlängern  die  OX^  etc.  bii 
zum  andern  Hyperbelast  und  bezeichnen  diese  neuen- Brennstrahlen 
mit  OYi  =  y„  OP,  -  y,,  0¥^  =  y^. 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  Wkl.  X^AT^^^ff',  dass  mithin 
auch  XyAYi  '=■  90"  sein  muss,  so  gehen  ohne  Weitereg  bei  Betrach- 
tung der  entsprechenden  Dreiecke  noch  die  Formen  hervor: 

Si  —  VlpCOSE, 

y.  "VS 008(60"— t),  76) 

».-y^ooa(60»+t), 

cos3t  —  — j^. 

pVip 

nach  mit  den  ersten  geometrisch  verknüpft  sind. 

durch  den  Scheitelpunkt,  den  andern  Brennpunkt  und  durch 
indc   Kreis    geht  auch   durch   y^  und  fg.     Die  Kreiscestrs 
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Man  bemerke  noch  die  Verhältnisse 

ar,        tg«       x^       tg(600-£)      x^      tg(60«+£) 


y,       tg3«      yj  tgSc  yg  tg3£ 


77) 


Bezeichnet  man  die  Sehnen  der  Hyperbelpnnkte  X  und  F  mit  «,  so 
folgt  aas  den  letzten  Relationen: 


8         2C08« 

etc. 


X       cos  36 
uid  es  ist 


», :  «2  •  *8  ■=  cos  «  :  cos(60®  —  «) :  cos(60®  -f-  ^)9  78) 

im  Vergleich  mit  23)  besteht  noch  die  Proportion 

Xa       Xq      Xt,  _^ 

-:-:-«  v.iv^iv^.  79) 

t/i    y%    Vz 

Die  harmonischen  Verhältnisse  wollen  wir  noch  znm  Schlosse  in 
Kflrzo  berühren.  Nennen  wir  den  Durchschnitt  einer  der  Brenn- 
strahlen OX^Y^  mit  der  Ordinate  des  Ereiscentrums  Oj,  so  ist  die 
Strecke  OO^  in  den  Punkten  X^  und  Y^  harmonisch  geteilt.  Ebenso 
sind  X^Y^  und  X^Y^  bezüglich  zu  00^  und  00^  zugeordnete  har- 
monische Punkte.  Diese  Verhältnisse  wollen  wir  indessen  nicht  weiter 
mehr  erörtern.  Man  vergleiche  über  diesen  Gegenstand  eine  frühere 
Abhandlung  in  dieser  Zeitschrift,  in  welcher  wir  auch  die  übrigen 
Fälle  der  kubischen  Gleichungen  geometrisch  discutirt  haben. 

Die  soeben  für  den  Fall  einer  kubischen  Gleichung  abgeleiteten 
Resultate  können  erweitert  werden,  wenn  wir  die  Gleichung  4.  Grades 

x^  —  ax^+bx^-cx^^d^y  —  0  80) 

zu  Grunde  legen.     In  der  Ebene  dieser  Curve  verbinden  wir  den 

Punkt  UV  mit  den  Durchschnittspunkten  derselben  und  der  X-Achse. 

Dann  ist  wie  früher  x  =  w+^tgo.    Diese  Substitution  von  x  in  80) 

liefert  eine  Gleichung  für  tgco  und  es  besteht  die  Formel 

81) 

Es  sei 

w,  -f  wg  +  wg  +  0)4  =  1800,  82) 

dies  bedingt 

a  —  4tt 

Die  Division  ergibt,  wenn  wir  die  Reducente  o^  —  4a*  +  8c  «  0  ein- 
führen, als  Resultat 

T«il  LXX. 
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d.  i. 

mithin  eine  gleichseitige  Hyperbel. 


84) 


Der  Rcducento  entspricht  die  Gleichung  ic^+ar^  —  x^  —  x^  =  0. 
Setzen  wir  der  Einfachheit  wegen  noch  x^^  ~ — xj  und  x^  =• —x^ 
voraus,  so  reducirt  sich  die  letzte  Gleichung  auf 

u2  —  «2  _   fl^ß^  _  ^2^  g5) 

für  A,  =  90  —  s  hat  man  also  mit  dieser  Curve 

^1+^2  +  ^5  +  ^4-1800,  86) 

d.  h. :  Bestimmt  man  auf  der  -y- Achse  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
u^ — v*  ==  A^  vier  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten  symmetrisch 
liegende  Punkte  a-jajg  und  — x^ — x^  so,  dass  die  Relation  ari*  +  a"j^=» 
2A^  ^  C^  (C  =  Excentricität)  stattfindet,  und  zieht  dann  von  einem 
Hyperbelpunkt  nach  diesen  4  Punkten  Gerade,  welche  mit  der  X- 
Achse  die  Winkel  Aj,  k^  ^^c-  einschliessen,  so  ist  Ai-{-'^+^s+^4  =  180^- 
Wir  wollen  hieraus  einige  Sätze  ziehen,  die  vielleicht  neu  sein  dtlrften. 

Fallen  zwei  Punkte  in  den  entsprechenden  Brennpunkt,  die  bei- 
den andern  also  in  den  Anfangspunkt,  so  bestehen  für  2  Gurven- 
punkte  die  Relationen 

^1  +  2A,  +  A4  =  1800, 

/.j  +  27^8 -fZ4=  1800. 

Ziehen  wir  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten  ab,  und  führen  die 
Focal Winkel  f  und  /',  sowie  den  entsprechenden  Centriwinkel  c  ein, 
so  ist  wegen  L^ —  A,  «=»  /,  A4—  Z/4  =  /i,  A^ — L^  =  c 

/•—/•'«2c,  87) 

und  man  hat  den  Satz: 

Der  Centriwinkel  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  gleich  dw 
halben  Differenz  der  Focal winkel,  welche  mit  ihm  auf  gleichem  Bo- 
gen stehen. 

Liegen  endlich  je  zwei  Punkte  in  den  Scheitelpunkten  der  Hy- 
perbel, so  ist  Ai-j-^4  "=  900  und  für  einen  zweiten  Punkt  L^-\-L^^  •=  90^. 
Die  Differenz  ergibt  Scheitelwinkel.    Damit  haben  wir  den  Satz: 

Die  beiden  auf  demselben  Bogen  stehenden  Scheitelwinkel  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  sind  einander  gleich. 
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Dieser  Satz  lässt  sich  erweitern: 

Ein  Durchmesser  2r  dieser  Hyperbel  schliesse  mit  der  X-Achse 
den  Winkel  a  ein,  seine  Endpunkte  verbinden  wir  mit  einem  Punkte 
UV  der  Curve,  und  die  betreffenden  Geraden  mögen  mit  der  Achse 
die  Winkel  l  und  A,  bilden,  dann  ist 

^    ,       V  —  r  sin  «  ^    ,  -      V  4-  r  sin  cf 

tgA  = ,        tgA= — . 

^  u — rcosa  ^  w-f-»'COSCf 

« 

soll  nun  A-(-A'=  90®  sein,  so  verlangt  dies 

V*  —  r*  sin  cfl 

tgAtgA  =-  1  =  -s s 3. 

^    ^  w*— r'cosa' 

d.  i. 

n*  —  v«  =  r«  cos  2a  =  ^».  88) 

Also :  Die  auf  demselben  Bogen  stehenden  Periphcriewinkel  nach  den 
Endpunkten  eines  Durchmessers  einer  gleichseitigen  Hyperbel  sind 
einander  gleich. 

Auch  hier  gilt  der  Satz,  sofern  er  im  richtigen  Sinn  genommen 
wird:  • 

Der  Winkel,  den  die  Tangente  der  Hyperbel  mit  der  Sehne  macht, 
ist  dem  Winkel  im  gegenüberliegenden  Hyperbelast  gleich. 

Hieraus  folgt  eine  Construction  der  Curve. 

Femer  folgt  noch  aus  den  Formeln  66)  der  Trisectionshyperbel, 
dass  ein  Focalwinkel  des  einen  Astes  doppelt  so  gross  ist  als  der 
Scheitelwinkel  des  andern  Astes,  sofern  dieselben  auf  gleichem  Bo- 
gen stehen. 

Die  eben  skizzirten  Methoden  lassen  eine  Verallgemeinerung  zu 
fttr  die  Gleichung  nten  Grades  mit  reellen  Wurzeln 

x^  —  ax^'~^  -["  ^**~^  •  •  •  paJ  -|-  g  =^  y  ==•  0.  89) 

Wie  vorhin  verbinden  wir  die  durch  die  Wurzeln  bestimmten  Punkte 
der  X-Achse  mit  einem  Punkte  R(q>)  der  Ebene  xy  und  bezeichnen 
die  Winkel  zwischen  diesen  Geraden  und  R  mit  6,  dann  ist 

acsiny 
^  R — xco%q> 

Don  aus  dieser  Formel  folgenden  Wert  von  x  setzen  wir  in  die  obige 
Gleichung  ein,  und  es  lässt  sich  aus  der  resultirenden  Gleichung 

tgO~--^tg6«-i  +  -ötge»»--2  ...  =0 
die  Formel  für  die  Tangentensumme 

25* 


t«(«,+e,,,.e,)- 

bcnntzon.     Man  findet  achliCBslich 


fl"-'o8iny  —  ■R"~^6ain2 


», + e, . . .  ©H  - 


tg{ö,+e»... 

Setzen  wir 
so  ist  auch 
R'smU—Jt«-'a6ia{U+ip)  +  R"-^bs\'a(U-} 

Man  kann   diese  Polargloichongen  nach  Beti 

man  über  ü  oder  die  CoDBtantcn  n,  b  otc. 
macbt,  IVfan  findet  dann  einige  neao  Eige 
Ist  beispi  eis  weise  ü=  90",  so  besteht  die  B 

R'  —  R«-'  a(MS<p  +  If'-^bCOSi 

Für  U  =  0  oder  180"  ist 

Ä"-'  a  sin  ?)  —  R^"'hBia  2g>  +  Ä"  '( 
Die  erste  Gleichung  wird  für  n  =  4 

fi*-Jf3(«,  +  a-s  +  irs  +  i,)C08ip  +  fi*(T,r,4 
—  ß(3-,irj*j...)COa37i 

und  diese  Cnrve  bat  wie  überhaupt  die  me 
eioe  scbloifenäbulicbe  Form,  welche  an  die  1 
etc.  erinnert.  Anstatt  die  Strecken  r^r^  anf 
abzutragen  empfiehlt  es  sich  auch  die  Ord 
nutzen.  So  möge  die  erste  Achse  zwei  Punkt 
die  Punkte  -{-n,  — »  enthalten.  Wir  verbi 
dem  Punkte  xy  der  Ebene  durch  Gerade,  da 

tRÖ,  =- 


■m 

,  .«.='-r, 

«8. 

- 

Ur  die  Winkelsumme 

nimmt 

dii 

9i 

+  8,-9,  +  8,). 

^li*^ 

(n 

in 

t»sin2«  =  (i 

"■+.'1 

icof 

t'cos2n-.  (» 

,<-„■) 

™ 

«•-ETi«''»' 

2(»  +  ")  = 

Sbtr  kubücie  und  höhtre   Cuti/tn  unrf  GUkhvnge, 


r 

R     Soll  diese  Formel  mit  der  Gleichung  der  Lemniskato  (Casaiuische  Liaie) 

I  Ä*  — 2<;>Ä*C0B2if>-fc*  =  5*  99) 

identisch  werden,  so  mnsB  sein 

9  +  "  —  f, 

100) 


and  m  nnd  n  sind  jetzt  zwei  aafcinandcr  senkrcclit  stchcudo  Radicn- 
vectoren  der  Lemniskato,  deren  erster  mit  der  A^-Achse  den  Winkel 
0  bildet.     Diese  Lemuiskate  ist  ein  geschlossenes  Ganzes. 

Nna  ist 

u — e,+ej— »3+8«.  101) 

Nennen  wir  die  Complemeute  von  öj,  Ö^,  etc.  A,  B,  C,  D,  so  ist 
f&r  zwei  Cnrvenpankto 

A  —  B-\-C—D  =  A'—B'-\-C'-'iy. 

Da  aber  a  :=  A  —  A' ,  etc.  Peripheriewiukel  dos  Bogens  PI''  in  ßozng 
auf  die  Endpnnkte  der  genannten  Dnrchmesser  sind,  iO  ist 

«+(*  =  )'+*■  102) 

HierauB  resnltirt  der  Satz: 

Verbindet  man  die  Endpunkte  zweier  aenk recht  aufeinander 
stehenden  Dorchmesser  einer  ans  einem  gcEcbloascnen  Ganzen  be- 
stehenden Lemniskato  mit  den  Kndiiunktcn  eines  Bogens  der  letzteren, 
so  ist  die  Summe  der  Peripheriewinkcl  dieses  Bogens  in  Bezug  auf 
die  Darob Bchnittspnnkte  des  einen  Durchmeasera  gleich  der  Summe 
der  entsprechenden  Winkel  dee  andern. 

Der  Satz  gilt  allgemein.  Setzt  man  statt  +n  ein  inV— 1, 
wodurch  diese  Pankte  von  der  K-Ächae  znr  JT-Acbse  ttborspringon, 
80  erhalt  man,  nie  aich  auch  aus 

«8,-^,     «8,_i±^,     «8.--:=-". 

«8.--'-±^ 
analog  dem  Vorhergehenden  zeigen  Iftsst,  die  Relation 

tgü=  103) 

and  die  abrigon  enl 
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Alao  haben  wir  ancb  hier: 

Verbindet  man  die  4  Schnitt pankte  e 
auB  getrennten  Ovalen  bestehenden  Lcmnis 
eines  Bogcns  der  Curve,  eo  ist  die  Summe 
den  1.  nnd  4.  Schnittpunkt  gleich  der  fttr  ( 

Im  Fall  der  einfachen  darcb  den  O  Pn 
vereinigen  sich  2  Peripherie  Winkel  za  eint 
demnach  doppelt  so  gross  ist,  als  die  Snmn 
Peripherie  Winkel  der  Endpnnkte  eines  Darc 
ihm  auf  gleichem  Bogen  stehen. 

Diese  soeben  angedeuteten  Verhältnisse 
nnd  Focal Winkel  der  besprocheneu  Curvci 
gendoD  Abhandlnngen  weiter  untersuchen. 

Die  hier  nur  angedeateten  Terhältnie 
diesem  Wege  zu  neuen  Sätzen  gelangen  kai 

IV. 

Wir  teilen  im  Nachfolgenden  noch  ein 
der  reducirten  Gleichungen  4.  und  3.  Gradf 

Durch  den  Mittelpunkt  einer  Ellipse 
Kreis,  dcsseu  Durchmesser  R  mit  den  '. 
Schnittpunkten  beider  Curven  die  Winkel  u, 
Winkel  zwischen  R  und  der  Jf-Achse  sei  a 

Dann  besteht  die  Qletchnng 

tgu'  +  fS  — ^,(a»cos9)»+^>*sinlp*)Jtgu*- 
—  -«y»C<»*sinip» 
Um  nun  diese  Gleichnis  mit 

identisch  zu  machen,  setzen  wir 


Ä» 

"2«'*'' 


(a*C0S(p* 


Ä«c«  . 


=  i~^«C'''+^*- 
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sich 

3-p-r-y(l^-H-r)H-j', 

<p  =  p-^j,-.  107) 

1  — p-|-r 

-  }(3-p-r-y"(T^J.  +  r)»  +  g»), 

EtelationcD  bestimmt  aus  den  ConstaatoD  der  Gloi- 

„   des  Kegelschnitts,  die  zweite  und  dritte  die  Lage 

dea  Kreises.  Die  WurzelD  der  GlcicbuDg  sind  dann  darcb  x  ^  tgu 
bekanDt.  Man  kann  x  ^  ^tgu  setzen  und  Über  (i  so  bestimmon, 
dass  das  Absolutelied  r  kleiner  als  die  Einbeit  wird. 

DSBor  des 
Ellipse 


108) 


iwendnng 
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*'  +  P«  +  fl  =  0.') 


Sie  Bind 

tg2v- 


i-p' 


6»     a-p-yq—gj^-IV 

a;  =  tgu,  etc. 

Die   AusdrQcko   unter   dem   Wurzelzeichen   blei 
positiv. 


*)  Sind  die  Wurscln  der  OUiehnng 

i*  — px  —  q  ^  0 
alle  rocll,  lo  iit,  wenn 

(l)   ^  a\  ^"  Ausdruck  «  ^  0,36?  - 

und  für  K  J    >  g»  der  Äujdniclt  a;  =  0,456- 

ein  crBter  Näbeningtweit  einer  Warzel. 
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Die  n-  und  n+1-Teilung  des  Winkels  und  Kreises. 


Von 


Herrn  Alfons  van  der  Grinten, 

Ingenieur  in  Chicago  (Illinois). 


Satz.  Ist  im  Kreise  A^E  (Fig.  1.)  der  Winkel  An^20AQ  gleich 
dem  n  —  2 fachen  des  Winkels  A^OA^^  so  findet  man  das  n fache 
dieses  Winkels,  A^OA^j  sowie^das  n-j-lfache,  An-^iOA^^  indem  man  durch 
A^  die  Secante  An-^iBn-i  zieht;  die  Strecke  Oi?»-2  auf  dem  ver- 
längerten Schenkel  OA^  von  O  aus  gleich  OCn-2  abträgt;  mit  -4o^«-2 
um  A^  auf  OCn-2  den  Kreisbogen  Cn.2X>n  beschreibt;  durch  Dn  die 
Sehne  A^n-i-i  zieht;  mit  ODn  um  O  auf  A^An^i  den  Kreisbogen 
DnPn  beschreibt  und  die  Schenkel  OPnAn  und  OAn-^-i  zieht. 

Beweis.    Es  ist 

Dreieck  A^OBn^2  +  AiOAn-2  =  An-20Bn^2y 

also  ist,  wenn  der  Radius  des  Kreises  mit  r  und  Wkl.  A^OAq  mit 
9  bezeichnet  wird, 

rQBw~2siny  ,   r%in(n  —  3)y  _  rQ^n-2  8in(n  — 2)y 

2  +  2  ""  2 

oder 

_  sin(n— 3)y 

OBn^2  —  r  ^.^  ^^  _  ^^^  -  sin  9 

Beschreibt  man  nun  mit  AqO  um  A^  den  Kreis  OF,  welcher  den 
verlängerten  Schenkel  OA^  in  G  schneidet,  so  ist  0(r  =  2rcos(p; 
also  ist,  da  nach  der  Construct»'^  -  und  C»-2Öf=  ODn 

ist,  auch 
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ODn  —  OG—OBm-S 

oder 

BiD(n  —  3)<p 
'■»  =  ''"°"'-'.i.(,-2)T^^ 

Nun   Btolle   ich   zwei   Rccorsionsformoln  aaf,   mit 
ans  Bin(n  —  t)q>  and  8iu(n  —  3)^  hergeleitet  wcrdci 

1)    stiinqn  —  2coBipaiu(n  — 1)9  — siD(< 

sin'fn— l)q)— BJnV 
'  ^  Biu(n  —  2)ip 


Aus  I)  ergii 

UDd  ans  2) 


8in(n  —  l)ip 
Biii(« —  3)<p  = 


Bin(n  —  l)<p 

Bin'(n  — 2)y — ain' 
Bin(n  —  3)9 

sin*(w  —  2)tp  —  siD*i; 


Setzt  man  diese  beiden  Änsdracke  fDr  2cosi 
in  die  Gleichung  fOr  g^+i  ein,  bo  lautet  diese: 


Ferner  ist,  winn  OPn  mit  p«  nndWkl.  PnOD, 
wird,  zufolge 

Dreieck  Z?«0^-j-Z>„OP«  —  P„04 


oder  da  nach  der  Construction  fn  =  (>h+i  ist 

Binfo)  +x)  — sinai 
'  ^  Bin* 

Diese  Gleichung  iet  aber  identisch  mit  I.  für 

«-(».-1)9>- 
Mithin  ist  wirklich 

Wkl.  AnOAg  =  iiAyOA^; 
und  da 

Dreieck  An^iPnAn     congmeat   A^ 
ist.  so  ist  auch 

Wkl.  An+lOAg  -  (n  +  l)A^OA^. 
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Ton  n  =•  2  oder  n  =  3  SDSgebend,  crbftlt  man  das  CoDstmctiODS- 
Terfabren  dargestellt  resp.  in  Fig.  2.  nod  Fig.  3. 

Marquirt  man  nun  die  Pnokte  1\  (Fig.  1),  nelche  BDCcessiTC 
fQr  alle  Werte,  die  nisn  dem  Winkel  J,0/lo  gibt,  erbalteD  werden, 
so  liefert  die  Reibonfolge  dieser  Pnukte  eine  Ciine,  milteUt  deren  leicht 
jeder  beliebige  WiDkel  AnOAf,  ia  «  glcicbo  Teile  geteilt  werden  hauQ. 
indem  man  dnrcb  den  Schniltpankt  /V  des  Schenkels  A^O  mad  dieser 
Cnrre  die  Sehne  AuyiAa  zieht  nnd.<4H|i  mit  O  rerbindet ;  alsdann  ist 

Wkl.  AniiOAn  =  -A^OA„. 

Mittelst  derselben  Cnire  aber  iKsst  sich  jeder  beliebige  Winkel 
A„0^a  aach  in  a-|-l  gleiche  Teile  teilen,  indem  man  durch  den 
Schnittponkt  Pn-ti  der  Sehne  AnA^,  nnd  der  Cane  den  Schenkel 
OA  zieht;  alsdann  ist 


Wkl. 


AhOA  —  — j-T  AnOAo. 

n+1 


Beweis.    Der  Badiasvector  OPn(=  p.)  ist  gleich  Oi>»(=p,,+i), 
otso  ist  nach  Gl.  I,  auch 

sinny  — sintp 


Da  jedoch  der  zu   pH  gehörige  Coordinatenwinkel  PkOAo(=  w)  das 
»fache  dessen  von  pa^i  beträgt,  so  lautet  dio  Gleicbang  der  Cnrvc: 


Bezeichnet  man  noch  OP.+i  mit   p/  nnd  Wkl.  P^-^-iOA  mit  ifi, 
ist  in  den  Dreiecken  I'n^iOA^  nnd  Pn.nOA„: 


^         8in{w — ■t(')+sin)f'' 

Nnu  ist,  da  e«'  anch  der  Curve  II.   angehört,  nach  Gl.  II,   für  den 
Coordinatenwinkel  »  — ^: 

siD(w  — !(/)  — Bin-(oi— if). 

e-'  -  '■ „-1 
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Beide  GleicbaDgen   fQr  ««'   sind  aber  ident 
also  ist  wirklich 

Will  man  die  Teitpnnkte  j4>i+i  und  A  rt 
so  bcshhreibo  man  anf  doD  Sehnen  A^^iA, 
OPn  und  OP«+i  die  Kreisbogen  P^Dn  ni 
durch  D^  nnd  Üh-i-i  die  Schenkel  OA^  oni 
obigem  Satze  arcj4]^  =^  An^\Aa  nnd  arc^ 

Ich  vcrwoiso  hier  nach  aaf  eine  bcsond« 
gleichfalls  jeder  beliebige  Winkeli  A^OA^  in 
teilt  werden  kann.  Marquirt  man  nämlich  ; 
liefert  die  Reihenfolge  dieser  Pookte  eine  s 
Schnittpunkt  der  Sehne  A^Aq  und  dieser  Cu 
fällt. 

Beweis.  Wird  NDh-\-\  mit  p'>i+i  um 
bczoichtict,  ao  ist  in  den  Dreiecken 

D^^-iOA^     und     Dn^-iO 

2  "•"  2 

oder 

,  sin« 

>■■*'- 'BicS^Ü+Si 
Setzt  man  hierin  w  -=  (ii-|-l)x,  so  wird 

sinCn  +  l) 


?M+1   - 


inj;+sin 


noch  1): 


1  der  crstcren  Gleichung 
m  =  (»+  l)rt>, 

'_      Bin(n+1)» 
*      ""sinnV+sinv 


sin{n  — 

sinnt(i — sim 
sin{>i— l)ifi 


Dio  nainliclic  Fuim  crliali  nbi^r  die  iiweitc  Gleichu 


.   und  «  +  J 
f-+l  =  r 

icnvecton 


'  ■"  •■  sin( 

Bch  mit  i 
Winkels 
ifi  Dach 
D„  zDin 
narqairt. 
-eieckeD  . 


92n 


cos( 


bervor,  ( 
ond  P» 
Iq  auf  dei 
iniltpniikl 
O  and   . 
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Id    Fig.   4.    habe    ich    beispielsweise    ein   Paar   einander  ent- 
sprechende Curven  in  ihrem  weiteren  Verlaufe   constmirt,  die  die 
einfachsten  Fälle  der  Polysection  des  Winkels,  die  Bi-  und  Trisection 
auf  mehrfache  Weise  zur  Darstellung  bringen.    Wie  schon  allgemeiii 
nachgewiesen,  liefern  die  Schnittpunkte  1\  und  jP,,  sowie  D,  nnd  D^ 
in  Aq  und  A   resp.  A^  und   A'  die  Zwei-   und  Dreiteilpunkte  des 
Bogens  A^A^.    Die  Punkte  A^  und  A'  können  aber   auch  dadurch 
gefunden  werden,  dass  man  A^O  bis  nach  A^'   und  i^'  verlängert, 
durch  Aq  die  Geraden  P^'D^'  und  A^'D^'  zieht  und  D^'  und  D^  mit 
O  verbindet.    Die  Verbindungslinie  D'ü  bewirkt  zugleich  die  Yicr- 
tcilung  des  Winkels  A^OAq, 

Ferner  kann  auch  ^o  statt  O  als  Coordiuatenanfangspunkt  and 
Winkelcentrum  benutzt  werden.  Will  man  z.  B.  den  Winkel  UA^O 
bi-  und  triseciren,  so  verlängere  man  BAq  bis  in  C\  lege  durch  O 
die  Gerade  CEE'  und  ziehe  E'Aq  und  EAq\  alsdann  ist 

Wkl.  E'AqO  =  \BAqO 
und 

Wkl.  EAqO  —  ^BAqO. 

Die  Curve  D^D^'  hat  nämlich  die  Eigentümlichkeit  einerseits,  durch 
Verschieben  ihres  Radiusvectors  um  das  doppelte  seines  Coordinatcn- 
winkels  und  Auftragen  desselben  in  positiver,  bzhw.  in  negaÜTor 
Richtung  die  Curve  P^P^'  zu  erzeugen;  andererseits  aber  wird  sie 
selbst  dadurch  hervorgebracht,  dass  man  den  Radiuavector  A^O  des 
Kreises  AqF  um  das  Dreifache  seines  Coordinatenwinkels  verschiebt 
und  in  negativer  Richtung  aufträgt,  also  A^G  um  ^o  ^^^  ^o^  ^rtW. 
Die  Curve  P^P^'  entsteht  hinwiederum  auch  dadurch,  dass  A^E  um 
E  nach  PE  geschwenkt  wird. 

Hieraus  resultirt  also  ein  weiteres,  höchst  elegantes  Verfahren, 
mittelst  Schwenkung  einer  Kreissehne  A^E  um  ihre  beiden  End- 
punkte bis  zum  Schnitte  des  beiderseitig  verlängerten  Radius  OE 
beide  Curven  gleichzeitig  zu  coustruiren. 

Setzt  man  n  =  2  in  Gl.  L,  so  lautet  die  Gl.  der  Curve  D^D^i 

^3  «r(2cos<jp(±)). 
Mithin  ist  diese  Curve  identisch  mit  einer  Conchoide  kreisförmiger 
Basis,  deren  Pol  in  der  Peripherie  der  Basis  liegt,  und  deren  beider- 
seitig von  der  Peripherie  aus  auf  der  durch  den  Pol  gehenden  Se- 
cante  abgetragene  Constante  gleich  dem  Radius  der  Basis  ist.  Sie 
lässt  sich  also  auch  leicht  so  construiren,  dass  man  auf  der  verlän- 
gerten Kreissehne  OD  von  D  aus  DD^  =  DD^'  —  DA^  abtröfft 
Ihre  Gleichung  in  Parallelcoordinateu  lautet: 
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sowie  ihrer  Polargleichung  in  Bezug  auf  den  Punkt  Aqi 


deren  Wurzeln  sind 


^»  — 3r«^+2r8c08  9)  —  0, 


Qi 


—  2rcos 


3  • 


rsH'-i^^fi^'^"!) 


Ich  will  hier  nur  noch  bemerken,  dass  die  Polargleichung  der 
Curvc  III.  in  Bezug  auf  den  Pol  A^  vom  mten  Grade  ist,  wenn  m 
eine  Unpaarzaiü  bezeichnet,  also  die  Form  hat: 

p"»-f  op«-i-[-V*~*+  •  •  •  +^  ="  Ö, 
wo  a,  6,  c  .  .  .  Functionen  von  r  und  (p  sind,  und  dass  man  eine 
Wurzel  derselben  dadurch  findet,  dass  man  in  der  Gleichung 


,    1       ,          .    m — 1 
ro  sin  —  cp  +  gg.  sin g> 


rpi  sing) 


p  =  2r  cos  —  9) 


setzt;  alsdann  lautet  die  Wurzel: 


m 


sin— «p 
m 


Qi 


^       1       . m-1 • 
sm  (p  —  2cos  -  cpsm g> 


<P 


So  liefert  z.  B.  m  =-  3: 

Pi  =  —  2rcosQ 
(cf.  Trisection  des  Winkels  BAqO), 

Die  Conchoide 

Q  »  r(2cos(p±l), 

welche  sowohl  an  und  für  sich,  als  auch  in  Verbindung  mit  der  aus 
ihr  entspringenden  Curve 

p'  -  r  (2CO8  1  +  1) 

zufolge  des  Obigen  als  eine  Trisectionscurve  xar'  Üoxriv  erscheinen 
dürfte,  ist  schliesslich  wol  identisch  mit  der  von  dem  Mathematiker 
Azcmar  erfundenen,  deren  Eigenschaften  von  Garnier  in  einem  weit- 
läufigen analytischen  Werke:  „Trisection  de  Tangle  par  L.  P.  V. 
A.  A^emar,  suivie  de  recherches  analytiques  sur  le  mSmo  sujet,  par 
J.  G.  Garnier  k  TEcole  polytechniquo  Paris  1809"  näher  untersucht 
worden  ist. 

JRrasseltbcrg  bei  Cleve,  August  1881. 
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Verallgemeinerung  einer  ] 
Jacobi'schen  Functii 


R.  Hoppe. 


Durch  Multiplication  der  Reiben  für  z 
gloichcm  Modul  und  beliebigen  Argumonteu  < 
Weise  eiueu  Ausdruck  des  Producta  in  ö  Fi 
Modul.  Das  Verfahren  besteht  iu  der  Traue 
auf  die  Reihenindices  quadratischen  Exponi 
ueucr  Indices,  mit  der  Bediuguug  doss  3i< 
AddendcQ  zerlegt,  die  oiazcln  uar  von  je 
Unter  weiteren  Bedingungen  zerfällt  dann 
reihenanrnme  in  die  Summe  einer  begrenztei 
je  zweier  Factoreu,  deren  jeder,  woferu  du 
war,  eine  S  Reihe  darstellt.  Hiervon  wird 
die  einfachste  speciellu  Anwendung  gemacht, 

solche  Gruudrelationeii  der  &  Funct 
sieb  die  Reductiou  der  elliptiBchei 

luf  &  Functionen   herleiten  lässt. 

Icksicbt  auf  derart  Verwendung,  die 
unmittelbar  führt,  iu  voller  Ällgei 
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Es  handelt  sich  darum,  den  Exponenten 

M=  —  m*r  — «*tf4~2wMf  +  2ny  (1) 

durch  die  Substitutionen 

in  einen  Aasdruck  gleicher  Form  in  Bezug  auf  die  neuen  Indices  fi, 
V  zu  verwandeln  und  zu  untersuchen,  wie  ^,  v  zu  variiren  haben, 
damit  m,  n  unabhängig  alle  Zahlen  durchlaufen. 

Nach  Einftthrung  der  Werte  (2)  in  Gl.  (1)  wird 

J/  —  —  (i^ah  +  y«a)  —  2tiv(aßr  +  yöa)  —  vHß^t  +  6^a) 

+  2Aa!  —  A«t 

Der  Ausdruck  hat  die, verlangte  Form,  wenn 

(tßT+yöa^-O  (3) 

ist 

Zunächst  lässt  sich  folgendes  beobachten,  Damit  m,  n  für  irgend 
zwei  consecutive  ^  und  v  ganze  Zahlen  sein  können,  müssen  a,  /?, 
y,  ^,  i  ganze  Zahlen  sein.  Ferner  können  y  und  ^  keinen  Factor 
gemein  haben,  damit  n  alle  Zahlen  durchläuft.  61.  (3)  zeigt,  dass 
dann  6 :  t  rational  sein  muss. 

Setzt  man 

fi  =■  ft' — kö]        V '=>  v'-^Jey'y        b  =  ßy  —  «^ 
60  wird 

Variirt  nun  i*'  von  — oo  bis  oo,  und  v'  von  0  bis  abs.y — 1,  so 
durchläuft  n,  weil  y,  d  relative  Primzahlen  sind,  einmal  alle  Zahlen. 
Daher  entpricht  jedem  n  nur  ein  bestimmtes  fi'  und  ein  bestimmtes 
v\  Für  constantes  n  ist  also  «ft'-f-jJr'  constant,  und  m  ist  aliein 
Function  von  k  und  A,  von  denen  n  nicht  abhängt.  Lässt  man  dann 
h  von  —  CO  bis  00  und  X  von  iV  bis  iV-|-  abs.  t  —  1  variiren,  so  durch- 
läuft m  alle  Zahlen  bei  constautcm  n. 

Während  jiber  v'  von  0  bis  abs.  y — 1  und  k  von  —  oc  bis  oo  variirt, 
durchläuft  V  alle  Zahlen,  und  für  jedes  constante  v,  also  auch 
constante  k  durchläuft  fi  zugleich  mit  ^l'  alle  Zahlen. 

Folglich  durchlaufen  m  und  n  unabhängig  alle  Zahlen,  wenn  ^ 
IT  ttaabbftngig  von  —  od  bis   oo ,  und  unabhängig  k  von  iV  bis 
V-1  variirt    Demnach  ist,  wenn  der  absolute  Wert    die 
>  Anzahl  der  Werte  von  A  bezeichnet, 

86 


i^fcAi. 
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Es  bleibt  noch  Gl.  (3)  durch  die  allgemeinsten  Ausdröckc  der  6 
darin  enthaltenen  Grössen  zu  erfüllen.    Sei 


wo  py  q  relative  Primzahlen.    Dann  hat  man : 


r  —  pp; 


Ü9 


Sei 


er/?  ««  gr ;         yö  =  — pr 
q  =  og';  r  =*=  ät'     ' 


(4) 
(5) 

(6) 


wo  a'  mit  q'  and  ß'  mit  r'  relativ  prim ;  dann  geht  die  erste  Gl.  (5) 

fiber  in 

a'ß'  =  q'r 

und  lässt  sich  nnr  lösen  dorch 


ß^bk  \ 

r  =  kl   ) 


d  =  —ds 


! 


a'-r'-/;        ß' =  q' -- b 
woraus  die  Werte  (6): 

a  '^  €U\        ß  ^=  bk 

Die  zweite  Gl.  (5)  gibt  analog: 

p  =  cd\        r  '^  st 

Der  Doppelwert  von  r  verlangt  die  Gleichheit: 

kl^st 
deren  analoge  Lösung  ist: 

«  —  ej? ;         t  '^  fh 

Nach  Einführung  in  Gl.  (7)  (8)  und  (4)  findet  man: 

er  =       agh  z  =  edg 

ß  =       bef  a  =»  (ibQ 

d  =  —  deg 


(7) 


(8) 


J3<tpp4:   VtraBgtntintrung  eintr  Rdalion  dtr  JaeobCiAai  H$itcÜeittt>. 

Die  Bonst  wUlkDrlicben ,  positivei 
b,  e,  d,  e,  f,  g,  h  Bind  nur  den  B 

1)  e,  /,  h  relativ 

2)  a,  b  relativ  p 

3)  ab  und  ed  pa 

sind;  dagegen  ist  p  eine  beliebii 
dingoog  Ifisst  Bicb  eotbehren,  da 
ab  nnd  ed  in  f  anfüehmon  kann. 

Die  resnltirende  Formel  lanb 

(p(it,  edfi)v/(y,  abg)  —  £  (Sia-J'cd 
<p  I  h  [ag  (e  —  ke 
q>le[i/(x-i*c 

WO  zor   Abkflrzang 

x  —  bt 
gesetzt  ist. 

Die  linke  Seite  hlUigt  nicht  al 
lant  dieser  Formel  vierfach  onem 
des  Products  zweier  beliebigen  6 
tioaalos  Vcrhältnias  haben,  augel 

Sind  die  gegebenen  Uodaln  < 
Bo  lautet  die  Formel: 

TiA[>(«-ie)4-/y],  h*>c9W{«if 

und  geht  fOr 

«  =  /■  = 

in  die  fQr  die  Principien  der  1 
aasreicbende  Grnndformel  Aber. 

Ansaer  den  genannten  4  Zi 
lii^.  Verftndert  man  diesen  aus  I 
N  der  Wert  N+eh*  ein,  wäh 
Ueiben.  Dadurch  Tormindem  sie 
Hod&ln,  d.  i.  am  1  Periodenläoi 
verlndert  Diese  Verftndemng 
saSon. 
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Die  auf  dem  bezeichneten  Wege  erhaltene  Formel  ist  im  wesent- 
lichen identisch  mit  einem  Resultate  der  Untersuchung  von  IL 
Schröter  in  seiner  Habilitationsschrift,  welche  von  der  Entwicke- 
lung  der  nten  Potenz  einer  0  Reihe  ausgeht.  Obgleich  sie  hiernach 
nicht  neu  ist,  hielt  ich  es  nicht  für  unwert,  sie  auf  kürzerm  and 
mehr  directemWege  herzuleiten  und  zu  zeigen,  dass  sie  schon  durch 
eine  längst  vorher  bekannte  Methode,  die  man  nur  zu  verfolgen 
brauchte,  gegeben  war. 


lel   im  Raiu 

ikte  in  endl 


Ton 

R.  Hoppe. 


Einleitung 


.  bleiben  gonöügl 
wirken,  läsat  si 
iclit  anf  Qn&dratn 


y-^rBinqp;     z- 
chen   der  Tongei 


en  Punkt  von  d( 
ine  Function  von 
der  lebendigen  E 

Projeetion  der  F 
r*8<))  —  edt 
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i  (2) 

C08Ty2Fr»  — c« 


-/ 


•*•  w 


Hiervon  bildet  das  Pendel  für  Central-Anziehnng  den  SpedalfaQ, 
wo  die  Fläche  eine  Engel 

nnd,  wenn  «  =  e  das  Anziehnngs-Centram  anf  der  z  Axe  bestimmt, 
u  dessen  Abstand  vom  Punkte  m  bezeichnet, 


=KI-^) 


ist.    Man  hat  dann: 


r  =  asinr;    »  =»  —  acosT 

rdr           ^         audu 
*  aoz  =^ 


COST 


r*  «=  T-g  («  -|-  ^4"**)  («  +  <*  —  u)  (tt+ e  —  a){u — «  4"  ^) 
Stellt  man  also  die  Integrale  (2)  (3)  in  u  dar,  so  erhält  man: 


l/2A?    /*tt«au 


(4) 


(5) 


ü  =  u(k — t*)  («4-Ö+«*)  (6-|~^ — **^  (**"H — ^)  (** — M^) 1 — 

In  T.  LXL  N.  XVm.  S.  264.  habe  ich  für  paraUele  SchwOTkraft 
gezeigt,  dasB  bei  unendlich  kleiner  Elongation  die  nahezu  ebene  Bahn 
eine  langsam  rotirende  Ellipse  ist,  und  dass  die  Oeschwindigket^ 
dieser  Rotation  sich  als  proportional  dem  Inhalt  der  Ellipse  dar- 
stellt. Das  gleiche  auch  für  Central- Anziehung  nachzuweisen  nnd 
den  unterscheidenden  constanten  Factor  zu  ermitteln,  ist  die  g^n- 
wärtige  Aufgabe. 


Bahn  des  Pendels  bei  kleiner  Elongation. 

Sowol  für  das  Maximum  von  u^  bezeichnet  durch  tiQ,  als  für  dfts 
Minimum  u  ^  u^  muss  nach  Gl.  (3)  U  verschwinden.    Sie  entsprechen 


M 


hei  Aiaithuiig  von  eattm  PunlUt  in  endUehtr 

Zugleich  dem  Haxinmm  and  HiDimnm  von  r  and  bestiDunen  dftdnrch 
die  Bclieitel  der  Bahn.    Demnach  bat  U  die  Form: 

n=  «{uo  — »»)(«— «iX—w'+Oi«*— «*»+«■) 
Da  fUr  kleine  Elongation  u  stets  wenig  >-  »-^a  ist,  so  sei 

«-(*-a)(l-(-0 
i-(«-a)(l  +  «)-,     -^ 
dann  wird 

u-  (*-am+o{(»-o(;^+')(, 

=  («-«)«(l+«){(*o-0(t-n)[-(3 
SoUt  mao  t  =  Co,  dann  =  ti,  so  ko 

vontns  mit  VernadilSflsigiuig  hohorai 


.         8<n 

Dies  in  den  enten  der  2  Ansdrflcke 
3.  Ordoimg: 

f -4(«-")' (1  +  0  (».-')  (•- 
-4<«-«)<(..-.)(<-«,)i2' 

Zar  BerechnnDg  der  Bahn  hat 
bruche  ans  61.  (5): 

«Vi  A   .+,.  .+. 


yäJ  (2«+(«-")<^2''- 

iD  den  3  enten  Termen  der  Klamm 
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es  neben  dem  unendlicli  grossen  letzten  Term,  gemäss  dem  Grade 
der  Approximation  in  Bestimmang  von  ü  nicht  in  Rechnung  kommea 
kann.    Daher  bat  man: 

Zar  Integration  sei 
dann  wird 

Ott  8tt  '  4ae 


and  nach  Einfttbrnng 

Nan  ist  nach  Gl.  (6)  (7)  (8) 
2ch^k 

also 

and  Gl.  (9)  wird: 


arc 


„(^S  ^.)+^-i^-Vv. 


Lässt  man  &  von  0  bis  4R  variiren,  so  variirt  «  zweimal  von  «, 
bis  fo  und  zurück,  das  Pendel  steigt  zweimal  vom  tiefsten  Stand  znm 
höchsten  und  sinkt  auf  den  tiefsten  zurück.  Diesem  Intervall  ent- 
spreche das  Azimut  <;p  =.  <p;  dann  wird 

Das  Pendel  vollendet  also  nach  2  Schwingungen  nahezu  einen  hori- 
zontalen Umlauf;  der  zweite  Term  drückt  aus,  wieviel  es  jedesmal 
voreilt.  Seine  geometrische  Bedeutung  Idsst  sich  wie  im  erwähnten 
analogen  Falle  aufstellen. 


bei  Anziehung  von  einem  Punkte  in  endlicher  Entfernung.  409 

Die  Scheitel  der  Bahn  entsprechen  den  Maximis  und  Minimis 
von  r,  also  auch  von  f,  d.  i.  f  =  e^  und  c  «  £|,  deren  Azimute  um 
^<P,  d.  i.  nach  Abzug  der  proportionalen  Yoreilung  um  einen  Rechten 
successive  Yon  einander  abstehen. 

Nan  iat  bis  auf  1.  Ordnung 

6 

und,  die  Voreüung  ungerechnet, 

tg<P=|/^'tg^ 


woraus: 


ac  =*  rcosqp  =»  (e  —  a)  1/ 


—  C08^ 


y  «r 


8in  <p  •=  (e  —  o)  1/ sm  O 


Demnach  ist  die  Bahn  die  Ellipse: 


ex*  cy* 


2a(e  — a)«f,  "^  2a(«~a)S  ^  ^ 
relativ  zu  einem  Axensystcm,  das  mit  einer  Geschwindigkeit 

um  den  Mittelpunkt  rotirt.    Der  Flächeninhalt  dieser  Ellipse  ist 

folglich  die  Voreilung  bei  jedem  Umlauf 

<l>-4R  =  3i'^-«it?  (10) 

Für  parallele  Schwerkraft  ist  e  =  oo .    Hier  wird  der  Factor 

e*  —  ae-\'a^ 

Dieser  ist  es,  der  bei  Anziehung  aus  endlicher  Entfernung  hinzu- 
kommt. Er  ist  stets  >  1  und  *^'***  ^"^  Annäherung  des  Anziehungs- 
centrums an  die  Kugel  in  '•-*-*  es  auf  der  Kugel,  so 
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vird  dio  EinfUhrnng  der  i  noznlSBEig,  dii 
nngttltig. 

Far  diesen  Fall,  e  =  a,  hat  maD ; 

^,=  «(l-^)(4a*-0- 

=  («tt-«)(«-«,)(-uH 

QDd  findet  durch  Substitation  u  =  ug,  u  = 
deDen  die  Werte  hervorgehen: 

2o»c»_  (ja*  — V)(4a'  — «,') 

i    ~"""'K+».)('i°*-%*-«i') 

Nach  deren  Einsctzmig  ergtebt  sich: 

IT         »/  W  \(j  s        s_i_  ("  +  "o)("+" 

(/=  M»(u(,  — u)(»  — Ui)|4a*  — u'  +  uo«,  4jr^-^i_„^ 


:(. 


"o"i 


4a'  — uo'— »1*/ 
Hier  sind  die  u  selbst  unendlich  klein.    Rechnet  man  die  1 
bis  anf  2.  Ordnnog,  so  kommt: 

U  =  u*(iiu  — u)  (u  — »,)  (4a*+uo"i  —  "') 


1  — 

ü-1 


8«» 


Dies  nebst  dem  ans  Gl.  (11)  (12)  horvoi^ehenden  Wert© 
eingefahrt  in  Gl.  (6)  giebt: 

„  -  vi^/v,  \    .('+»3 

^    uV(wd— «)C«— "i)  *-  "  •' 

oder,  wenn 

«  =  «iC08'T?+-tt(,Bin*tj 

9  "  2>^;u:  A A ^  +  ä^^5!VH^^ 

•p       ■*'"»"'^  \u,  co8'i(-|-f»o8in*»?~"  a'  ^ 


und  von 


m  in  RochoQQg 
OB*»)  —  «0  Bin'») ; 


(«0  +  »,)' 

iläaft  der  Endpi 
Jefsto  und  hucbs 
rar  rotirt  sie  gl< 

iie  darcb  ihren 

das  Pendel,  wi 

1  Rechnung  bringt,  den  keplersch< 

H.  <1}   erflUlt,  das  erste  dorcb  di 

tt  Gl.  (13) 


4-A 


*^K«o- 


y26 


g  der   ein< 
i  ein  beilän 
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verstand,    nnd  hier  höcbBtens  eine  Controle  der  Rechnung  I 
Folgonde  Ergebnisse  dagegen  sind  nen. 

1)  Die  elliptische  Bahn  rotirt  langsam  nm  ihren  Brenn 
durch  den  die  Verticale  geht. 

2}  Sie  ist,  als  besonderer  Fall  «  —  a,  wesentlich  Tersc 
von  der  Bahn  fttr  e  ^  o,  welche  am  ihren  Mittelpunkt  roü 
die  YertJcale  in  diesem  hat. 

Ein  stetiger  Uebergang  zum  Fall  e  =  a  ist  nicht  wol  de 
denn,  wenn  e  —  a  verschwindet,  mass  anch  die  Elongatioa  gleic 
verschwinden,  damit  t  klein  bleibt,  so  das«  beim  Uebergang  dii 
in  einen  Punkt  dcgenerirt. 


Stelho/f:   Gttehkht*  der  faclortala/ebi. 


XXXI. 
Geschichte  der  Factorentafehi. 

Von 

P.  Seelhoff. 


Seitdem  EratostheDee  sein  fQr  nna  leider  verloren  gegangenes 
Zahknsieb  (xvxt'vov)  bekannt  gemacht  hatte,  waren  fast  2  Jahr- 
tausende vergangen,  ehe  wieder  Aeliuliches  anftaacbte,  ich  meine 
das  Verzeichniss  der  Primzahleo  der  ersten  zehn  Tansende,  welches 
Fr.  V.  Schootcn  in  seinen  Exercitationes  Mathematicae  mitteilte  (1657). 
Die  Veranlassung  hierzu  lag  in  der  lebhaften  Beschäftigung  der  da- 
maligen Zeit  mit  den  Eigenschaften  nnd  Gesetzen  der  Zahlen,  die 
sich  insbeaondero  ancb  den  Fragen  tlber  die  Teiler  nnd  Divisoren 
der  Zahlen  zuwandte.  Seine  einloitendeu  Worte  beknnden  dies  deut- 
lich: „Cum  ad  solotionem  Qoaeatiounm  de  partibus  aliquotis  et  di- 
visoribns  primos  nnmeros  in  prompfn  habere  valde  opportunom  sit 
atqne  bis  illaram  praxis  in  omnino  facilis  reddatur:  haud  inconve- 
nieus  fore  daiimns,  si,  in  ipsis  hie,  tanqnam  in  abaco,  exponendis, 
prout  eos  ab  nnitate  usque  ad  10000  anmma  accnratione  inveetigavi- 
mus,  Sectionem  haue  insnmeremos." 

Die  erste  Erweiterung  dem  Umfange  nach  and  zngleich  die  sach- 
lich notwendige  Ergänzung  dieses  Verzeichnisses  haben  wir  Dr.  Pell 
(1668)  zo  verdanken,  welcher  in  Brankers  translation  of  Rhonius'a 
Algebra  eine  wirkliche  Factorentabelle  einfttgte,  in  welcher  die  klein- 
sten Primfactoren  mit  Ansnabme  von  2  und  5  für  sämmtliche  Zahlen 
^iB  zu  100000  angegeben  sind.  Denn  wenn  anch  die  Kenntniss  der 
Piimzahleu  für  Tielo  UntersachnngeD  nicht  zu  umgehen  ist,  so  or- 
wheint  doch  als  das  wiebtigere  Koment  die  Angabe  der  Primfactoren, 
SOS  welchen  die  zusammengesetzten  Zahlen  bestehen,  wie  sie  eben 
cht  ist. 
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Was  den  Nntzen  solcher  T&bellen  ttberlianpt  anbei 
sich  Lambert  in  den  „Bcytx&gen  zum  Qebnnche  d 
ganz  zutreffend  dahin ,  daas  „unstreitig  die  Tabellen 
der  Zablen  eben  ed  gemein  seyn  sollten,  als  ee  die  ti 
nnd  logarithmi sehen  sind.  Denn. wer  diese  zn  gebrai 
fOgt  L.  hinzn,  „nird  ganz  gewiss  aacb  jene  branchb: 
um  auch  die  Meinung  eines  zoitgcn6seiBchen  Uatbenu 
ßlhre  icb  die  Worte  des  Prof.  J.  W.  L.  Glaisher  in 
^SBOiing  the  necessi^  for  occasionally  requiriog  t 
large  nnmber ,  it  will  be  seen  that  the  ezistence  of  s 
considerable  extent  is  a  Terj  important  matter;  for 
determiniog,  withont  a  table,  die  factors  of  a  nnmbe: 
laborioDs.  Thns  to  determine  for  example  whetb 
8559091  is  or  not  a  prime  wonid  require  a  long  dajr 

Nach  dieser  kurzen  UBterbrecbnng  wende  ich 
Zählung  der  nach  nnd  nach  erschienenen  Factoreati 
Nach  Dentscbland  waren  die  Pell'Bchen  Tafeln  wohl  li 
und  anch  die  Tafeln  tod  Rabii  oder  Rhonius,  die  <1 
ausgab  und  welche  bis  24000  gingen,  scheinen  we 
gefnnden  zu  haben,  nnd  so  fand  sich  denn  Job.  Mich.  I 
ihm  bekannt  war,  dass  die  ersteren  existirten,  bewo| 
eine  solche  auszuarbeiten.  Sie  bildet  einen  Teil  re 
dessen  „Anteitnng  znr  arithmetischen  Wissenschaft  i 
parallelen  Algebra.  Frankfurt  nnd  Leipz^  1728" 
Anatomia  namerornm.  Dieselbe  Tabelle  findet  sich  : 
gedruckt  in  dem  „Vollständigen  Math.  Lexikon,  Lf 
Richter"   nnd  zwar  im  II.  Teil.    Sie  nmfasst  das  Z( 

1  bis  lOOOO. 

Eine  andere  TabeUe,  von  Dodson  zusammengest 
selben  Umfang-,  sie  erschien  1745. 

Ein  Jahr  später,  1746,  crschiou  von  Job.  Gottl. 
der  Arzne;gelehraamkeit  zn  Halle,  ein  Werk  „Oedi 
Algebra  nebst  den  Primzahlen  von  1  — 1000000"  ( 
100000).  Diese  Primzahlen  waren  von  Peter  Jäger 
nnd  Qnortiermeister  zn  Nflrnberg,  berechnet,  welch 
Verlaufe  anch  eine  vollständige  Anatomia  aumeron 
Tersuchte. 

In  den  Memoiren  der  Pariser  Akademie,  5  ter  Bi 
sich  dann  eine  Tabelle,  die  nur  bis  500  geht  und  alle 

2  und  5  enthält ;  sie  bildet  den  Anhang  zu  einem  Mem 
facile  ponr  decoovrir  toos  les  Nombres  premiers  coi 
illimiti  de  ta  suite  des  Impairs  et  tont  d'ui 
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Tisears    simples  de  ceux  qoi  ne  le  sont  pas/^  welches  Ballier  des 
Oormes  der  Akademie  überreichte. 

Die  Tabelle  von  Da  Tour,  corresp.  Mitgliede  der  Pariser  Aka- 
demie, in  ,3istoire  de  l'Acad^mio  des  Sciences  1764^^  beschrieben,  welche 
ich  von  Grüson  ebenfalls  als  Factorentabelle  angegeben  finde,  verdient 
diesen  Namen  wol  nicht.  Sie  enthält  1666  Zeilen  mit  49  Spalten, 
die  Spalten  sind  mit  3,  5  bis  99  überschrieben,  am  linken  Rande 
finden  sich  die  ungeraden  Zahlen  von  3  bis  3333,  nnd  in  den  Spalten 
abwärts  gehend  sind  die  entsprechenden  Prodncte,  jedesmal  mit  dem 
Quadrate  der  Zahl  am  Rande  beginnend,  eingetragen. 

Erwähnt  finde  ich  dann  noch  die  Factorentafel  von  Pigri 
(1  — 10000)  vom  Jahre  1767.  In  demselben  Jahre  erschien  auch  zn 
Leyden  die  Factorentafel  von  Anjema  nach  des  Verfassers  Tod. 
Dies  umständliche  Werk  nmfasst,  obgleich  es  nur  bis  10000  geht, 
302  Qnartseiten,  da  es  sämmtliche  Divisoren  bei  jeder  Zahl  angiebt 

1770  folgte  dann  in  Deutschland  Lambert,  welcher  in  den  „Bei- 
trägen^^ Zunächst  eine  Tafel  bis  10200  nnd  in  den  Znsätzen  zn  den 
logarithmischeu  und  trigonometrischen  Tabellen  kurz  darauf  102000 
gab.  Betitelt  ist  sie  „Tafel  der  Primzahlen  und  der  Factoren  von 
denen  Zahlen,  die  nicht  durch  2,  3,  5  theilbar  sind/^  Hier  findet  man 
zuerst  die  Einrichtung,  wie  sie  später  von  Burckhardt,  Dase  und 
J.  Glaisher  befolgt  worden  ist,  und  auf  welche  ich  weiter  unten  zu- 
rückkommen werde. 

Erwähne  ich  noch  das  Primzahlenverzeichniss  von  Adolf  Frid. 
Marci  Amsterdam  1772,  welches  die  Zahlen  bis  400000  befasst,  und 
die  Abhandlung  von  L.  Euler  in  Nov.  Comm.  Petrop.  T.XTX,  1774, 
über  die  Einrichtung  einer  Factorentafel  bis  zu  1  Million  gehend, 
welcher  eine  Hülfstafel   mit  den  Primzahlen  bis  1000  beigefügt  ist, 
so  gelange  ich  zu  den  Namen,  an  welche  sich  das  Bestreben  an- 
knüpft, die  Factorentafeln  viel  weiter  auszudehnen  und  zwar  bis  zu 
2,  5  und  10  Million,  und  endlich  sogar  bis  100  Million ;  es  sind  dies 
Oberreit,  Ober-Finanzbuchhalter,  v.  Stamford,  Ingenieur-Hauptmann, 
nnd  Rosenthal,  Bergcommissarius,  einerseits  und  Felkel,  Lehrer  in 
Wien,  andererseits ;  ausserdem  Professor  Hindenburg  in  Halle.  Ober- 
reit hatte  1774  Factorentafeln  bis  zu  72000  und  von  100000  bis 
^04000,  welche  gleichsam   als  Fortsetzung   der    Pell'schen  zu  be- 
trachten sind,  an  Lambert  eingesandt,    da  ihm  die  Müsse  fehlte, 
^ine  Arbeit  fortzusetzen,    v.  Stamford  ttbemahm  dann  auf  Ersuchen 
von  Lambert  die  Vollendung  bis  zu  100000  und  hatte  1775  zunächst 
die  Lflcke  von  72000  bis  100000  ausgefällt    Dann  trat  Rosenthal, 
^-  St  vorgeschlagen,    hinzu,    und  man   einigte   itdi  dahin,  dass 
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dicacr  den  Zahlouranm  vod  504000  — 750000,  jener  von  750000  bia 
lüOOOOl  Uberuehmea  sollte. 

Da  ?.  St.  sciüe  Absicht  nie; 
Vollendung  Bciues  Anteiles  auch  ' 
Mittlerweile  war  Fclkel  auch  be 
übornehmeD.  Er  hatte  nach  sei 
Euler  gelesen,  worin  dieser  die  S< 
Factorcn  zu  zerlegen,  auseioand 
Idee  gefasst,  Factorentafcln  anzi 
Zwecke  erfandcuc  Maschine  mact 
oium  difScoltatum  et  Compntaton 
hei  oiuer  VoroiDgenommouheit,  v 
mit  ihm  nicht  leicht  zosammenzu: 
kam  noch  hinzu,  dass  Hiodenbu 
Itoncn  anzeigte  und  dasg  dieset 
welcher  zur  leichteren  Ücrstolluni 
durch  F.  zu  beschlcauigtercm  Vor 
geren  Correepondenz  der  Beteilig 
trirte  und  die  in  „Joh  Heinrichs  I 
Wechsel,  herausgegeben  von  Joh. 
ist,  stellte  sich  die  Sache  scbliess 
die  Arbeit  von  Roseothal  aufgegi 
Tafel  bia  zu  144000  Wien  1876 
nnscripte,  welches  bis  3  Million 
bereits  gedruckt  waren,  d^ss  oni 
burgs  Tafeln  1784  in  Leipzig  heg 

Das  Mannscript  von  Oberrc 
Schulze  in  Berlin,  nie  von  Gauss  i 
Die  Tafeln  von  Felkel,  welche  a 
druckt  wurden,  wurdou  soweit 
als  Maculatur  znr  Anfertigung  ro 
kriege  des  vorigen  Jahrbnnderts 
lieh  auch  Oestreicb  beteiligte,  um 
halten.  (Nach  der  Angabe  Glais 
London  einen  Abdruck:  I.  Teil. 
144000  und  Gravcs  Bibliothek  ai 
einen  solchen :  I.  Teil,  die  Zahlet 
von  144000  — 33G000.  III.  Ted, 
Einen  dritten  Abdruck,  der  bis  33 
die  UoivereiUitsbibliotkek  zuGöttii 
daher  die  Arbeit  von  neuem  und  1 
sio  Tabulac  factornm  redivivaej 
In  den  Jahren  1703—1794  fertigt 


Stllhoffx   Geschichte  der  Faetorentafeln.  417 

derzeit  lebte,  sogeBaunte  bases  an,  mit  deren  Hilfe  man  die  Zahlen 
bis  24  resp.  bis  100  Million  in  Factoren  auflösen  könne.  Die  Zahl 
dieser  bases  betmg  15  resp.  65.  Der  grösste  Factor,  welchen  man 
mit  ihnen  bestimmen  konnte ,  war  jedoch  nur  397.  Der  Dmck  von 
Hindenbnrgs  Tafeln  wurde  bald  eingestellt,  da  keine  Mittel  zur  Weiter- 
fahrung bereit  waren;  über  ihr  ferneres  Schicksal  kann  ich  nichts 
beibringen,  nur  sei  erwähnt,  dass  Grüson  in  seiner  Ausgabe  von 
Euler's  Algebra  (1796)  bedauert,  Herr  Prof.  Hindenburg  habe  bis 
jetzt  nicht  Gelegenheit  gefunden,  seine  Tafeln  durch  den  Druck  noch 
bekannter  zu  machen. 

1785  erschien  eine  Factorentafel  von  Neumann  in  Dessau  und 
1794  eine  solche  von  Maseres  in  England ;  beide  enthalten  die  klein- 
sten Factoren  der  Zahlen  bis  100000,  und  letztere  ist  nur  ein  Ab- 
druck aus  dem  oben  erwähnten  Werke  von  Branker.    1797  gab  G. 
Vega  neben   seinen  logarithmisch-trigonometrischen  Tafeln  unter  an- 
deren auch  eine  Factorentafel  heraus.    Diese  enthält  die  Primfactoren 
(2,  3   und   5  ausgonommea)    der  Zahlen   bis   102000,  ihr   schliesst 
sich  ein  Yerzeichniss  der  Primzahlen  des  darauf  folgenden  Zahlen- 
ranmes  bis  400000  an.    In  der  ersten  Auflage  dieses  Werkes  von 
1783  fehlen  die  beiden  Tafeln  noch.    Es  folgten  die  Tafel  der  Fac- 
toren bis  10500  von  Grüson  (1798);  femer  „Neue  und  bequeme  Art 
die  Faetorentafeln  einzurichten",  Giessen  und  Darmstadt  1800,  von 
Snell:    dies  Buch  enthält  auch  eine  Factorentafel,    welche  bis  zu 
30000  geht,  und  endlich  eine  Factorentafel  bis  100000  von  Krause 
(1804).    Mit  dem  Eingänge  in  das  19  te  Jahrhundert  war  man  also 
in  den    wirklich    zum    Abschlüsse   und  zur  Verbreitung   gelangten 
Factorentabellen  nicht  wesentlich  über  100000  hinausgekommen.   Für 
das  neue  Jahrhundert  nahmen  L.  Chemac  zu  Deventer,  J.  Ch.  Burck- 
hardt  in  Paris,  A.  L.  Grelle  in  Berlin,  Z.  Dase  in  Hamburg  nebst 
H.  Kosenberg  daselbst  und  J.  Glaisher  in  Cambridge  die  Arbeit  wieder 
auf  und  erweiterten  sie  bis  dahin ,  dass  binnen  kurzer  Zeit  die  Fae- 
torentafeln den  Zahlenraum  bis  9000000  ohne  Unterbrechung  um- 
&S8en  werden,  während  die  zehnte  Million  wenigstens  im  Manuscripte 
auch  vollendet  ist 

Die  Tafel  von  Chemac  enthält  sämmtliche  Factoren  bis  1020000, 
sie  erschien  1811  unter  dem  Titel:  Cribrum  aritbmeticum  sive  tabula 
continens  numeros  primos  a  compositis  segregatos.  Numeris  compo- 
Bitis,  per  2,  3,  5  non  divisilibus  adscripti  sunt  divisores  simplices, 
non  minimi  tantom.  Daventriae.  Das  Jahr  1814  brachte  die  Tables 
des  diviseurs  pour  tous  les  nombres  depuis  1020000  jusqu'  ä  2028000 
avec  les  nombres  premiers,  qui  s'y  trouvent,  von  Burckhardt,  es 
folgten  1816  das  Intervall  von  2028000  bis  3036000  und  1817  das- 
Inige  von  1  bifl  1020000 ;  die  3  Millionen  wurden  in  einem  Bande 
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von  350  Seiten  in  4^  unter  dem  Titel:  Table  des  divisenrs  ponrtoiu 
les  nombres  da  1^',  2®,  3®  million.  Paris  1817  herausgegeben.  Ffir 
die  erste  Million  hatte  B.  eine  Factorentafel  (1  bis  1—1002000)  von 
Schenmark,  Prof.  in  Land,  benutzt,  die  er  mit  Chemac's  Tafel  ver- 
glichen hatte.  In  den  40  er  Jahren  überreichte  Grelle  seine  Faetoren- 
tafeln der  4ten,  5ten  und  6ten  Million  der  Akademie  zu  Berlin. 
Bereits  1850  hatte  Gauss  den  durch  sein  rechnerisches  Talent  be- 
kannt gewordenen  Dase  zu  bestimmen  gesucht,  die  folgenden  4  Mil- 
lionen von  der  7  ten  an  zu  berechnen,  und  1860  unternahm  Letzterer 
die  Arbeit,  materiell  unterstützt  durch  das  Comito  der  Dase-Stiftung, 
an  dessen  Spitze  C.  A.  F.  Peters  stand.  1862  erschienen  dann  „die 
Faetorentafeln  für  alle  Zahlen  der  7  ten  Million  von  6000000  bis 
7002000  mit  den  darin  vorkommenden  Primzahlen'^,  Hamburg.  Dase 
selbst  war  bereits  1861  gestorben ;  er  hinterliess  noch  die  fast  vollen- 
dete 8te  Million,  und  hatte  auch  schon  einen  grossen  Teil  der  Fac- 
toren  für  die  9te  und  10  te  Million  bestimmt.  Dr.  H.  Rosenberg  in 
Hamburg  übernahm  die  Vollendung,  und  so  wurde  denn  noch  die 
8te  Million  7002000—8010000  im  Jahre  1863  und  die  9te  Milüon 
8010000  —  9000000  im  Jahre  1865  mit  dem  Zusätze  „von  Z.  Dase, 
ergänzt  von  Dr.  H.  Rosenberg"  veröffentlicht.  Burckhardt's  und 
Dase's  Tafeln  geben  nur  den  jedesmaligen  kleinsten  Factor  an.  Die 
im  Manuscripte  bereits  fortige  10  te  Million  gelaugte  nicht  mehr 
zum  Drucke;  das  Manuscript  wurde  im  Jahre  1878  von  der 
Witwe  des  auch  bereits  verstorbenen  Dr.  Rosenberg  der  Berliner 
Akademie  angeboten.  Im  Jahre  1877  hatte  man  sich  von  England 
aus  nach  Berlin  gewandt,  um  in  Erfahrung  zu  bringen,  ob  die  Aka- 
demie das  in  ihrem  Besitze  befindliche  Manuscript  der  4  ten  bis  6  ten 
Million  zu  veröffentlichen  gedenke,  und  da  von  dort  die  Antwort  er- 
teilt wurde,  man  sehe  davon  ab  wegen  der  in  dem  Manuscripte  ent- 
haltenen Ungenauigkeiten ,  so  übernahm  noch  in  demselben  Jahre 
J.  Glaisher  die  Arbeit,  um  die  vorhandene  Lücke  auszufüllen.  Unter- 
stützt wird  er  hierbei  von  der  British-Associatiou  for  the  Advan. 
cement  of  Sciences,  welche  zu  dem  Ende  ein  Comite  unter  dem 
Vorsitze  des  Prof.  Caylcy  niedergesetzt  hat.  An  der  Arbeit  selbst 
nehmen  noch  zwei  Rechner  Teil.  Erschienen  ist  bereits:  James 
Glaisher,  table  of  the  fourth  million  London  1879.  Taylor  &  Frandfl. 
Die  Vorarbeiten  für  die  beiden  anderen  Millionen  sind  jetzt  wol  anch 
nahezu  vollendet;  dieselben  werden  im  Zusammenhange  bearbeitet. 

Ich  wende  mich  nun  der  Einrichtung  von  Faetorentafeln  zu  sod 
zwar  vorzugsweise  der  bis  jetzt  bekannten  Tafeln,  hierbei  schieB  Wt 
aber  wie  auch  in  dem  über  die  Herstellung  Beigebrachten  eitt^Mv 
referirende  Behandlung  der  Sache  nicht  angemessen.  So  MMH^ 
denn  die  einzelnen  kritischen  Bemerkungen  mir  zu  gestattei^^Pfl 
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■ach  den  hypothetischen  Eicors,  welcher  sich  an  die  Beschreihnng 
der  Gitleranflegnng  fQr  Tafeln  nach  der  Einrichtung  von  B.  anschliesst; 
ich  glaubte  in  diesem,  welcher  sich  aaf  Uio  analoge  Benntzang  des 
Gitters  fQr  die  F.'scbe  Einrichtung  bezieht,  angeben  zn  sollen,  vie 
F.  mutmasslich  zn  Werke  gegangen  ist.  Bei  dem  cakulatori sehen 
Teile  der  Herstellung  konnte  ich  nur  kurz  auf  gewisse  Rechen  vorteile, 
die  von  J.  Glaisber  benutzt  wurden  und  werden,  hinweisen;  B.  war 
im  AUgemeinen  ähnlich  verfahren,  os  ist  aber  ans  seinen  Angaben 
nicht  zn  ersehen,  dass  er  sich  dieselben  Vorteile  zu  Nutz  gemacht 
hat  Dio  Hitteilung  gegen  das  Endo  bin  über  Restetabcllen  er- 
schien mir,  abgeseben  von  dem  an  dortiger  Stolle  Gesagten,  schon 
dämm  am  Platze  zu  sein,  weil  sehr  wahrscheinlich  die  frUber  er- 
wlhnten  Bases  von  Felke!  damit  übcreinstimmeu.  Es  bleiben  hier 
einerseits  die  Primzahlenvcrzcichuisso  ausser  Betracht,  da  sie  zu 
wesentlichen  Bemerkungen  keine  Veranlassung  bieten;  andererseits 
sei  gleicb  vorweggenommen,  dass  nicht  nur,  wie  es  Bahn  und  Pell 
taten,  die  Factoreu  2  und  5,  deren  Existenz  ja  schon  durch  die 
Endziffer  bekundet  wird,  Eondern  auch  der  Factor  3,  welchen  die 
leicht  zn  bildende  Ziffernsumme  kenntlich  macht,  ganz  ausgeschieden 
werden.  Dann  sind  es  hauptsächlich  zwei  Fragen,  deren  verschiedene 
Beantwortang  eine  Verscbiedonheit  in  der  Einrichtung  der  Tafeln 
bedingen.  Die  eine  bezieht  sich  auf  die  Anzahl  der  Pactoreu,  welche 
aufgenommen  werden  uud  zwar  vorzugsweise  darauf,  ob  nach  dem 
Vorgänge  der  Tafeln  von  Lambert,  Burckhardt,  Dase  nnd  Glaisber 
nur  der  jedesmalige  kleinste  Factor  oder  ob  sämmtlicbe  einfache 
Pactoren,  resp.  deren  Potenzen  angegeben  werden  sollen,  wie  dies 
aoter  Anderen  von  Vega  und  Cbemac  geschehen  ist.  Die  Idee,  wie 
sie  durch  Anjema  allerdings  für  einen  verhikltuissmässig  kleinen  Zahlen- 
raum zur  AnsfUhrnng  gekommen  ist,  sämmtlicbe  Divisoren,  die  ein- 
üben und  zusammengesetzten,  aufzuzählen,  wird  wol  schwerlich  Nacb- 
ibmer  finden ;  in  der  Tat  ist  eine  solche  Zusammenhäufnng  mehr  dazn 
geeignet,  die  Uebersicht  zu  erschweren,  als  dass  sie  irgend  einen 
wesentlichen  Nntzon  böte.  Die  Notwendigkeit  einer  möglichst  com- 
pendiösen  Einrichtung,  far  welche  auch  der  Kostenpunkt  spricht,  weist 
darauf  bin,  sich  mit  der  Angabe  des  kleinsten  Factors  zu  begnügen, 
durch  welche  man  in  den  Stand  gesetzt  ist,  mit  einem  geringen  Anfwande 
einfacher  Divisionen  und  mehrmaligem  Kachachlagen  sämmtlicbe  Fac- 
toten  zn  ermitteln.  Ein  Mittelweg,  welcher  dies  Verfahren  beträcbt- 
lieh  abkürzen  wUrde,  wäre  der,  für  den  ersten  Zahlenranm  bis  100000 
■Ammtliche  Factoren,  und  von  da  an  nur  noch  den  kleinsten  Factor 
aazngehen,  wofUr  sich  auch  J.  W.  L.  Glaisber  ausspricht.  Wenn  der- 
«Ibe  jedoch  weiterhin  erklärt,  dass  die  Aufnahme  aämmtlicher  Fac- 
;o  Mähe  mehr  verursache,  so  will  ich 
BD,  dass  man  dann  schon  bei  der  ersten 
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Million  von  vornherein  statt  der  Primzahlen  bis  997  diese  his  1428il 

berflcksichtigcQ  mOsste,  and  daas  man  mit  dem  calculatorischen  Teile 
anch  nicht  mehr  in  der  angegebenen  Weise  auareichen  würde.  Ferner 
Oberaieht  er,  dass  nach  dem  ganzen  Verfahren  die  Potenzen  über  die 
zweite  hinaaa  sich  nicht  auaprägen.  Die  zweite  Frage  betrifft  die 
AnorduiiDg  der  Argumente.  Die  ungraden  Zahlen  nach  einander  hio- 
znschreiben  und  im  gegebenen  Falle  die  dnrch  Abzählen  ermittelten 
einfachen  Factoren  beizufflgen,  wie  dies  wahrscheinlich  von  Erato- 
sthenes  geschehen  ist,  oder  die  Anordnung  spccicU  so  zu  treffen,  dass 
man  die  Zahlen  in  horizontalen  Reihen  niederschreibt,  und  soTicl 
Zwischenraum  zwischen  diesen  Zahlen  lässt,  um  aber  den  einzel- 
nen die  zugehörigen  Frimfactorcn  anzubringen  nach  dem  Vorschlage 
von  Ballier  dos  Onrmes,  davon  kann  fQglich  keine  Rcdo  mehr  sein; 
ea  bleiben  vielmehr  zwei  Hauptforraen  für  die  Zahlen,  welche,  jenach- 
dem  man  die  eine  oder  andere  wählt,  entscheidend  sind  für  die  Ter- 
eebiedenheit  der  Anordnung.  Bezeichnet  man  nämlich  irgend  eine 
Primzahl  mit  p  und  den  Rest,  welchen  man  bei  der  Division  der 
gegebenen  Zahl  N  durch  10  resp.  100  erhält,  mit  a  resp.  b,  so  ist 
znoAchst 

JV  =  n.lO  +  a 
oder 

iV=  n.lOO  +  i. 

Im  ersten  Falle  fasst  man  je  einen  Zahlenranm  von  30,  im  anderen 
Falle  Ton  300  zusammen,  wie  die  S.  448  folgenden  Schemata  zeigen,  in 
welchen  a  die  4  Werte  1, 3,  7,  9  haben  kann,  und  zwar,  wenn  n->3M 
ist,  die  Werte  1  und  7,  wenn  n  —  3m+l  ist,  die  Werte  1,  3,  7,  9 
and  wenn  n  ~  3m-^2  ist,  die  Werte  3  und  9,  w&hrend  im  zweiten 
Schema  fUr  b  beztlglich  26,  38  und  26  Werte  auftreten,  jenachden 
die  Anzahl  der  Hunderte  sich  durch  3m,  Sm-f-l  oder  3m-|-2  dar- 
Btellen  lässt.     Im  ersten  Falle  nimmt  der  Zahlenraum  30  eine  hori- 
zontale Zeile  mit  11  Feldern  ein,  von  welchen  3  für  die  Zehner  der 
ilen  bestimmt  sind,    während  .die   Qbrigen  8   zur  Anfimhme  dei 
mfactors  dienen.     Die  Einer  befinden  sich  am  Kopfe  der  ulit 
itorensp alten.    Nach  der  zweiten  Anordnung  erfordert  der  Zahlen- 
m  300  eine   senkrechte  Spalte  mit  80  Feldern  für  die  Factoren, 
e  am  linken  Rande  tierabgchonde  Spalte  für  die  Zehner  und  Einer 
1  drei  Qaerzoilcn  fUr  die  drei  vorangehenden  Stx^Uen  der  ZaU. 
1  rechts  nach  links  gedacht,  während  die  noch  Qhrigen  Stellen  im 
igange  angebracht  sind     Als  Repräsentantin  fOr  die  erste  Art  der 
Ordnung  dient  diejenige,  welche  Felkel  seinen  Tafeln  gegeben  bat 
zweite  findet  sich  in  den  Tafeln  von  Lambert,  Burckhard 
t  Glaisher.    Ich  stehe  keiuen  Augenblick  au,   mich  für  dii 
childerte  Einrichtung  auszusprechen,  da  sie  viel  fibersichtli 
Tuanche  Fälle  der  Untersnchnngen,  als  die  andere.    Ich  r 
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dtraar  fainwaiseD,  dass  die  Zahlen  von  derselben  Form  bei  ihr  senk- 
recht  berablaafen  und  sieb  leichter  in  ihrem  Zasammenhange  verfolgoa 
lassen,  als  bei  joner,  wo  man  die  gleicbgeformto  Qnerzeile  aof  jedem 
Denen  Blatte  erst  aa&acben  mnss.  Wenn  Herr  W.  J.  L.  Glaisber 
fttr  letztere  die  Autorität  von  Gauss  ins  Feld  fahrt,  welcher  sich 
Dase  gegenüber  dahin  ansspracb,  dass  er  die  Einrichtung  der  Burck- 
hardt'schen  Tafel  fOr  die  beste  halte,  so  ist  bei  diesem  Ausspruche 
zu  beachten,  dass  Gauss  wol  kaum  noch  eine  anders  eingerichtete 
Tafel  benutzen  könnt«,  es  sei  denn  diejenige  von  Chemac,  Aber 
welche  er  sich  ja  in  den  Göttinger  Gel.  Anzeigen  (1812  März)  an- 
erkennend genug  ausspricht  und  von  welcher  Legcndre  sagt:  Les 
amateurs  de  l'analyse  ont  donc  le  chois  ontre  deux  recueils  qni  peu- 
Tent  Icnr  Stre  £galemcnt  ntiles.  Tun  par  an  maniemeut  plus  facUe 
(Chernac)  l'autre  par  une  plus  grandc  ätendue.  (Theorie  des  uom- 
bres  3.  Auflage.  I.  S.  6.) 

Ich  mnss  der  Vollständigkeit  halber  hier  noch  anfahren,  dasa 
Vega,  der  auch  die  zweite  Einrichtung  hat,  den  Zablenraum  300  auf 
2  Seiten  links  und  rechts  verteilt  hat,  so  dass  man  jede  Spalte  auf 
btidea  Seiten  erst  durchgehen  mnss,  bevor  man  zur  nächsten  Über- 
gebt. Das  macht  sich  aber  leicht,  und  es  ist  mir  nicht  verständlich, 
wenn  Herr  J.  W.  L.  Glaisher  sagt,  es  sei  nicht  leicht,  dies  in  EQrze 
sDseinanderznsetzen.  Die  besondere  Einrichtung,  welche  Felkel  seinen 
Talein  noch  dadnrch  gab,  dass  er  in  den  Factorenfeldem  die  Prim- 
zahlen nicht  selbst  angab,  sondern  Bnchstabencombinationen  benutzte, 
um  sie  zu  bezeichnen,  die  in  einer  besonderea  Tafel  ihre  Erklärung 
fänden,  hat  unr  neben  sächliches  Interesse,  so  dass  ich  es  vorziehe, 
nicht  näher  darauf  einzugchen,  nmsoweniger,  als  er  ja  später  von 
dieser  Bezeichnung  abkam,  die  seiner  Meinung  nach  weniger  Raum 
beanspruchen  sollte,  nachdem  Lambert  ihm  nachgewiesen  hatte,  dass 
wenn  er  Ziffern  wählte,  der  Kaum  nicht  grOsser  zu  sein  brauchte. 

Der  zweifache  Modus  der  Anordnung  bringt  in  der  Art  der 
Herstellung  keine  wcsentlicbo  Aenderung  hervor.  Diese  zerfUlt 
nämlich  nach  der  Grösse  der  Primfactoren  in  zwei  gesonderte  Acte. 
Für  die  kleineren  Primzahlen  bis  zu  einer  Grenze,  die  sowol  von 
der  Grenze,  bis  zn  welcher  die  Tafeln  gehen  sollen,  als  von  den  be- 
sonderen Umständen,  unter  denen  man  arbeitet,  abhängt,  bedient  man 
sich  eines  Netzes  mit  ausgeschnittenen  Feldern,  wie  es  gleich  unten 
sn  einem  Beispiele  gezeigt  werden  soll,  eine  Vorrichtung,  welcher 
ohne  Zweifel  auch  der  von  Prof.  Uindenbnrg  gebrauchte  apparatns 
bis  auf  geringe  Modihcationen  entsprach,  lieber  die  Grenze  hinaus 
geht  man  ausschliesslich  calculatoriscb  zu  Werke.  Es  sei  nun  z.  6. 
die  Primzahl  13  an  den  Stellen  einzutragen,  wo  sie  als  kleinster  Factor 

iche  Form  der 
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Tafel  gelegt;  dann  ist  das  Verfahren,  wie  es  Ganss  wol  nacli  den 
eigenen  Angaben  Barckbardt's  in  der  Einleitung  zn  dem  1814  ersclüe- 
nenen  Teile  seiner  Tafeln  auseinandersetzt  (s.  Gauss  Werke.  2.  Bd. 
S.  183)  folgendes:  B.  Hess  ein  Netz  in  Kupfer  stechen,  wo  durch  81 
horizontale  und  78  yerticale  Linien  80 .  77  Felder  gebildet  sind  und 
die  nötige  Anzahl  tou  Abdrücken  machen.    Die  80  Werte  an  der 
linken  Seite  konnten  sogleich   mitgestochen  werden,  die  Ziffern  der 
3  Querzeilen  und  die  Hauptziffern  am  Eingange  wurden  geschrieben, 
da  sie  sich  von  Blatt  zu  Blatt  ändern;  dann  nahm  B.  von  einem  über- 
zähligen Blatte  der  Breite  nach  nur  13  Spalten  (allgemein  p  Spalten), 
und  indem  er  diesen  Streifen  als  den  Anfang  seiner  Tafel  behandelte, 
schnitt  er  alle  Felder,  welche  den  Factor  13  enthalten  mussten,  aus; 
die  betreffenden   80  Felder  waren  durch   Rechnung  ermittelt     Er 
brauchte  jetzt  dieses  Gitter  nur  auf  die  13  ersten  Spalten  des  ersten 
Blattes  zu  legen,  dann  auf  die  13  folgenden  u.  s.  w.,  um  sogleich  alle 
Plätze  zu  sehen,  die  noch  leer  d.  h.  nicht  mit  7  oder  11  ausgefüllt 
waren,  um  sie  mit  13  auszufüllen.    Für  die  grösseren  Zahlen,  wie 
79,  83  u.  s.  w.  wurde   dann  wol  der  Rahmen  aus  2  oder  mehreren 
Bogen  zusammengesetzt.   Dasselbe  Verfahren  beobachtete  auch  J.  Glai- 
sher,  nur  setzte  er  bei  grösseren  Zahlen  die  Bogen  nicht  zusammen, 
sondern  versah  sie  mit  fortlaufenden  Nummern,  um  sie  der  Reihe 
nach  aufzulegen  und  nach  vollendetem  Turnus  wieder  mit  dem  ersten 
zu  beginnen.    B.  ging  hierbei  bis  zu  499,  Gl.  für  die  4  te  Million  bis 
zu  307.    Diese  Art,  ein  Sieb  zu  benutzen,  kann  man  ebensogut,  ji 
sogar  noch  mit  einer  beträchtlichen  Vereinfachung  anwenden,  wenn 
man  die  erste  Form  der  Einrichtung,  wie  sie  das  Schema  I.  giebt, 
zu  Grunde  legt.    Man  denke  sich  den  Streifen  soweit  verlängert,  das« 
er  77  Zeilen  enthält,  und  von  diesen  Streifen  10  nebeneinanderliegend, 
so  dass  sie  ein  ungetrenntes  Ganze,  eine  einzige  Form  bilden.    Man 
hat  dann  30  Spalten  zur  Aufnahme  für  die  Zehner  und  80  für  die 
Factorenfelder.    An  den  ersten  Streifen,  welcher  in  der  ersten  Zehner- 
reihe  mit  0  beginnt  und  bis  zu  228  geht,  schliesst  sich  aber  der 
nächste  nach  rechts   mit  seiner  Nummerirung  nicht  unmittelbar  an, 
sondern   setzt  voraus,  dass  man  gleich  zum   Uten   Streifen  über- 
gegangen ist,  dann  zum  21ten  u.  s.  w.  bis  91ten,  die  Anfangszahlen 
in  der  ersten  Zehnerreihe  sind  dann  2310,  4620  u.  s.  f.,  die  zugehö- 
rigen übrigen  Zahlen  ergeben  sich  von  selbst.    Der  erste  Bogen  würde 
also  entsprechend  diesen  Streifen  nummerirt,  der  zweite  hätte  die 
Nummerirung  der  2ten,  I2ten  bis  zum  92ten,  der  zehnte  Bogen  die 
Nummern  für  den  lOten,  20ten  bis  100  ten  Streifen  und  die  letzte 
Anzahl  der  Zehner  wäre  23099  mit  den  Einem  3  und  9,  man  hätte 
die  Zahlen  bis  231000  absolvirt.     Um  nun  das  Auflegegitter  zu  con- 
struiren,  sei  wieder  die  Zahl  13  als  Beispiel  angenommen.   Man  bilde 
flieh  dann  einen  Streifen  von  der  ganzen  Breite  des  Bogens,  der  aber 
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nur  13  Qaerreihen  enth&It,  usserdem  kber  einen  kleinen  Hfilfscarton, 
wdcber  eben&lls  diese  13  QoerreihcD,  aber  nnr  die  Brvite  eines  ein- 
ögen   Streifens  hu.     Anf  diesem  schneide  mui    die  8  Felder  ani« 
welche  in   den  8  Sptlten  den  dareh  13  teilbaren  Zahlen  entsprechen 
nnd  in  der  beistehenden  Figur  durch  Krcnie  angedeutet  ilnd.    DIeaen 
Carton  legt  man  saf  den  ersten  Streifen  im  Gitter  und  marklrt  die 
Stellen,  welche  den  aaBgeschnittenen  Feldern  entsprechen,  dann  divi- 
dire  man   770:13  nnd  erhält  —10  als  Rost,  d.  h.  nenn  man  daa 
Gitter  nach    nnd  nach  anf  10  anoiDandcrstOBscnde  Streifen  von  je 
77  Qaerreiben  gelegt  hätte,   so  nllrdo  ob  den  nftchstcn  oder  Uten 
mit  lO  Qaerreiben  Qberdeckon.    In  dem  Änflogpgittor  hat  man  alao 
mit  dem  Hülfacarton  so  zo  verfahren,  dass  mau  dessen  unterste  icehn 
Reihen   zocrst  auf  den  zweiten  Streifen  auflegt;  ferner  hat  man  fUr 
den  3ten  Streifen  —10.2:13  Rost  —7,  n.  s.  f.    Statt  also  80  Aus- 
gangspnnkte  für  das  Gitter  bei  jeder  Primzahl  berechnen  zn  müison, 
wenn  man  die  B.'sche  Anordnung  befolgt,  bat  man  os  hier  von  Torn- 
herein   onr   mit  8  solchen  Punkten  zu   tun.     Das  Gitter  wird  dann 
von  Bogen  zn  Bogen  in  verticalcr  Ricbtoii(t  weiter  geführt.    Sind  die 
10  ersten  Bogen  vollendet,  so  bildet  man  sich  mit  leichter  Mähe  fOr 
die  n&chsten  zehn  vermöge  des  Cartons  ein  ncnci  Gltt«r  nnd  gebrancbt 
es  wie   eben;  jede  10  Bogen  umfassen  den   vollen  Zahlenraam  von 
231000.    Indes  wird  es  ja  vorlänfig  mit  den  ersten  10  Million  in  der 
Anfertigung  von  Factorentafeln  sein  Ende  haben  nnd  da  diese  alle 
Dach   der   nraprftnglichen   Einrichtnng   von  Lambert   angelegt   sind, 
M>  wflrde  eine  andere  Anordnung  auch  für  die  Zukunft  nicht  zn  er- 
streben sein.     Die  Maschine  von  Felkel,  welche  aas  B  Stäben  zu- 
luniBengeaetzt  war,  denen   man  verschiedene  Längen  geben  konnte, 
scheint  etwa  dem  Hälfscarton  zn   entspreclten.    Die  77  senkrechten 
Spalten  bä  B.,  oder  die  77  Qnerreihen  nach  der  andern  An<vdi)Dng 
haben  den  Zweck,  dass  die  Fi^lJor  mit  7  nnd  U  gleich  in  der  Baupt- 
form  durch  den  Druck  eingetragen  wenlcn  können.    Was  nnn  den 
calcnlalorischen  Teil  der  Eintragnngen  betrifft,  so  bestimmt  man  die 
Knbtkwnnel  aas  der  oberen  Grenzzahl  der  Tafel    and  dieser  ent- 
sprechend die  gröaste  Primzahl,  welche  uocb  3  mal  als  Factor  vor- 
kommt; von  hier  an  aufwärts  hat  mui  jede  f 
sdhot  und  jeder  folgenden  bis  zur  Tafelgrenz« 
BBd  die  Pradncte  anter  den  Zahlen  der  Tafel 
das  entqirecbeode  Feld,  welches  noch  nicht  fa 
kleinem  Factor  einzutragen.    Dass  man  sich  hi 
köten  Ar  du  Bechnen  schaffen  kann,  zeigt  i 
&hren  von  J.  Glaisber. 

Ich  kann  am  Schlüsse  meiner  Anseinanders 
la*ea,  dansf  hiiua««isea,  daaa  wahrend  man 
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beschäftigt,  die  4te  bis  6to  Mitlion  zom  AbacbluBse  zn  bringen,  die 
FactoreDtafeln  der  Ubrigoo  Uillionen  immer  schwerer  zugänglich  wer- 
den und  dasB  der  Eostenpnnkt,  wenn  man  einen  grösseren  oder  den 
ganzen  Zahlenranm  umfassen  will,  zu  bedeateud  ist.  Gerade  hierin 
liegt  auch  wol  ein  Haaptgnmd,  dass  die  nicht  nur  grossen  Beiz, 
sondern  anch  mannichfachen  Nutzen  gewUhrende  Bescbftflignng  mit 
den  Zahlen  nnd  ihren  Gesetzen  nicht  so  weit  Platz  greift,  wie  es  «ol 
zn  wanecben  wäre.  Wenn  ich  daher  noch  ein  Verfahren  mitteile, 
welches  den  Gebrauch  voUatfindigcr  Tafeln  in  gewissem  Sinne  ent 
bchrlicb  macht,  ein  Verfahren,  fllr  welches  ich  alle  vorbereitendes 
Bechnnngen  abgeschlossen  babo,  so  glaubo  ich,  ist  diese  Miitcilntg 
durch  das  znletzt  Gesagte  hinreichend  motivirt. 

Znnächst  sei  bemerkt,  dass  hierfür  die  Einrichtm^  des  Schema  I 
erforderlich  ist,  und  dass  man  eine  Factorentafel  nach  dieser  Anord- 
nung bis  100003  mit  allen  Factoren  nOtig  hat  Man  findet  dann 
leicht,  dass  in  irgend  einer  Factorenspalto  z.  B..  Ton  einem  Felds 
mit  13  bis  znro  nächsten  13  Roiben  Zwischenranm  sind,  oder  dsss 
man  in  der  Zehnerspalto  13.3,  in  Wirklichkeit  als  um  13.30  weiter- 
gegangen ist    Mit  anderen  Worten,  ist 

J?—  n.lO  +  o  ein  Vielfaches  von  p, 

JV'— n'.lO-f-o  das  nächste  derselben  Primzahl, 

r.'~n  =  3.p. 

-  nun  eine  Zahl  gegeben,  wie  z.  B.  3573791,  so  setze  ich  diece 
279.10+1 —  (35.10000+7279). 10+1.  Dividire  ich  nao 
i:3(>  und  erhalte  r  als  Rest,  so  musa  (r+7279).10+l  ein 
hes  von  p  sein,  wenn  3572T9I  ein  solches  ist  und  umgekehrt 
ich  demnach  für  jedes  p  bis  zar  1^3572791  den  Rest,  welches 

00  durch  3p  giebt,  ordne  ich  diese  Reste  nach  ihrer  Grösse, 
sie  nach  und  nach  zn  7279  und  sehe  in  der  FactorentabeUe, 
ja  die  Zehner  bis  9999  entliält,  nach,  ob  sich  einmal  in  der 

Buspalte  mit   1  an  der  Spitze  derselbe  Factor  findet,  wie  die 

1  Reste  gehörige  Primzahl,  so  weiss  ich,  dass  diese  PrirnztU 
1  3572791  aufgeht. 

'.  vorauszusehen,  dass  man  bei  der  Addition  der  Reste  aber 

inaaskommen  wOrde,  so  kann  man  fflr  (3Ö0000+7279).10+1 

etzen 

000+(— 10000+7279)1.10+1  =  (360000  — 2721). 10+1 

it  — 2721  ebenso  verfahren,  wie  vorher  mit  7279,  nur  äWi 
ste  von  360000:3p  zu  nehmen  sind. 


und 
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Es  sind  also  fttr  den  ZahleDraum  bis  etwa  6000000  erforderlich 
1)  eine  Factorentabelle  bis  100000  mit  allen  Factoren;  2)  60  resp. 
61  kleine  Tabellen,  welche  die  Reste  von  1.10000  bis  61.10000:3p 
der  Grösse  nach  und  mit  jedes  Mal  beigeschriebenem  p  enthalten. 
Hit  diesen  einfachen  Httifsmitteln  ist  es  mir  leicht  geworden,  die 
Zerlegung  grösserer  Zahlen  in  ihre  Primfactoren  auszuführen  und 
swar  durchgängig  in  ganz  kurzer  Zeit. 

Was  die  Wiedergabe  durch  den  Druck  betrifft,  so  ent- 
halten die  Tafeln  von  B.  beispielsweise  auf  jeder  Quartseite  einen 
Zahlenraum  von  9000,  da  er  31  senkrechte  Spalten  und  80  horizon- 
tale Beihen  darauf  anbrachte.  Man  würde  bei  der  anderen  Anord- 
nung unter  Beibehaltung  desselben  Formates  und  derselben  Schrift- 
grösse  und  unter  Hinzunahme  von  zwei  senkrechten  Spalten,  während 
die  Zahl  der  Querreihen  dieselbe  bliebe,  freilich  nur  den  Zahlenraum 
7200  auf  jeder  Seite  umfassen,  aber  beim  Gebrauche  hätte  man  den 
grossen  Vorteil,  dass  jedesmal  Zahl  und  zugehöriger  Factor  fast  un- 
mittelbar neben  einanderstehen ,  während  man  dort  eine  Anzahl  von 
Spalten  bis  zu  30  durchgehen  muss,  um  zu  dem  betreffenden  Fac- 
torenfelde  zu  gelangen. 

Als  Quellen  für  die  Geschichte  der  Factorentafeln,  resp.  ihre 
Einrichtung  und  Herstellung  dienen  füglich: 

Fr.  y.  Schooten,  Exercitationes  Mathematicae. 

J.  H.  Lambert,  Beyträge  zum  Gebrauche  der  Mathematik. 

Memoiren  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Paris.    5.  Band. 

Histoire  de  TAcademie  des  Sciences.    S.  88. 

Lamberts  deutscher  gelehrter  Briefwechsel  von  Job.  BernonUi. 

L.  Eulers  Algebra  von  Job.  Ph.  Grüson.    1.  Th.  S.  22  u.  24. 

Gribrum  arithmeticum  von  Chernac.    Einleitung. 

Table  des  diviseurs  pour  tous  les  nombres  du  deuxiöme  million. 
Von  Burckhardt.    Einleitung. 

Z.  Dase,  Factorentafel  7  te  Million.    Einleitung. 

J.  W.  L.  Glaisher,  On  factor  tables  with  an  account  of  the  mode 
of  fonnation  of  the  factor  table  for  the  fourt  million  Proc.  of  the 
Cambr.  Ph.  Soc.  Febr.  1878. 

Bremen  im  October  1883. 

Nachtrag. 

Meine  Mitteilungen  über  die  Geschichte  der  Factorentafeln  habe 
ich  noch  durch  die  Notiz  zu  ergänzen,    dass  im  Jahre  1863  der 


I 


I 


426  Seelhof/:  Geschichte  der  Factorentttfeh, 

Eaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien  aus  dem  Ktchlass 
des  verstorbenen  Professors  Kulik  in  Prag  ein  Manascript,  entbltend 
Factorentafeln,  übergeben  wurde.    Nach  dem  Berichte,  welchen  Prof. 
Petzval  hierüber  1866  der  Akademie  vorlegte,  umfassen  diese  ii  6 
grossen  Foliobänden  den  Zahlenraum  von  3  bis  100000000  (hnndert 
Million)  und   geben  den  kleinsten  Primfactor,   mit  Ausnahme  Ton  % 
3  und  5  an.    Die  Primfactoren  sind  durch  die  Buchstaben  des  kl^Deau 
lateinischen  Alphabets  und  durch  Combinationen  derselben  bezeic 
deren  Bedeutung  einer  Hülfstafel  zu  entnehmen  sind.    Also  ähnUck,! 
wie  bei  Felkel,   nur  dass  dieser  seine  Combinationen  aus  je  eiaesj 
Buchstaben  des  grossen  und  kloinen  lateinischen  und  deutseben  Al- 
phabets   mit  je    einem  Buchstaben  des  griechischen  bis  i  bild^- 
(Sitzungsber.  der  Mathem.-Naturw.  Kl.  der  K.  Ak.  d.  W.  lu  Wen 
LIII.  II.  Abth.). 

Eine  andere  nachträgliche  Notiz  betrifft  die  Einrichtung  roi 
Factorentafeln.  Im  51.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  befindet  sie 
nämlich  ein  Artikel  des  Herausgebers:  „Wie  eine  Tafel  der  unteil- 
baren Factoren  der  Zahlen  bis  zu  beliebiger  Höhe  möglichst  leicht 
und  sicher  aufzustellen  sei.'^  Grelle  verlangt,  dass  die  Tafeln,  ab- 
gesehen von  2,  3  und  5  die  übrigen  Factoren  sämmtlich  geben  müssten. 
Zu  ihrer  Herstellung  bis  zu  einer  weiteren  Grenze  setzt  er  eine  bereits 
vorhandene  Tafel  mit  allen  Factoren  in  einem  kleineren  Um&ng, 
aber  von  7  beginnend,  voraus  und  ausserdem  eine  Productentafä 
Bezeichnet  man  eine  Zahl  der  vorhandenen  Tafel  mit  E^  eine  Prim- 
zahl mit  /),  die  obere  Grenze  der  neuen  Tafel  mit  B^  so  werden  »He 

B 

p  Vis  y  B  mit  allen  E  bis  — rg   multiplicirt  und   zwar    werden  rar 

jedes  Product  einzelne  Teile  besonders  gebildet  und  in  besondere 
Productentafeln  eingetragen.  Die  erhaltenen  Producte  bilden  die 
Zahlen  der  neuen  Tafel,  die  übrigen  Zahlen  sind  Primzahlen.  Die 
vorkommenden  Wiederholungen  dienen  als  Probe.  Nach  seiner  Ab- 
sicht soll  dann  aus  der  Chernac'scheu  Tafel  eine  neue  bis  7OQ0000 
und  aus  dieser  eine  solche  bis  49000000  hervorgehen.  Für  die  Be- 
arbeitung hatte  er  Dase  ins  Auge  gefasst  und  die  Zeit  bis  zur  Toll- 
endung auf  ca.  16  Jahre  berechnet.  Es  findet  sich  in  dem  Artikd 
auch  eine  Berechnung  sämmtlicher  Kosten,  nur  geht  der  Berechner 
dabei  nicht  mit  in  Rechnung,  da  dieser  von  einer  wissenschaftlicbeB 
Gesellschaft  oder  der  Regierung  unterhalten  werden  sollte.  (Crelle*s 
Journal  LI.}. 

Schliesslich  kann  ich  noch  die  Nachricht  hinzufügen,  dass  in- 
zwischen die  Tafel  der  5.  und  6.  Million  von  Glaisher  erschienen  ist 


( 
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Die  tTmkehrung  des  Grundgedankens 
von    Hindenburg's  combinatorischer  Analysia. 


Herrn  Friedrich  Roth, 

oril.  Lehrer  am  ßealprogymnuiam  lu  Buxtchiiilc. 


a)  Die  ^meinen  Combtnittioneii  und  Tarlntionen  *>. 
(CombiQ.  nad  VariationsD  ohne  und  mit  onbesuhränkter  Wiederhol ong.) 
In   dem  letzten  Jahrhundert  bat  die  Hatbematik  von  mehreren 
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Professor  Hindonbürg  eingeführt,  von  einer  grossen  Zahl  seiner 
Schüler  und  Anhänger  verteidigt  und  vermehrt  wurde ,  um  schliess- 
lich fast  ganz  der  Vergessenheit  anheimzufallen,  ein  Schicksal, 
das  wohl  die  meisten  dieser  Neuerungen  teilen  werden,  sobald 
es  ihnen  nicht  gelingt,  durch  wirkliche  Lösung  der  Jahrhunderte 
alten  Aufgaben  unserer  Wissenschaft  die  menschliche  Erkenntniss 
wirklich  zu  fördern. 

Doch  war  die  Schöpfung  Hindenburgs  nicht  ohne  Wert  Er  war 
dabei  von  einem  richtigen  Gefühl  geleitet  uud  hat  eine  Wahrheit 
herausgefunden,  dio  für  die  Mathematik  reiche  Früchte  zu  tragen 
verspricht,  wenn  sie  nur  in  anderer  Weise,  als  er  selbst  es  getan, 
benutzt  wird.  Diese  Wahrheit  aber  ist  die  innige  Beziehung  zwischen 
der  Multiplication  mehrstelliger  Grössen  und  der  Combinationslehre. 
Von  der  Tatsache  ausgehend,  dass  bei  der  Ausr^hnung  eines  Pro- 
ductes  von  mehreren  Polynomen  alle  möglichen  Zusammenstellungen 
ihrer  Summanden  vorkommen,  sucht  die  „combinatorischo  Analysis" 
zunächst  für  die  Combinationslehre  die  Gesetze  und  Formeln  fest- 
zustellen und  durch  neue  Bezeichnungen  übersichtlich  zu  machen,  um 
diese  dann  vermittelst  des  polynomischen  Satzes  auf  die  Theorie  der 
Reihen  anzuwenden.  Daher  nennt  Hindeuburg  den  letzteren  „das 
wichtigste  Theorem  der  ganzen  Analysis^S  und  deshalb  sagt  einer 
seiner  Anhänger   von  demselben  Satze:    „Dieser  ist  gleichsam  ein 


Beweis  selbst  gefanden,  oder  ob  er  ihn  einem  anderen  Werke  entnommen  bat^. 
Darauf  bin  schreibt  mir  Herr  Reidt,  dass  er  den  Grundgedanken  seines  Be- 
weises, den  er  scbon  1868  in  seinen  „Elementen  der  Mathematik^  mitgeteilt, 
anderwärts  vorgefunden  habe,  sich  jedoch  nicht  mehr  bestimmt  erinnere,  in 
welchem  Buche  er  ihn  zuerst  gelesen  habe.  Die  Quellenangabe  bei  jedem  ein* 
Keinen  Satze  hält  er  fflr  untunlich.  Uebrigens  finde  sich  dieselbe  Ableitaog 
jener  Formel  auch  in  den  Elementen  der  Mathematik  von  Gallcnkamp  (S.Aufl.  1860) 
und  in  der  Elementar- Mathematik  von  Helmes  (3.  Aufl.  1874).  Dass  er  ge- 
rade diesen  Beweis  gewählt  habe,  liege  in  dessen  Kflrze  und  Brauchbarkeit 
fOr  den  Unterricht.  Die  wissenschaftliche  Strenge  der  Entwickelung  sei  oo- 
bestreitbar,  die  Beweisführung  also  vollständig  „durchschlagend'^,  doch  könne 
man  bei  dem  mfindlichcn  Vortrage  den  Gedankengang  niyr&s  mehr  ausführca 
als  es  die  erforderliche  Knappheit  der  schriftlichen  Darstellung  gestatte. 

Wie  aus  dem  Zusammenhange  deutlich  hervorgeht,  habe  ich  in  dem  frag- 
lichen Aufsatze  mit  dem  Ausdrucke  „durchschlagend"  nichts  anderes  bezeicbneo 
wollen  als  diejenige  Eigenschaft  des  Vortrages,  die  im  Stande  ist,  auch  mittel- 
mftssig  begabte  Schfller  zu  überzeugen  und  fortzureissen.  Im  Uebrigen  aber 
kann  ich  nicht  von  der  Ucberzcugung  lassen,  dass  die  Geringfügigkeit  der 
Quellenangabe  und  des  Litteratumachweises  einen  Mangel  des  Schlömilch'sebfl 
Handbuches  bildet,  das  doch  in  erster  Linie  nur  zum  Nachsehlageo 
Lehrer  bestimmt  sein  kann. 
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hoher  Standort,  von  welchem  man  die  Gefilde  der  Analysis  über- 
sehen kann".  In  Wirklichkeit  war  er  den  Vertretern  der  combina- 
torischen  Analysis  die  Brücke,  über  welche  sie  ans  dem  Gebiete  der 
Combinationslehre  in  dasjenige  der  algebraischen  Operationen  her- 
überdrangen, nm  die  auf  jener  Seite  geschmiedeten  Waffen  zur  Ueber- 
windnng  der  Schwierigkeiten  zu  benutzen,  die  sich  dem  Mathematiker 
diesseits  entgegenstellen. 

In  dieser  Abhandlung  stellen  wir  uns  nun  die  Aufgabe,  die 
Formeln  der  Combinationslehre  sämmtlich  in  einheitlicher  Weise  auf 
eine  neue  Art  herzuleiten.  Da  es  sich  dabei  im  Gegensatze  zu  dem 
Unternehmen  Hindenburg's  darum  handelt,  hr  die  Ausführung  der 
Zusammenstellungen  von  gegebenen  Elementen  die  entsprechende 
Kechenoperation  aufzufinden,  so  wird  uns  der  Gedanke  nahe  gelegt, 
einmal  den  Weg,  den  jener  eingeschlagen,  umgekehrt  zu  gehen  und 
vermittelst  des  polynomischen  Satzes  die  bekannten  Regeln  der  Algebra 
auf  das  in  unsrer  Aufgabe  zum  Teil  noch  als  unbekannt  vorausge- 
setzte Gebiet  der  Combinatorik  anzuwenden. 

Zerlegen  wir  die  Potenz  des  ngliedrigon  Polynoms 

in  ihre  m  Factoren  und  führen  die  Multiplication  dieser  so  aus,  dass 
wir  den  Summanden  (a,  &  . . .)  eines  jeden  der  polynomischen  Fac- 
toren immer  hinter  den  Summanden  des  vorhergehenden  Factors 
setzen,  so  geben  die  Teilproducte,  welche  die  Glieder  der  entstehenden 
polynomischen  Reihe  bilden,  die  Variationen  mit  Wieder- 
holungen von  n  Elementen  zur  mtenClasse,  solange  wir  ein  jedes 
derjenigen  Glieder,  in  denen  dieselben  Buchstaben,  aber  in  anderer 
Reihenfolge  vorkommen  —  wie  dies  bei  der  Multiplication  in  der  Tat 
geschieht  —  besonders  zählen.  Nun  wird  eine  jede  Summe 
zur  Anzahl  ihrer  Summanden,  wenn  wir  jeden  dieser 
letzteren  gleich  eins  setzen.  Da  nun  alle  Glieder  der  ent- 
standenen polynomischen  Reihe  sich  als  Producte  der  unbestimmten 
Zahlen  a,  b  u.  s.  f.  darstellen,  so  erhalten  wir  die  Anzahl  der  frag- 
lichen Variationen,  wenn  wir  für  jeden  Buchstaben  1  schreiben. 
Bann  aber  ist  die  gesuchte  Anzahl  der  Variationen  mit  Wieder- 
holungen von  n  Elementen  zur  mten  Classe: 

nmal 

(i-fr+i+  ...+i)« = n« 

Wäre  es  möglich,  während  der  Multiplication  alle  diejenigen 
Glieder  zu  entfernen,  die  Wiederholungen  enthalten,  so  würde  man 
^tfilqaMlMden  Variationen  ohne  Wiederholungen  erhalten.  Schreibt 
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man  dagegen  das  Hanptprodact  in  der  gewöhnlichen  Weise,  d.  h.  die 
einzelnen  Teile  desselben  als  Producte  von  Potenzen,  wie  d*-^^^ 
aTO-*^3^-8  u  a^  gQ  stellen  diese  die  Abkürzungen  fttr  alle  mög- 
lichen Combinationen  mit  Wiederholungen  vor,  die  Anzahl  der  Glieder 
des  Endproductes  also  die  Anzahl  der  Formen  der  letzteren  bei  n 
Elementenund  in  der  m  ten  Classe. 

Könnten  nun  die  einzelnen  Factoren  in  allen  Teilproductcn 
gleich  oft  mal  umgestellt  werden,  so  würde  man  nur  nötig  haben, 
die  Zahl  der  Variationen  m.  W.  durch  die  zugehörige  Yersetzungszahl 
zu  dividiren,  um  die  Zahl  der  Complexionen  der  in  Rede  stehenden 
Combinationen  zu  erhalten.  Dies  geht  aber  deshalb  nicht,  weil  in 
den  einzelnen  Productcn  nicht  überall  dieselbe  Menge  gleicher  Ele- 
mente vorhanden  ist.  Es  käme  also  nur  darauf  an,  ein  Verfahren 
zu  ersinnen,  durch  welches  die  Ungleichheit  der  Permutationszahl 
beseitigt  würde.    Ein  solches  liegt  in  Folgendem: 

Es  werde  die  mte  Potenz  des  Polynoms  a +5 +<?-}-... +^ 
durch  m—-l  malige  Multiplication  ausgerechnet,  wobei  wir  die  später 
kommenden  einstelligen  Einzelfactoren  in  derselben  Weise  wie  oben 
an  die  früheren  anfügen  und  zur  leichtern  Uebersicht  die  mehrstel- 
ligen Hauptfactoren  als  wagerechte  Reihen  unter  einander  schreiben, 
wie  in  dem  nachstehenden  Schema,  das  bei  der  Ausführung  der  Multi- 
plication von  oben  nach  unten  durchlaufen  werde. 

Kun  leuchtet  sofort  ein,  dass  bei  der  Bildung  der  Einzelproducte 
je  zwei  verschiedene  Buchstaben  (z.  B.  a  und  b)  aus  zwei  verschie- 
denen wagerechten  Reihen  auf  zwei  Weisen  verbunden  werden  können 
(nämlich  erstens  das  a  der  oberen  mit  dem  h  der  unteren  Reihe, 
oder  das  b  der  oberen  Reihe  mit  dem  a  der  unteren);  zwei  gleiche 
Buchstaben  dagegen  können  nur  auf  eine  Weise  zusammengestellt 
werden.  Nun  setzen  wir  zu  den  tiefer  stehenden  Poljmomen  immer 
einen  Summanden  (at)  mit  positivem  oder  negativem  Vorzeichen 
hinzu,  der  die  Eigenschaft  hat,  die  Gestalt  derjenigen 
Buchstaben  einer  oberenReihe  anzunehmen,  mit  denen 
er  multiplicirt  wird,  so  zu  den  Gesammtfactoren  vom  zweiten 
abwärts  ein  a^,  das  sich  stets  in  diejenigen  Elemente  der  ersten  Reihe 
verwandelt,  an  die  es  augefügt  wird,  dann  von  der  3 ten  Reihe  ab- 
wärts ein  Glied  (tg,  das  die  Gestalt  der  Buchstaben  des  zweiten  Haupt- 
factors  annimmt,  u.  s.  f.  für  jede  tiefer  stehende  wagerechte  Reihe 
ein  Glied  mehr  bis  zur  mten,  wo  a«»-i  denjenigen  Summanden  be- 
zeichnet, welcher  die  Gestalt  der  Glieder  des  m— Iten  Polynoms  ein- 
schliesslich der  angefügten  a  annimmt,  sodass  wir  folgendes  Schemi 
erhielten: 
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12     3        n— 1  n 


I.Reihe:  a-^b-^c^  ...  -fH"^ 

2       „      a-K+H-  •••  +H-«±ffi 
3.       „      o+&-f  c-|-  ...  +s+t±a^±a^ 

•  ■  « 

.  ■  • 

.  .  . 

letzte  tn     „     a+H"H- •" +*+*i:«ii:«j±tt3d:-±«^»-i±-±«m-i 

Jetzt  habe  ich  immer  zwei  Wege,  um  irgend  einen  Buchstaben 
der   einen  Reihe   mit   einem  beliebigen  Bachstaben   einer  anderen, 
tiefer  stehenden  zu   verbinden,  einerlei  ob  dabei  zwei  gleiche  oder 
zwei  unter  sich  verschiedene  Elemente  verknüpft  werden.    Denn  in 
dem    ersten  Falle   führt   der  eine  Weg  zu   dem   wirklich   gleichen 
Zeichen,   der  andere  zu  demjenigen  -|~<^)   ^^   sich  in  das  gleiche 
2>eichen  verwandelt    Die  Anzahl  der  möglichen  Versetzungen  ist  also 
überall  dieselbe.    Es  sind  dieselben  aber  auch  vollständig  vorhanden. 
Denn  die  Permutationen  sind  dann  alle  ausgeführt,  wenn 
die  Vertauschung  zweier  an  beliebigen  Stellen  stehen- 
den Elemente  keine  neuen  Formen  mehr  ergiebt,  oder 
anders  ausgedrückt,  wenn  alle  Paare  der  Elemente  der  Reihe  nach 
unter  sich  ihre  Plätze  gewechselt  haben.    Dieser  Bedingung  entspricht 
aber  unser  Verfahren,  weil  sie  den  Grundgedanken  desselben  bildet 

Wähle  ich  bei  den  verwandelbaren  Gliedern  das  negative  Vor- 
zeichen, so  fallen  alle  Wiederholungen  weg.  Denn  es  kommt  ein 
jeder  Summand  einer  wagerechten  Reihe  bei  dem  Multipliciren  mit 
einer  tiefer  stehenden  sowohl  mit  dem  ihm  gleichen  Buchstaben  zu- 
sammen als  auch  mit  demjenigen  negativen  o,  das  sich  in  diesen  ver- 
wandelt Die  wiederholte  Multiplicatiou  des  Minuszeichens  stört 
diesen  Schluss  nicht,  da  derselbe  für  jede  beliebige  Auswahl  der 
Glieder  aus  den  übrigen  polynomischen  Factoren  in  Gültigkeit  bleibt 
An  jedes  Einzelproduct  der  Summanden  der  oberen  Polynome  ist  in 
dem  nächsten  nach  unten  folgenden  Polynom  derselbe  Buchstabe, 
wrenn  er  in  jenem  Producte  schon  enthalten  war,  zweimal  anzufügen, 
und  zwar  das  eine  Mal  positiv,  auf  dem  gewöhnlichen  Wege,  das 
andere  Mal  negativ,  bei  Benutzung  des  a. 

Wenn  wir  nun  mit  Hülfe  des  oben  schon  einmal  gebrauchten 
Kunstgriffes  die  durch  das  Ausmultiplidrtt  --tntstehende  Summe  in 
die  Anzahl  ihrer  Glieder  verwandeln,  '^  vir  die  verwandel- 

baren Einzelfaotoren  ebenso  wie  die  ndeln;  denn  auf 


ii-i 
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das  Vorhandensein  eines  Prodactes  überhaupt  hat  es  keinen  Einfinss, 
welche  Gestalt  seine  Factorcn  besitzen.  Da  ausserdem  die  An- 
zahl der  zu  permntirenden  verschiedenen  Elemente  97»  ist,  und  die 
gleichen  Elemente  sich  wie  diese  verhalten,  so  bekommt  man: 

1)       (Var.  0.  W.)      r(n)  «  n(n-l)(n--2)  ...  (n  — m  +  2)(n  — m-f  1) 

n(n— l)(n  — 2)...  (n  — m+2)(n  — in+1) 


2)     (Comb.  0.  W.)    C(n) 


m 


1.2.3...  (m— l)m 


{:) 


^    ^  1.2.3  ...  (m  —  l)m 


„,  *.*..t^  ...  (m  — l)j 

'n'\'m —  1^ 


=r:-') 


Wie  man  sieht,  hat  diese  Ableitung  den  Vorzug,  dasa  sie  die 
Combinationen  mit  und  die  ohne  Wiederholungen  unter  einem  Ge- 
sichtspunkt vereinigt,  während  die  bisherigen  Beweisarten  den  er- 
steren  eine  abgesonderte  Stellung  zuweisen,  die  ihnen  zum  Nachteil 
des  Lernenden  den  Anschein  besonderer  Schwierigkeit  geben. 

Es  sei  uns  wieder  die  n  gliedrige  polynomische  Reihe  a+h-^-c 
-f-  —  «-j-^  gegeben;  man  füge  dazu  den  Summanden  -|~**  u^d  erhebe 

die  entstandene  n-fl  stellige  Summe  in  der  Weise  auf  die  mte 
Potenz,  dass  man  die  ersten  n  Summanden  als  einzige  Grösse  auf- 
fasst,  d.  h.  man  entwickele  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 

[(0+6+c-f  ...  +«+0+t*]% 

wodurch  man  man  bekanntlich  m-f-1  Glieder  erhält  Um  aber  aUe 
einzelnen  Summanden    derjenigen   Reihe  zu  bekommen,  die  dorcb 

wirkliche  Ausführung  der  mten  Potenz  der  n-f-l  gliedrigen  Summe 
a-f-*+  -  +«*  entsteht,  muss  ich  in  jener  Binomialreiho  die  Potenzen 
des  durch  die  runde  Klammer  zusammengefassten  ersten  Gliedes 
ausrechnen.  Eine  jede  dieser  Potenzen  giebt  aber  soviel  einzelne 
Producte  der  Buchstaben  o,  2»  . . .  < ,  als  sich  n  Elemente  zur  Classe 
des  jedesmaligen  Potenzezponenten  mit  Wiederholungen  combinireo 
lassen ;  und  da  die  Potenzen  von  u  immer  nur  eine  Stelle  haben,  so 
bekommen  wir  den  Satz: 

^C(n)  +  ^C(n)'\-^C(n)+  .,.  -{-••C(n)-f  «'C(n)-fl  =  ""dn  +  l) 
m  m— 1  M— 2  2  1  *• 


' 


> 


et') 
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£s  ist  das  dieselbe  Gleichung ,  wie  sie  Stammer  schon  1B81  im 
zwölften  Jahrgange  von  Hoffmanns  Zeitschrift  S.  191  und  192  ans 
der  Natur  der  Combinatibnen  abgeleitet  hat.  Unsere  Entwickclung 
besitzt  ausser  dem  Vorzug  der  Kürze  noch  den,  dass  sie  durch  Er- 
weiterung eine  eigcntümliclie  Beziehung  zwischen  den  Binomialcoef- 
ficienten  aufdeckt.  Wenn  man  nämlich  bei  der  Ausrechnung  von 
{a-{-lf-{'C-\-  ...  s-\-t)'^  je  n—r  und  je  r  Elemente  als  Teile  eines 
Binoms  zusammenfasst,  so  erhält  man  dem  Obigen  entsprechend 

4)      ^C(r)  =  «»CCn— rj  +  w-CCn  — r)«'C'(r)-|-«'C(n  — r)«'C(r)+... 

m  wi  m— 1  1  m— 2  2 

+  ""Cin  -  r)  *'C{r)  +  ...  +  *'C(n  —  r)  ''C(r)  +  ^C(r) 
m—k  k  l  m— 1  m 

eine  Gleichung ,  welche  das  Gegenstück  zu  dem  Satze  bildet,  den 
Baltzer  in  seinen  Elementen  der  Math.,  II.  Teil,  §  25  für  die  Com- 
binationen  o.  W.  dadurch  herleitet,  dass  er  u-\-v  Elemente  in  je  u 
nnd  je  v  zerlegt. 

Die  linke  Seite  der  ersten,  einfacheren  Gleichung  enthält  die  um 
1  vermehrte  Summe  aller  Combinationen  mit  Wiederholun- 
gen von  n  Elementen  durch  alle  Classen  von  der  ersten 
bis  zurinten,  sodass  wir  für  die  Anzahl  der  Formen  der  in  dieser 
Weise  ausgeführten  Combinationen  bekämen: 

^  _  (n+l)(n+2)(n+3)...(n-f..-l)(n+^)_^^/n+^\     ^ 

ibiaV  1.2.3  ..(7/1— l)m  \    ^    ) 

Dies  ist  die  Formel,  die  sich,  soweit  meine  Kenntniss  reicht,  zu- 
erst in  der  ara  conjectandi  von  Jac.  BemouUi  vorfindet,  wo  sie  aus 
den  Eigenschaften  der  Zahlen  gefolgert  wird,  welche  die  Anzahl  der 
Combin.  m.  W.  angeben,  und  die  in  einer  Tabelle,  nach  Classen  und 
Elementen  fortschreitend,  jedoch  nur  innerhalb  enger  Grenzen,  über- 
sichtlich zusammengestellt  sind. 

Ganz  ebenso  können  wir  den  Grundgedanken  unserer  Abhand- 
Inng  dann  anwenden,  wenn  uns  die  Aufgabe  gestellt  wird,  die  An- 
zahl der  Combinationen  ohne  Wiederholungen  durch 
alle  Classen  von  der  ersten  bis  zur  höchstmöglichen  zu  bestim- 
men, eine  Aufgabe,  die  von  Hindenbnrg  durch  die  Eigenschaften  der 
Binomialcoefficienten,  von  Bemoulli  dagegen  durch  die  Bildungsweise 
dieser  Art  der  Combinationen  und  die  Gesetze  der  mit  dem  Ex- 
ponenten 2  fortschreitenden  geometrischen  Reihe  (progressio  geom. 
dupla)  gelöst  worden  ist 

Denken  wir  uns  die  Multiplication  der  n  zweigliedrigen  Factoren 


1  +  a.  1+Ä  .  1-fc  .  .  .  1+k  .  .  .  1  +  *     i-»-" 
Teil  LXl. 
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ausgeführt,  so  enthält  jedes  der  cntstebcnden  Einzelprodncte  •>  eJD- 
stellige  Factoren,  die  unbestimmte  Zablcn  und  Etoson  seio  können. 
Da  nach  den  Regeln  der  Multiplicatiou  kcins  der  Bioorae  flbergangcD 
werden  darf,  so  müssen  in  den  entstellenden  Einzelproductcn  all« 
möglichen  Ausnahlcn  der  n  BnchatabeD  vorkommen;  das  erste  be- 
steht aus  1",  die  folgenden  aus  n  — 1  Einsen  und  je  einem  Bach- 
staben,  dann  giebt  es  solche  aus  n  —  2  Einsen  nnd  zwei  Buchstabei 
n.  s.  f.,  d.  fa.  wir  haben  ausser  1  noch  alle  möglichco  Combinationn 
der  n  Elemente  a,  b  ...  t  dnrch  alle  Classen  bis  znrntea.  Um  dod 
aas  der  das  Gesammtproduct  bildenden  Reihe  die  Anzahl  der  Glieder 
zu  erhalten ,  setzen  wir  ein  jedes  derselben  gleich  1 ,  und  dies  er- 
reichen wir,  indem  wir  für  jedes  einzelne  Element  a,  b,  e  ...eins 
setzen.  Da  auf  diese  Weise  das  Gesammtproduct  gleich  (1  +  1)" 
wird,  so  ist  das  Gesuchte: 

£C(n)  =  2"  — 1. 


iußig  dtr  Kiffouck.   du  Byptrhoioidi  i 
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wie  ersichtlich,  in  einer  einzigen  Geraden  {A^  "=.  ß^\  welche  zugleich 
die  Tangente  der  Hyperbel  H^  in  dem  Punkte  m^  ist.  Dreht  man 
die  Geraden  Ä^  B  nm  ihre  Umdrehungsaxe  (imaginäre  Axe),  biB 


A  in  die  Lage    M  \  N  oder  anch :  A  in  die  Lage    N  |  N 
B„    „        ,,    'MIN  i?„    „        „       ^N\\N^) 

daher 

kommt,  so  dass 


m  in  die  Lage    n,  *n 


so  sind  die  zweiten  Bilder  der  Geraden  Jf,  ^Af(i^,  'N)  die  gesachten 
Asymptoten  der  Hyperbel  H^. 

Znsatz.    Bedeuten  £',  17'  die  Coordinaten  des  Panktes  m^^  so 
ist  die  Gleichnng  der  Geraden  A^^  B^i 

wo  il  die  Constante  dieser  Geraden  bedeutet.    Bezeichnet  man: 


»hh  ==•  ^1    ^h  -=  ^j    *i^  "^  <Py    «ii«*i»»  ^  «»    Orn«!  "=•  » 


und 
dann  ist 

und 


*nA  =  ßihtJ^  senkrecht  auf  -X^,,)  ♦♦), 


-=? 


1) 


und  da 
so  ist 
daher 


c  » 


r 


Durch  Substitution  dieses  Wertes  in  die  Gleichung  1)  ergiebt  sidi: 


fhf 


Ä  = 


v'i 

r«-««' 


*)  D.  {.  in  die  parallele  Lage  mit  der  aweiten  Projectionseibeoe  N. 

**)  Wie  ersichtlich,  sind  ty  ^t^   die  Beruh rungspankte  der  Geimdes  A^: 
nnd  01,2  i«t  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  B^, 


Au  der  AAmüd^kxA  4er  «mAraUlBW  IlNik^^^  V\vi  ^^  H^ 
«n^mt^  (Dreieck  »,aMt  »^  ^  maer  mihra»  Fohm  \tei\^  stW  K«* 
tl&eteii  ff\  %  bestiiiuDt),  foigi: 

mithin: 


X-     rnr? 


^ 


I>iirch  AnwendoDg  dieser  Gleichung  erhalten  wlri 

woraus  "irir  erkennen,  dasa  die  Gerade  A^^z  If^  ila  TlM^ßtniM  Auf 
Hyperbel  H^  in  dem  Ponkte  «,  iit,  ond  /)  dte  L4dk^  4^r  Sm^j^uHUm 
Halbaxe,  d.  h.  die  Geraden  M^  ^M^  find  die  kMfmyMm^ 


Daraus  ixA^  fibr  die  LOeaif  der  A«%ük  a;  iiadbit^;h^«4«  ^/ww-- 
stmction: 


Man  BadM  «^ü,  aeakreckt  a«f  Xy^  mA  MMmitr*-^  VMr  4^ 
reellen  Axe  die  KraMoae  1:^;  «tMatmirt  saa*  M»*  4<^  t'Mi^^  *^j  4^- 
Taagestea  ^  Bj  n  der  XitaaLxM:  i^  «itc  k^v;MW^  {Ue  ü^/ru/fito^ 
Jfonkte  tx^  \z  BD  «ird  dtt  &r»ik  ^^  ^<^  --  Uif  i/w^ii^'4>ui^^uiu»* 
der  Geradca  ^%  wH  J^  d«^  f»»!^;!!!^  'J  «tui^^nf^  mn-  ^/vm^üit* 
maa  xva  im  MitteipsnkUr  '.^^  etut;  >vf«ifl«*.  ^  <txi;  #«>;i«4.  i>;^ 
(r,«,  fiei3crec±l  o^^^i^^  out  attf't  4«ii  >'iitii;'  r  'v<«^  ^  ^  «^h^  1^- 
geaxte   |1J^;   iimarii  *;iiit  im.  »«^n^  itn«  ip»7a.  %tx*^.tyuiiA»*  \^  mt* 

aaf  J^^  aa  atad  da:  it^  >atfui«^  f.»  .'^.  «br  *0^  g^^^it^wt^^,  K^^  ffi 
hsadnadffli  Curaäfi  Um  ^^^smßta,^^  «.«-wr)//^.«  V"  '  '•''•-'  ^^  ^ 
siad  die  Ihirrha ''halft >ya,*jg^-  v?'  V^v^^'"  «^   A-y  v-^  f*'    '-^r^  /; 

b)  Ea  aci  d*e   Hr»»***»*    >'^  *«»»'«    *•*-    «4*f  ^   a*-  *  ^  .*^  **' 
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die  Kreislinie  tj  in  dem  Punkte  t,  (£,  in  \)*)  berfihrt;  stellea  wir 
den  Darcbscbnittepankt  der  Geraden  A  mit  der  zweiten  Projecüou- 
ebonß  dar,  so  wird  der  Paukt  m,  der  gesuchte  BerOhnrngspuikt  kib. 
Bei  der  Darstellung  der  Asymptoten  ist  gerade  ao  wie  in  i.a  lor- 
horgobenden  Aafgabe  vorzagehea. 

Zasatz.  Wenn  f,  ij'  die  Coordinaten  des  Pnnkes  m,  wie  frtthet 
bedenten,  so  folgt,  wie  man  ans  dem  Vorbergehenden  leicht  deht: 

worans  hervorgeht,  dasB  der  Pnnkt  m,  der  Hyperbel  H,  angehört 

Baraos  folgt  ffir  die  Lösnng  der  Aafgabe  b)  nachstehende  Cos- 
Btrnction : 

Man  omschreibe  aber  der  reelles  Äze  die  Kreislinie  i^,  fUin 
i,t,  senkrecht  anf  ^i,t  und  constroire  im  Fanke  t^  die  Tangente  Ax,  ud 
ausserdem  noch  im  Punkte  m,  (dem  Dnrchscbnittspunkte  Jj  mit 
-^m)  mirnj  senkrecht  auf  Xi,t,  so  ist  der  Pnnkt  »4  der  geenchu 
Berfibmngspnnkt.  Wie  sich  ans  Fig.  1.  eif^bt,  kann  man  bei  der 
Construction  such  die  Tangente  £,  anwendsn.   - 

c)  Es  sei  die  Hyperbel  durch  die  Asymptoten  Mf,  'J^  und  dun 
Punkte  nij  (Fig.  1.)  gegeben.  Man  soll  nun  die  reelle  Axe  und  nadi 
a)  auch  die  Tai^;cnte  im  gegebenen  Funkte  constmiran. 

Die  den  Winkel  (M^N^  halbirende  Gerade  sei  die  FrojectioBC 
axe  (die  Projectioiisaxe  bezeichnet  da  auch  die  Lage  der  reellen  Aie); 
die  gegenseitige  Lage  beider  ProjectioDsebenon  sei  wie  in  a).  Die 
gegebenen  Asymptoten  J/„  *M^  betrachte  man  für  die  zweiten  BUdu 
der  anf  dem  Hyperboloid  liegenden  Geraden  M,  ^M  und  ebenso  den 
Punkt  mt  für  das  zweite  Bild  des  Punktes  m()n,  ^  m). 

Stellt  man  nun  den  dem  Pnnktc  m  angehörenden  Paiallelkrcii 
L  dar  und  leitet  aus  den  zweiten  Bildern  3/,,  >A/i  die  ersten  Bilder 
Mi  =  'jt/,  ab:  BO  ist  Oiiirj  (=  der  EutfemuDg  der  Geraden  Mt  tob 
der  Axe  .^,„)  die  Länge  der  reellen  Halbaxe. 

Welche  Construction  geht  nan  für  c)  hervor? 


(„  (,   ainil  eviilcnt   die  Bilder  ilor  Durchschnitupunkte  der  Giniilea  i 
crslea  FrojectionsebcDC 


XXXIV 
Miscell 


Veber  eine  Amffabe  wu  der  Wft 

Am  Schiasse  dea  zweiten  Heftet 
giebt  Herr  Sanio  eine  knrze  Notiz  t 
Btebnag  der  Zahl  e,  tod  der  er  verma 
steht  indes  bereits  bei  Laplace,  Th^o 
Laplace  bebandelt  dort  p.  217  der  3 
Concevons  dans  nno  nroe,  :•  boules  m 
iflioB  dn  n"  2,  r  boules  marqußes  da 
n"  n.  Ces  boules  etant  bien  mSiees 
aaccessiTcmeot ;  on  demando  la  probat 
de  ces  boules,  an  rang  indiqne  par  S' 
aa  moins  deux,  oa  au  moins  trois,  et( 

Äasdmck,  der  für  ein  sehr  grosses  n 
aber  den  er  schreibt:  C'cat  donc  l'e: 
probabilitä  qu'aucnne  des  bonles  de 

lorsqn'il  y  a  un  grand  nonibre  do  bou 

n  est  infini,  e  6tant  toigonrs  le  non 
boliqne  est  l'nnitä. 

Setzt  man  aber  r  =  1  und  *(«) 
mutatdooeu  der  Elemente  Q],  a^,  oj,  . 
auf  dem  Platze  steht,  den  sein  Index  i 
lichkeit  w  dafar,  dass  keine  gezogene 
»eiche  mit  der  Zahl  des  Zuges  obere 
kommt: 
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^"-^ 
Das  Resnttat  von  Laplace  kann  dcronacb  geschricboii  werden 

lim^--  -  (für  n  =  oD), 

nnd  dies  ist  die  dnrch  Herrn  Sanio  mitgeteilte  Formel. 

Die  besondere  Aufgabe  der  Wahrscbeinlichkeitsrechnang,  bei  der 
r  =  1  ist,  wurde  von  Dirichlct  nnd  spftter  von  Kammer  (z.  B.  nr 
Aufnahme  in  daa  mathematische  Seminar  za  Berlin  1862)  ihren  Stbä- 
lern  in  folgender  Gestalt  gestellt: 

Gegeben  sind  n  Elemente  anf  n  Plätzen;  wie  gross  ist  dio  Wahr- 
scheinlicbkeit,  dass  bei  einer  willkürlichen  neuen  VerteilDog  der 
n  Elemente  aaf  dieselben  n  Plätze  kein  Element  seinen  Platz  wieder 
erhalte? 

Und  fUr  n^ao:  Wie  gross  ist  die  Wahrscbcinlichkeit,  dass, 
wenn  einmal  der  ötäßoi^og  alles  durcheinander  wirft,  kein  Ding  ia 
der  Welt  auf  seinem  Platze  bleibe? 

Die  ans  einer  solchen  Veranlagsnng  entstandene  Lösoag  mOge 
hier  mitgeteilt  werden,  besonders  weil  die  angewandten  Scblttsse 
nicht  aus  dem  Gebiete  der  Combinatorik  heraDstreten,  soweit  es  aof 
Schulen  gelehrt  wird. 

Zur  Bestimmnng  der  Zahl  (P(n)  führe  man  noch  eine  Zahl  fl«) 
ein,  nftmlich  die  Anzahl  derjenigen  Permntationcn  der  n  Elemente 
a,  03,  «g,  a^, . . .  an,  bei  denen  keins  der  Elemente  cu  anf  dem  Platze 
■  seines  Index  steht,  während  das  Element  a  alle  Plätze  (alao  anch 
den  ersten)  einnehmen  darf. 

Dio  erste  Stelle  anter  den  4>(n)  Permutationcn  muaa  irgend  eins 
der  n  —  1  Elemente  Hf,  «g,  ...  n»  innc  haben,  z.  B.  o,.  Um  alle 
mit  1,  beginnenden  Permutationcn  zu  linden,  hat  man  die  n— 1 
Elemente  o,,  as,a^,  ...  an  über  die  Plätze  2,  3,  4,  ...  »  so  za  per- 
mutircn,  dass  kein  Element  auf  einen  Platz  kommt,  dessen  Zahl  mit 
soiuem   Index  flbereinstimmt.     Die  Anzahl   dieser  Permutatiunon  ist 

i),  und  da  jedes  der  Elemente  Hj,  og,  . . .  oh  die  erste  Stelle 

D  darf,  so  ist 

il>M~(n-l)F(n-l).  (1) 

r  Aofstellnng  einer  zweiten  Gleichung  zwischen  den  ZahlH 
Dd  Fi»)  bilde  man  die  Permutationen  Fix).  Zuerst  lasse  «■£> 
das  iudexiose  Element  a  an  seiner  ersten  Stelle,  peraMI^K 


der  Forderanf  der 
nzahlen;   dies  giebt 

der  n — 1  Elemente 
,  df  auf  dem  ersten 
'  Stellenzahl  m  den 

DD  O,  Og,  1I4,   .  , .  an 

80  Zahl  (n— l)mal, 
10; 

1).  (2) 

nlnirt.     Man  ündet 


2)1, 

l)*(«-2)l.  (3) 

Vorzeichen  —  der 
längig  ist.  Zur  Be- 
rnau n  gleich  2,  bo 
(P(2)  — 2(P(1)  -  1. 


;  nach  bzhw.  mit 
...1, 
so  crh&lt  man  mit 

(_l)»-i„  +  (_l). 


m 


Dies  ist  dio  gesnchte  Anzahl.  FOr  n  ^  4  giobt  aie  z.  B.  die  toa 
Hcmi  Sanio  augcgcbeQe  Zahl  9.  Damit  iat  aber  aach  die  gesacbe 
Wahrscheinlichkeit  gefuDdeo,  nämlich: 


Für  «  =  00  geht  dieselbe  in  den  Wert  «-'  Ober. 

Während  im  Yorangebenden  die  Zahl  4>(n)  mit  Hälfe  einei 
Differenzen-Gleichnng  bestimmt  worden  ist,  bat  Laplacß  a.  a.  0.  die 
seiner  allgemeineren  Aufgabe  catsprechende  Zahl  durch  directc  Ab- 
zahlung derjCDigen  Fälle  ermittelt,  bei  denen  nnter  n  Ziebaogm 
mindestens  eine  Kogel  bei  der  mit  ihrer  Nammer  abereinstim- 
mcnden  Ziehung  herauskommt.  Die  Wahrscheinlichkeit  ir  dafür,  da» 
keine  Kugel  ihrer  Nnmmer  entsprechend  gezogen  wird,  findet  er 
dann  natürlich,  indem  er  die  fttr  jenen  Fall  berechnete  Wahrscbcii- 
licbkeit  von  eins  abzieht j  er  giebt  sie  zunächst  in  der  Form: 


(rnn-Q.rArn-lV.+  {^.rUm 


-2)1- 


ein  Wert,  der  für  r  =-  1  mit  dem  oben  gefundenen  übcrcinstirauil 
Zur  weiteren  Vereinfachung  ersetzt  Laplaco  nnter  Voraussetzung  eines 
grossen  n  die  FacultAten  durch  bestimmte  Integrale,  für  dio  er  Säb^ 
niugswerte  angiebt;  hierdurch  gelangt  er  zu  dem  vcreinfacblen  AiK- 
drucko  derselben  Wabrscbeiniiclikcit: 


vr> 


i^-r 


der  für  ein  subr  grosses  h  in  ( 1   oder  -  übergeht,  eine  Benwr- 

kuug,  die  or  in  den  oben  citirten  Worten  macht. 

Zum  Schlüsse  möge  nocb  eine  allgemeinere  Formel  hei^esoU' 
""'■'len,  von  der  die  fUr  (P(iO  entwickelte  ein  besonderer  Fall  ist.  - 
L'ben  sind  die  m  +  n  Elemente  o,,  <(„...««,  «„oj,.  -*■ 
:r  allen  Pcrmntationen  dieser  m-j-u  Elemente  dio  Anzahl  ■((n.") 
Innigen  Pcrmutationeu  zu  finden,  bei  denen  keins  der  Elemente 
'e,  ...  dn  seinen  ursprünglichen  Platz  einnimmt, 
Qcnto  «],  o„  ...  Bm  auf  alle  Plätze  gesetzt  worden 

linet  (    )  den  tton  Binom ial-Coefficienton  der  nt 
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"^"41^    n-4     ;"*•••"+■(„  — 1)1  V     1     /■*■      n!     )' 

Mit  Hfilfe  der  so  definirten  Zahlen  lässt  sich  auch  die  Anzahl  der 
Pemmtationen  von  den  m-\-n  Elementen  aaa  . .,  ab^b^  . , .  bn  be- 
stimmen, wo  a  im  ganzen  m  mal  wiederholt  ist,  so  dass  kein  Element 
seinen  ursprünglichen  Platz  wieder  erhält;  diese  Zahl  ist 

Prof.  Dr.  Lampe. 


2. 

Zwei  Sitze  über  Liniensehnitte. 

Lehrsatz  L  Sind  anf  einer  Fläche  mehrere  in  sich  selbst  zurück- 
kehrende Linienzüge,  die  sich  gegenseitig  sowie  sich  selbst  mehrmals 
schneiden,  vorgegeben,  findet  femer  nirgends  eine  gleichzeitige  Durch- 
kreuzung Yon  mehr  als  2  Zügen  statt,  so  zeigt  die  Figur  bei  der 
Abzahlung  immer  eine  gerade  Anzahl  von  „Abschnitten^^  —  wenn 
unter  Abschnitt  ein  von  einem  Schnittpunkte  bis  zu  einem  benach- 
barten reichendes  Linienstück  verstanden  wird. 

Erster  Beweis.  Von  jedem  Schnittpunkte  aus  gehen  4  solcher 
Abschnitte,  —  die  so  erhaltene  Anzahl,  4n,  wenn  n  die  Anzahl  der 
Schnittpunkte,  ist  aber  auf  die  Hälfte  zu  reduciren,  da  jeder  Abschnitt 
bei  dieser  Abzahlung  2  mal  gezählt  wird. 

Zweiter  Beweis.  Man  kann  jeden  Knoten  in  der  folgenden  Weise 
auflösen:  )(  oder  x  aus  X.  Dabei  entstehen  neue,  zusammenhängende 
LinienzOge  (der  Umstand,  dass  sich  sämmtlichc  vorgegebene  Linien- 
zttge  auf  diese  Weise  auch  sofort  in  einen  einzigen  vereinigen  Hessen, 
sei  erwähnt,  er  ist  für  unsem  Beweis  nicht  wesentlich).  Lässt  man 
dann  aus  der  so  erhaltenen  Figur  durch  Wiederherstellung  der  Knoten- 
stellen die  ursprünglich  vorgegebene  wieder  entstehen,  so  treten  bei 
jeder  Wiederherstellung  eines  Knotens  2  neue  „Abschnitte"  hinzu,  — 
nach  Verknüpfung  der  n  Knotenstellen  ist  also  auch  die  Zahl  2n  der 
Abschnitte  erreicht. 


Lehrsatz  II.  Ist  auf  einer  Fläche  eiD  begrenztes  Gebiet  g^eb(», 
welches  von  Linien  durchzogen  ist,  die  niemals  iDnerhalh  des  Oebieb 
einen  Endpunkt  haben  (die  also  eutweder  von  oinem  Teile  des  Bandet 
zn  einer  andern  Stelle  hinfahren  oder  in  sich  selbst  znrDckkehrei), 
findet  ferner  nirgends  ein  gomoinschaftlicber  Durchschnitt  von  mehr 
als  2  LinienzDgon  statt,  so  gilt  der  Satz: 

Schraffirt  man,  von  irgend  einem  Gebietselement  A  aaigtsbenA, 
immer  ein  durch  Scheitelwinkel  damit  znBammcnh&ngendes  be- 
nacfabartes  Gebietselement  und  erreicht  man,  anf  diese  Weise  weiter- 
gehend, ein  entferntes  Element  B,  so  wird  bei  andrer  Änawahl  der 
beim  Vorwärtsgehen  benutzten  Elemente,  jenes  Element  B  bei  der 
Ankoort  anf  dem  neuen  Wege  wiederum  als  durch  die  fortgelebte 
SchrafGning  mit  A  verbunden  eich  herausstellen. 

Dabei  ist  onter  Gebietselement  das  Innere  eines  geschlossenen 
Linionzugea  verstanden,  wenn  es  keine  Teile  von  LinienzOgen  ent- 
hält»). 

Erster  Beweis.  Mau  löse,  wie  oben,  sämmtlicbe  ScbnittsteUen 
anf  und  führe  hierauf  von  A  nach  B  einen  Linienzng  in  der  Nahe 
der  vorher  zur  Fortsetzung  der  Schraffirung  benutzten  Knot«npan]cte 
vorbei.  Nun  ist  ersichtlich,  dass  die  auf  beiden  von  A  nach  B 
führenden  Wegen  eintretenden  Schnittpunkte  gleichzeitig  in  gerader 
oder  ungerader  Anzahl  auftreten,  denn  wäre  etwa  der  zweite  Weg 
in  ein  vom  ersten  nicht  berührtes  Gebiet  eingetreten,  so  stellt  sich 
durch  seinen  Austritt  der  richtige  Charakter  der  Schnittpnnktsanzahl 
wieder  ein,  —  die  Linien,  die  eine  Stelle  des  Randes  mit  einer  andern 
verbinden,  lassen  eine  analoge  Schlnssfolgeruog  zn. 

Hierauf  ersetze  man  die  aufgelösten  Knoteupnnkte  durch  die 
früheren  Dnrcbachnitl«. 

Nach  je  zwei  Schnittpunkten  treten  die  den  Wegen  folgendes 

LinienzOge  immer  wieder  in  ein  schraffirtes  Gebiet  ein.    Da  B  sidi 

auf  dem  ersten  Wege  als  schraffirt  herausstellt,  so  zeigt  der  dem 

ersten  SchrafGmngswege  folgende  Linionzug  eine  gerade  Anzahl  von 

unkten;  da  aber  nach  dem  Obigen  auch  der  den  zweiten  Weg 

ide  Linienzng  eine  gerade  Anzahl  Schnittpunkte  zeigt,  so  stelll 

b  auf  dem  zweiten  Wege  B  als  schraffirt  heraus. 

den  Fall,  dass  die  die  Figur  bestimmenden  LinienzOge  sich 
Ibst  schneiden,  kann  dieser  Beweis  dnrch  Weglasauog  der 
g  nnd  Wiederherstellung  der  Knotenpunkte  bedeutend  ver- 

ergl.  Listing,  Voratudien  zur  Topologie,  pag.  6t. 
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eunfacbt  werden.  Ohne  diese  specielle  Yoranssetzniig  ist  aber  Jener 
Umw^  immer  nötig:  es  ist  wohl  klar,  dass  zwei  geschlossene  Liuiou- 
zfkg^  sich  in  einer  geraden  Anzahl  Ton  Punkten  schneiden,  wenn  sie 
sieb  selbst  nicht  schneiden  (der  eine  dieser  ZUge  wäre  für  unsorn 
Fall  der  Verein  der  Wege  AB)^  —  dass  die  Anzahl  ihrer  gegen- 
seitigen Schnittpunkte  auch  noch  gerade  ist  für  den  Fall,  dass  die 
Linien  sich  selbst  schneiden,  mtlsste  erst  eigens  wieder  bewiesen 
werden. 

Zweiter  Beweis.  Nach  Auflösung  der  Knotenpunkte  erhielt  man 
eine  Anzahl  grösserer  Gebiete,  die  sich  gegenseitig  ausschliossen, 
einschliessen,  auch  einen  Teil  des  Figurrandes  zu  ihrem  Umfange 
benatzen  können.  Nun  ordne  man  in  Bezug  auf  jedes  Gebiet  dem 
ausserhalb  oder  innerhalb  desselben  liegenden  Teile  der  ganzen  Figur 
das  Zeichen  -{-1  oder  — 1  zu,  —  dem  andern  Teile  das  reip.  ent' 
gegengesetzte. 

Jede  Stelle  der  Figur  erhält  dann  einen  durch  das  Prodnet  der 

für  sie   massgebenden  Zeichen   bestimmten   Charakter   -f"  ^^^  ""i 

was  man  durch  Schraffirung  des  behandelten  Gebietes  andeuten  mag. 

Hierbei   kann  kein  Widerspruch  eintreten,  da  fflr  Jodes  Gebiet  der 

Charakter  nur  auf  einem  Wege,  durch  die  Beziehung  auf  sämmtJicbe 

and^e  Gebiete  erhalten  wird    Was  aber  wesentlich    ist;  Stellen, 

welche    nrspr&nglich  (bei  AosAlfarung  der  ersten   Scbraffirang)    als 

durch  Scheitelwinkel  zosasunenbängend  einander  als  gMcbartig  ZO' 

gewiesen  waren,  sind  es  auch  jetzt,  da  sie  entweder  bei  der  AoS' 

f&hmng  der  zweiten  Schraffinug  fon  selbst  mit  eitutnier  f<frhnwUm 

erscheinen,  oder  eine  zweimalige  Uel>erf/;breitang  ifou  lAuUtmni^m 

nötig  ist,  um  tob  der  eioen  imt  andern  zu  gelaog^. 

SchUesst  man  also  die  Knot^npankte  wiM^^  up  ufO-Mi  mrk  4ämH 
die  Torgegebena  Figv,  aber  bus  scb/n  r^^n^hen  mA  ^t^  $^Uf  kM^ 
mente  berflrksichtigfBd«  Sthraflinuig,  9k4^  *:,h. 

Damit  ist  crwieseB:  Fvi;ft  mm  f^>.fa  >vft  Au1%h%  ^^^  f/hf^U- 
rung  fftr  £e  gasze  Fijrw  ^str-Jt,  istÄi^  %wr  ¥^jt0^A^M»fuM  w*?^>*y- 
gehend,  so  wird  alle«  Gth^Ami^m^'^/em  ^i%,4knii^  ^.u  ^i4»/s*x^ 
zugewiesen;  —  t-»  4jii¥M..  u^/:ii^i\^%,  hsttz^  *rt^ju.»v*  4^  r^- 
gegebene  Bir  a^  W--«^a«*  A/t  «^  A««i=;<v4>r 


oder  wpoa  4er  hi^x  utt  ^üt^jM^  ^'' 


vollständig,  mit  Giomaliger  BerbfamDg  jeder  Stelle,  nmfahreD  wenlai 
auf  gcscblosseneu,  sieb  selbst  nicht  schneidenden  LioieniOga. 

Ohne  diese  Voraussctzangen  branchte  nftmlich  nodi  das  im  Be- 
weise vorkommende   „ausserhalb  oder  ioDerhalb  Hegen"  «eitUafigt 

Präcisirniig, 

München,  September  1881. 

Fritz  HofmauB. 


Beitro;  iiir  Geometrie  der  Loire- 

Sind  ABC .,.,  ^li^^Cj  ...  zwei  projectiviscbe  Pnnbtreihen  mit 
demselben  Träger,  so  kann  man  unendlich  viele  Fnnktreihen  AfBfC,.-. 
finden,  welche  mit  ABC...  und  A^B^Cj  ...  involutoriacb  liegen. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  gegebenen  Punktreihen  auf  einen 
KcgetEchnitt  liegen,  auf  welchem  wir  A^  Punkt  beliebig  wftblei. 
Sind  b,  h',...  beliebige  Punkte  desselben  Kegelscboittes,  dann  Bchnn- 
den  Bb,  Bb',  ...  Geraden  die  AA^  Gerade  in  u,  u',  ...  Pnokt» 
Ou,  Cu',  ...  den  Ecgriscbnitt  in  c,  e',  ...;  ebenso  B,b,  B,6',  .- 
Geraden  A^A^  in  k,  v',  . . .  Pnnkteu  und  Cv,  Cv', .. .  den  KegelschniU 
in  cj,  cj',  ...  Punkten.  Die  Punktreiben  ce'...,  cic^' ...  sind,  wie 
leicht  ersicbtlicb,  project irisch,  A^  ist  einer  ihrer  Doppelpunkte,  da 
andere  Doppelpunkt  ist  Q,  dass  aber  die  Terbindnngsgorsde  von  B 
mit  dem  Schnittpunkte  U  von  AA^,  CC,  den  Kegelschnitt  in  des- 
selben Bf  Punkte  trifft,  wo  die  Verhindangsgerade  des  B^  mit  des 
Scbnittpankte  V  der  Geraden  A^A^,  CiC^,  ist  ebenfalls  von  der  obige* 
nctioo  ersicbtlicb. 

ie  Pascal'schen  Linien  der  einfachen  Sechsecke  AAfA^BB,B„ 
CCtCj,  AB^CAjBCf  fallen  zusammen,  indem  die  der  zwei  enlen 
cke  die  Ur  Gerade  ist  und  die  Punkte  (AtB,  AB^),  i 
während  die  des  dritten  Sechsecks  dorch  die  zwe 
)  gebt.  Daraus  folgt,  dass  die  UV  Punkte  bei  Vc.*.' 
;  Punktes  eine  Gerade  beschreiben;  dass  alle  diesi 
1  Punktreihen,  welche  bei  demselben  A^  oder  durch 
[es  Ai  Punktes  entstehen,  dasselbe  reelle  oder  imagin 
;emeinsam  haben,  endlich  dass  dieses  gemeinsame 
volntionen  mit  den  Doppelpunkten  der  ABC. 
livischen  Boihen  inBammenOkllt. 
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448  ifüccUm. 

wQDBcbtoD   Ptmktreihe   in   diesen   Doppelpunkt,     c)    Sind  Ton  ia 
gegebenen  Punktreihen  je  zwei  involutorisch  liegend,  so  bat  £e  AiE- 
gabe  aoch  eine  Losung.    Wir  werden  in  diesem   Falle  vier  Pnokt- 
reihen  baben,  von  welchen  je  zwei  involotoriscb  liegen, 
vier  Pnnktroihcn  anf  einem  Eegelscbnitt,   dann  bilden  b 
einander  entsprechende  Punkte  ein  Viereck,  dessen  Dia, 
ein  nnd  dasselbe  dem  Kegelschnitt  zugeordnete  Polardrei 


Pressburg,  Ende  September  1863. 


Dr.  Leop. 


Schemata  zu  Nr.  XXXI. 
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wird  anfsteigend  von  den  niedrigsten  bis  zu  irgend  welchen  höben 
Graden  behandelt,  manchmal  auch  das  Allgemeine  darana  abstnhin, 
doch  scheint  dies  nicht  darcbgäugig  im  Plane  zn  liefen.  Die  Dir- 
BtelluDg  ist  weder  ein  Master  von  correctem  Ansdrack  und  Kbt^l 
noch  von  guter  Ordnung  zu  nennen.     So  wird  z.  B.  von  einer  Sab 

Btitntion  x^-  gesprochen  (statt  -  fDr  x),  Gegenstände  dtirtcf 
Jonrnalartikcl  als  „bekannt"  nicht  weiter  anagcfdhrt,  (als  ob  du  hier 
ausgeführte  neu  wäre),  wiederholt  auf  spätere  AosfahniDg  vervieseii, 
wo  man  dauu  gOustigcn  Falls  das  Fehlende  mit  Sueben  herauGudeL 
Ben  Scbluss  bilden  50  Aufgaben  mit  LOsnngeu. 


Neue  Studien  Über  die  Integration  linearer  DifferentialgleichongeiL 
Dritte  Fortsetzung  (Schlass).  Ven  Simon  Spitzer.  Wien  1883. 
Carl  Gorold's  Sohn.    7ft  S. 

Die  erste  Fortsetzung  ist  im  2G2Bten  litt  Bericht  p.  21,  ^ 
zweite  im  2708teu  p.  14  besprochen.  Der  erste  Gegenstand  derdritt« 
ist  die  Bemerkung,  dass  der  integrirendo  Factor  z  der  Gleicbnog 

ir-\-Xvj"-\-x^y'-\-^y  +  o 

durch  die  Gicichnng 

bestimmt  wird  und  mit  y  in  der  Relation  steht 

WO  X  =  <p(x)  ein  particnläres  Integral  ist,  and  demgemäsa  dnrcb 

.  ^  q>(x)/£:?x 

die  Ordnungszahl  um  1  vermindert  werden  kann.    Im  fibrigen  werdei 

manuichfattige,  selbst  gewählte  Fragen  über  verschiedene  DifCerenhil- 

gleicbungen  untersucht    Am  Scbluss  constatirt  der  Verfasser  das  Zi- 

sammcntrcffcn   unabhängiger  Arbeiten   von  Halph^n   ans   neuer  Zät 

mit  seinen  eignen,   über  20  Jahr  alteu  in  zwei  Paukten,    zuerst  i° 

uf  verschiedenem  Wege  speciell  resultirenden  Differeutialforindi 

e  la  Soc.  Math,  de  France  VIII.  62   dann   in  der  lategntios 

jleichung,  Corapt  Rend.  XCII.    781. 


H 
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Geometrie. 


Theorie  der  homogen  zu  bbih  menge  setzten  Ranmgebilde.  Von  Dr. 
Victor  Schlegel,  Oberlehrer  am  Gymnasiam  zu  Waren,  Mitglied 
der  Sod£te  m&thömatiqne  de  France.  Mit  9  Tafeln.  Hallo  1883. 
Wilb.  Engelmann  (in  Leipzig).  Aus  Nova  Acta  der  KbI.  Leop.-Carol. 
Oentschcn  Akademie  der  Natnrforecber  Bd.  XLIV.    p.  311—359. 

Der  Gegenstand  der  Betrachtang  sind  Sjstorao  an  einander 
greozender  Figuren  von  beliobigor  Dirnen  sioDszahl.  Sie  heisscn  ho- 
mogen zusammen  gesetzte  Figuren,  wenn  die  Tcilügarcn,  ans  denen 
sie  bestehen,  gleichviole  Greazgebildc  haben,  und  die  Grenzgebilde 
zu  gleichvielen  TeilSgnren  gehören.  Es  Bind  also  die  (n— 1)  dehnigea 
Hetze,  in  welchen  die  zusammenhangende  Grenze  einer  regelmässigen 
»dehnnng,  mit  Absehen  von  der  Grösse,  bloss  gemftas  der  Anordnnug 
der  Teile,  abgebildet  wird,  jedoch  mit  Wegfall  der  Bedingungen, 
weiche  die  Bealit&t  dieser  regelmässigen  ndehnnDg  bescbrfinken. 
Ist  die  ndehnong,  deren  Grenze  sich  dnrch  ein  solches  Netz  auf 
der(n — 1)  dehnnng  abbildet,  reell,  so  ist  die  homogen  zusammenge- 
setzte Figur  geschlossen  nnd  llUist  sich  nicht  nach  gleichem  Ge- 
setze erweitem ,  die  Anzahl  der  Teil£gnren  ist  bestimmt  und  wird 
hier  stets  um  1  kleiner  angeaetzt  als  die,  welche  zur  Umschlicssung 
der  ndehnurg  erfordert  wird,  weil  der  Verfasser  die  das  System 
nmsch liessende  Figur,  welche  die  nnendliche  (»  — l)dehnnDg  von 
innen  begrenzt,  nicht  mitzählt.  Ist  jene  ndehnnng  imaginär,  so 
I&sst  sich  das  Netz  ins  unendliche  fortsetzen,  indem  jedoch  die 
entferntem  Teile  sich  mehr  und  mehr  zusammendr&ngon.  Zwischen 
beiden  F&llen  ist  der  Orenzfal)  der  einer  unendlichen  »dehnnng,  wo 
das  Netz  gleichfalls  eine  Erweitcmng  ins  unendliche,  aber  eine 
gleicbmässige,  znlässt,  so  dass  die  Teile  regelmässig  und  congrueut 
sein  können.  Die  genannten  Umstände  treten  schon  bei  Abbildung 
der  Oberfläche  eines  Polyeders  auf  der  Ebene  sichtlich  hervor;  es 
ist  daher  mit  Gewinn  für  Einfachheit  der  Rede  und  Vorstellung 
Sbcne  zum  Ausgangs- 
worden.  In  der  Ebene 


il  der  um  jeden  Pnukt 
halt  man  bekanntlich 
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n->6; 

P-.3 

n-4; 

p  =  4 

n  =  3; 

p-6 

Diese  werden  einzeln  besprochen  und  sind  abgebildet,  fon  J<CO 
ist  die  Combination  w  3;  p  ==  7  als  Beispiel  abgebildet  YoiJHieBi 
einfachsten  Falle  schreitet  die  Abhandlung  fort  zu  dem  System  rf)eoer 
Polygone,  deren  Ebenen  Winkel  bilden,  also  zu  den  polyedrisA« 
Figuren,  dann  zu  den  Polygonsystomen  auf  krummen  Fl&chcii,  be- 
grenzt durch  kürzeste  Linien,  mit  Unterscheidung  positiver,  negstirer 
und  NullkrOmmung  und  mit  Anwendung  auf  die  Ptindpiea  des 
Messens ;  im  2.  Abschnitt  zu  den  aus  Polyedern  homogen  zaiamne&- 
gesctzten  Figuren,  wo  die  analogen  Fragen  im  Räume,  wie  vorker  in 
der  Ebene  behandelt  werden.  H. 

lieber  harmonische  und  involutorische  Beziehungen,  ihre  Aft- 
wendung  auf  die  Einteilung  der  Curven  zweiten  Grades  und  ibrTor- 
kommen  bei  solchen  Curven  im  Falle  besonderer  Form  und  Lige. 
Von  Professor  C.  Hellwig,  Oberlehrer  am  Realgymnasium  zu  Er- 
furt.   Erfurt  1883.    Carl  ViUaret.    4<>.    29  S. 

Voraus  geht  die  Erklärung  der  harmonischen  und  involutorischen 
Beziehung  mit  Herleitung  und  Aufstellung  in  der  Formel.  Es  werden 
2  Arten  Involutionen  unterschieden,  jenachdem  die  Punktepare  rc€fl 
oder  zum  Teil  imaginär  sind.  Dann  werden  einige  Sätec  über  Kreise 
und  Strecken  entwickelt ,  z.  B.  Drei  durch  dieselben  beiden  Punkte 
gehende  Kreise  treffen  ihre  Centrale  in  6  Punkten  einer  Involution 
der  2.  Art.  Der  nächste  Abschnitt  handelt  von  den  harmouischen 
Punkten  bei  Curven  2.  Grades ,  von  Polare  und  Tangente  und  von 
der  P^inteilung  dieser  Curven.  Es  werden  harmonische  Pole  der 
Curven  erklärt  und  von  dem  Satze  ausgegangen:  Liegen  auf  einer 
Sccanto  einer  Curve  2.  Grades  2  Punkte,  welche  mit  den  der  Soctnte 
angehörenden  Curvenpunkten  ein  harmonisches  System  bilden,  80 
schreitet  bei  einer  Drehung  der  Secante  um  einen  jener  Punkte  der 
andre,  ihm  zugeordnete  harmonische  auf  einer  geraden  Linie  fort  - 
dann  die  elementaren  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  entwickelt 
Der  letzte  Abschnitt  handelt  von  harmonischen  und  involutorischcn 
Eigenschaften  ähnlicher  Curven  2.  Grades  mit  gemeinschaftlicher  Axe 
und  Chordale.  H. 

Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  ftlr  Oberrealschnlen.  Von 
Josef  Menger,  k.  k.  Professor  an  der  Staats  -  Oberrealschulc  i« 
Graz.  Mit  228  Original-Holzschnitten.  Wien  1882.  Alfred  Bdlder. 
H37  S. 


M 
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Dm  den  öBterreichinchen  iDstructionen  von  1880  gemäss  bearbei- 
tete Lehrbncb  ist  in  9  Abschnitte  geteilt,  deren  erster  die  Elemente 
der  neuem  synthetischen  Geometrie  als  Vorbereitung  enthält.  Die  3 
folgenden  behandeln  die  qrthogouale  Projectionslehre ,  die  Projection 
auf  eine,  dann  anf  2  Ebenen,  dann  die  Transformation,  anschlisesend 
die  Schattenconstructionen,  der  5  to  die  Darstellung  der  Polyeder,  der 
6te  die  der  Curven  nebst  Evolventen  und  Evoluten  u.  s.  w.,  wobei 
aach  die  schiefe  Projection  des  Kreises,  der  7te  die  der  krum- 
men Flächen,  der  8  te  deren  Durchdringung,  der  9te  gibt  eine  kurze 
Theorie  der  centralen  Projection  und  Perspective.  Eine  kleine 
Anzahl  von  Uebungsaufgaben  folgen  auf  jeden  Abschnitt.  Es  ist 
darauf  gerechnet,  dass  beim  Unterricht  grossenteils  Modelle  in  Anwen- 
dnog  kommen.  H. 


Leitfaden  der  analytischen  Geometrie  für  die  erste  Classe  der 
Realgymnasien  und  Ober- Realschulen.  Von  Prof.  Dr.  Dornheim, 
Prorector  am  Gymnasium  uud  Realgymnasium  zu  Minden.  Minden 
i.  Westf.  1883.    J.  C.  C.  Bruns.    28  S. 

Der  Titel  ist  weit  entfernt  dem  Inhalte  zu  entsprechen.  Letz- 
terer ist  vielmehr  eine  synthetisch  bearbeitete  Lehre  von  den  Coor- 
dinaten  in  der  Ebene  mit  einiger  Anwendung  auf  Gerade,  Kreise 
und  Kegelschnitte.  Dieser,  sei  es  aus  Bequemlichkeit  oder  Tendenz, 
auf  Schulen  getriebene  Misbrauch  des  Namens  ist  nicht  ohne  spätere 
Folgen  für  die  Schüler:  manchem  Studirenden  bleibt  wegen  des  da- 
durch genährten  Irrtums  die  Existenz  der  analytischen  Geometrie 
ganz  unbekannt.  Das  Verfahren  in  der  vorliegenden  Bearbeitung  hat 
die  anerkennenswerte  Eigentümlichkeit,  dass  nur  das  Notwendige  aus 
der  Theorie  vorgetragen,  die  weitere  Ausführung  durch  reichlich  an- 
geführte Aufgaben  der  Selbsttätigkeit  der  Schüler  überlassen  wird. 
Die  Coordinatenlehre  ist  wol  verständlich;  doch  findet  sich  mancher 
incorrecto  Ausdruck.  Z.  B.  „Die  Coorainaten  unendlich  vieler  Punkte 
genügen  im  allgemeinen  einer  gegebenen  Gleichung  zwischen  x  und 
^.^'  Nicht  durch  das  beigefügte  Citat,  sondern  nur  durch  Umkehrung 
des  Satzes  ergiebt  sich  ein  Sinn,  nämlich:  ,Eiuer  gegebenen  Gleichung 
zwischen  x  und  y  genügen  im  allgemeinen  die  Coord.  unendlich  vieler 
Punkte*\  Letzteres  ist  hinsichtlich  der  Aligeraeinheit  das  Gegenteil 
des  Erstem.  Die  Gleichung  der  Geraden  stellt  diese  als  halbirende 
Senkrechte  der  Verbindung  zweier  Punkte  dar.  Die  Lehre  vom  Kreise 
geht  auf  Pol  und  Polare  ein.  Die  Kegelschnitte  werden  durch  Brenn- 
punkt und  Directrix  bestimmt.  Conjugirto  Durchmesser  bilden  die 
weitem  Gegenstände,  dann  die  Discussion  der  allgemeinen  Gleichung 
2.  Grades.    Dann  folgt  die  Bestimr  ,  der  Maxima 
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w»i  Mciiin-  ier  Socfe.  Biekl  dem  Namen  nach,  durch  DilerentiAl- 
Rc&BOK.  Eb«»9  «ini  Kk&cssbch  die  Quadratur,  ohne  von  Inte- 
fra^:s  n  ifKckm,  Joivk  Dantellimg  des  IntegisU  als  Greuveat 
äiK<r  ScaiBe,  ftr  <ieB  FiIL  wo  .«  Potenz  vgn  «  ist,  vollK^en. 


EiDenutik  des  Stnhies.  Eioe  Dantellang  der  Bowegong  dea 
Stnbles  in  der  Ebene  asck  icochaniscben  Principieu.  Von  D.  lag. 
Ferdinand  Wittenbaver.  Doct'nt  ander  k.  k.  technischen  Hocfa- 
schnle  in  Gm.  Mit  <4  Bolfsehnitten.  Graz  1883.  Leascbaer  n. 
Lnben^.    lOö  S- 

Die  Kinematik  des  Strahles,  d.  i.  der  Geraden ,  wird  der  Kine- 
matik dea  Ponktes  daal  an  die  Seile  gestellL  Als  Coordinaten  dienen 
der  Xonnalabstand  r  des  Strahles  von  einem  Anfangspunkt,  Pol,  and 
seine  Neignng  ip  gegen  eine  dorcfa  ihn  gehende  Aie.  Sie  werden  nut 
den  sogenannten  Liniencoor\]iDaten  in  Relation  gebracht  Die  prin- 
cipiell  eingeführte  Enengongsweise  der  Carren  ist  die  als  Enveloppeo 
von  Strahlen;  dock  zeigt  sich  :iebon  hier,  dass  eine  solche  aosscbliess- 
liehe  Betrachtnngsweise  nkbt  doivUttbrbar  ist;  denn  es  kommca  andi 
Ocrter  von  Punkten  ia  Betracht,   Als  Beispiele  sind  die  EegelschnitU 

behaadelt    Bemerkeaswerte  Beiichongen  sind,  dass  ^-    den  Abstand 
des    Berabrnagspnnkts    vom     Fussponkt   der    Normale    r,     femer 
r  ■+■  K-i  den  KrOmmangsradios  im  BerühningspnDkte  darstellt.    Hier- 
an! wird  die  Evolute,  dann  die  Kvolventen  bestimmt,  die  Bedingaiig 
ihr  Spitzen  und  Wcodt^punkte  aufgestellt.    1 
anf  Cj'kloiden  und  Kroiscvolvcntcn.    Der  2 
d'.T  Dcwegnnt;  dos  Strahls.      Hierzu   wird  ( 
I^rchnngBWinkcl  als  Ausdruck  gebraucht    A 
Hultirt  eine  neue.    Der  3.  Abschnitt  handelt 
die  ihren  analogen  Ausdruck  hat    Der  Absti 
Ilosrhlconigungspunkt  und  der  Ort  des  letzte: 
in  der  Thooric,    Der  4,  Abschnitt  behandelt 
des  Strahles    im  HlrahlenbUscbel ,    aügemcim 
wcgUDg,  dann  besondere;   ans  der  Bewcguni 
flchriebener  Bahn  geht  ein  Widerstand  der  B 
schnitt  handelt  von  der  BeschleanigangscurTC 
Letztere  ist  der  Ort  des  Endpunkts   eines  ! 
Punkte   aus  in   der  Länge   des   oben  genau 
Stands  gezogen.     Der  6,  Abschnitt  handelt 
Strahlensystems,  der  7te  von  der  relativeo  1 
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Technik. 

Transporteur  ttud  Massstab  zam  Gebraacb  beim  Unterricfat  in  der 
PlaDimetrie  nnd  Trigonometrie.  (Von  Mauritius).  4 te,  verbesserte 
AaSage.    Coburg  (1682).    J.  6.  Riemann. 

Was  die  Bncbhandlnng  liefert,  sind  folgende  4  Stücke:  1)  Ein 
Rechteck.  224  X  120  Millimeter  tod  gelbem  Cartou;  auf  der  einen 
Seit«  ein  Halbkreis  von  100mm  Radios,  in  180  Grade  geteilt,  der 
Greozdorcbmesser  fällt  in  den  8and ;  an  den  3  Übrigen  Rändern  die 
Yerl&ngeningen  der  Radien  aller  Orade;  zn  beiden  Seiten  des  Uatb- 
kreises  verticale  Tangenten,  welche  die  goniometriscben  Tangenten 
der  Winkel  bis  46  Grad  angegeben;  auf  der  andern  Seite  unter  der 
Bezeichnung  „Transversal-Massslab"  ein  Rechteck  20XlOcm,  ver- 
tical  geteilt  durch  Parallelen  in  Cenümeter  Abstand,  nebst  2  Tei- 
lungen in  Millimeter,  die  Parallelen  geschnitten  von  schrägen  Linien 
ausgehend  von  0  bis  9  nach  1  bis  10  cm,  so  dass  auf  ihnen  die 
Millimeter  von  1  bis  200  gemessen  werden  können;  daneben  die 
goniometriscben  Tangenten  der  Winkel  von  1  bis  81  Grad  fttr  einen 
Radius  ="=  28  mm.  2)  Ein  Massstab  in  Ii'orm  eines  rechten  Winkels, 
Teilnng  in  Millimeter,  ein  Schenkel  220,  der  andre  123,  und  zwar 
auf  beiden  Seiten  gleich.  3)  Eine  Druckschrift  (von  7  Seiten)  unter- 
zeichnet:  Dr.  Hanritins,  Professor  am  Gymnasium  Casimirignnm 
—  worin  der  Verfasser  empfiehlt,  statt  der  Ausarbeitung  der  in  der 
Classe  behandelten  Sätze  die  Selbsttätigkeit  der  Schaler  mit  Controle 
derselben  durch  Nachmessen  der  Figuren  in  Anspruch  zn  nehmen. 
Hierzu  soll  das  genannte  Instrument  dienen.  Femer  enthält  die 
Schrift  eine  Gebrauchsanweisung  für  graphisches  Rechnen  und  fOr 
Trigonometrie,  der  jedoch  alles  fehlt,  was  zum  Verständoiss  notwen- 
dig ist  4)  ein  Pappumschlag,  auf  der  Innenseite  einige  Tabellen: 
Bpecifischo  Gewichte,  Geschwindigkeiten,  Inhaltsformeln,  Zahlenangaben 
far  Erde,  Sonne  und  Planeten,  deutsches  Reichsmass  und  dessen  Re- 
dnctionen.  H. 


A.  Mane's  zericubarer  Univcrsal-ADnarat  und  zerlegbares  Tel- 
1883).    F.  Acker- 

mit  bei  der  De- 
rizontarium,  Tel- 
rat.  Er  zeichnet 
ung  der  die  Auf- 
deckenden Httifs- 
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werke  aus.  Die  Sphäre  rotirt  von  allen  Umhttllangen  frei  um  die 
Himmolsaxe.  Sonne  und  Mond  können  für  jeden  Tag  des  Jahres  in 
ihrer  Bahn  eingestellt  werden;  sie  umkreisen  dann  die  Erde  and 
gehen  anf  dem  federnd  aufsetzbaren  Horizont  direct  ablesbar  an: 
Anfangsorte  und  -Zeiten ,  den  Augeublick  des  Cahninirens  and  die 
Mittagshöhe.  Durch  die  Ycrstellbarkeit  der  Himmelsaxe  und  da 
Horizontes  lassen  sich  alle  Ansichten  des  Himmels  in  den  versdüe- 
denen  Breitengraden,  besonders  für  den  Pol  und  Aeqoator  nator- 
gemäss  demonstriren  und  auch  die  nötigen  mathematischen  Relatiooen 
mit  Hülfe  der  graduirten  Himmolskreise  und  des  Zenithzeigers  ver- 
anschaulichen. Das  Tellurium  ist  ein  trennbarer  Teil  des  Apparats, 
derjenige,  welcher  hauptsächlich  in  der  mathematischen  Geographie 
in  Anwendung  kommt 

Au3  der  Beschreibung  4^8  Verlegers. 


E.  Noeggerath  in  Brieg.  Apparat  zur  Bestimmung  trigono- 
metrischer Functionen.    Patentirt  1882. 

Der  Apparat  ist  dazu  eingerichtet,  die  directe  Bestimmoog  der 
Werte  des  Sinus  und  Cosinus,  die  Beziehuugeu  dieser  Fanctiouen  m 
einander,  die  Bestimmung  ihrer  Vorzeichen,  die  Deutung  der  Werte 
8iD(R±«)  und  co8(R4:«)  "•  s-  'w.  zu  demonstriren  und  zeichnet 
sich  vor  andern  Apparaten  zu  gleichem  Zwecke  durch  Einfachlieit 
aus.  H. 


Elektrotechnischer  Verein  in  Wien. 

Laut  der  Statuten,  erschienen  im  eigenen  Verlag,  ist  der  Zweck 
des  Vereins :  „die  Entwicklung  und  Förderung  der  technischen  An- 
wendung der  Eloktricität  und  der  Herstellung  eines  innigen  Con- 
tactes  zwischen  Theorie  und  Praxis  auf  diesem  Gebiete;  ferner 
speciell  die  Förderung  heimischer  Interessen  auf  dem  Gesammtgebiete 
der  Elektrotechnik;  endlich  soll  der  Verein  einen  Vereinigungspnnkt 
bilden  für  die  österreichischen  Elektrotechniker  und  Freunde  der 
Elektrotechnik^S  Die  Mittel  sollen  sein:  „Versammlungen  der  Mit- 
glieder, Vorträge  und  münciliche  Discussionen  über  wissenschaftliche 
und  technische  Fragen  der  Elektrotechnik,  Vorführung  neuer  Er- 
findungen und  Entdeckungen  sowie  Besprechung  derselben,  Ver- 
öffentlichung der  Protocolle  der  Vereins- Versammlungen,  der  gehalte- 
nen Vorträge  und  anderweitigen  die  Vereinszwecke  fördernden  Mit- 
teilungen, womöglich  in  einer  eigenen  Vereinsschriff^  Der  Versifl 
hält  jährlich  im  Januar  eine  General- Versammlung.  Ein  Aufruf  des 
Comite's,  Franz  Fischer,  Wien  IV.  Karolinengasse  16a,  n.  A.,  er- 
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schienen  im  Januar  1883  fordert  zum  Beitritt  auf,  und  weist  dabei 
anf  die  in  diesem  Jahre  abzuhaltende  internationale  elektrische  Aus- 
stellung hin.  H. 


Hülfs-Tabellen  bei  ßcrechnnng  des  Inhalts  Ton  Erdarbeiten  beim 
Bau  der  Eisenbahnen,  Chausseen,  Dämme  und  Canäle  bearbeitet  von 
G.  Dobiiiski,  Techniker.    Krakau  (Batorygasse  Nr.  1.). 

Diese  Httlfstabellen  dienen  dazu,   um  aus   den  Höhen  der  Auf- 
träge oder  den  Tiefen  der  Abträge  den  körperlichen   Inhalt  der  be- 
treffenden Dämme,  bzhw.  Einschnitte,  für  jede  Kronen-  oder  Ein- 
schnittsbreite und  fOr  jede  Böschung  schnell  und  genau  zu  ermitteln. 
Das  ganze  Werk  besteht  aus  5  Bänden;  jeder  Band  enhält  30  Bogen 
in  octaYO  mit  8  Hol/schnitten,  bildet  für  sich  ein  Ganzes  und  wird 
daher  auch  einzeln  abgegeben.     Der  1.  Band  enthält  ausser  einer 
Einleitung  2  Tabellen.    Die  Tabelle  I  findet  unmittelbar  Anwendung 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Neigungen  der  natürlichen  Boden- 
flächen in  rechtwinkliger  Richtung   auf  die  Längenaxe   Horizontale 
sind,  oder  so  wenig  abweichen^  dass  die  daraus  entspringende  Diffe- 
renz für  den  Inhalt  unbeachtet  bleiben  kann.     Diese  Tafel  enthält 
die  Quadratzahlen   aller  natürlichen  Zahlen  von  0  bis  60,  und  zwar 
iron   0,01    zu  0,01    steigend;     diese    Quadratzahlen    bezeichnen    die 
Flächendreiecke  für  variable  Höhen   unter  Annahme  oinfüssiger  Bö- 
schung;  es  leuchtet  aber  ein,  dass  für   jedes  andere  Böschnngsver- 
hältniss  der  entsprechende  Inhalt  gefunden  wird,  wenn  der  Wert  für 
6  =  1  mit   der  massgebenden  Böscbungsverhältnlsszahl  6  =  },  J,  |, 
I,  \    und   3füssige   Böschungen   multiplicirt  wird.     Die   Tabelle   II 
findet  Anwendung,  wenn  die  Lage   der  zu  beschüttenden  oder  abzu- 
grabenden Bodenoberfläche,  rechtwinklig  auf  die  Richtung  der  Län- 
genaxe, nicht  als  Horizontale  angenommen  werden  kann.  Sie  enthält 
die  Multiplicationscoefficienten  für  h^  bei  bestimmten  Damm-   oder 
Einschnittsböschungen,  ä  «  J,  J,  J,  i,  |,  f ,  1 J,  1^,  1 J,  2,  2^,  3  und 
für  variable  Terrainverhältnisse.     Der  zweite   Band   enthält  ausser 
einer  Einleitung  die  IIL  Tabelle.    Diese  die  Coefficienten  für  rf*  bei 
variablen   Terrainverhältuissen   und   bestimmten   Damm-    oder   Ein- 
schnittsböschungen 6  =»  it,  i,  .  .  .  3.    Der  dritte  Band  enthält  ausser 
einer  Erklärung  und  Gebrauchsanweisuug  die  IV.  und  V.  Tabelle  zur 
Bestimmung  der  Querflächen.      Der  vierte  Band  enthält  ausser  einer 
Einleitung  die  VI.  Tabelle;   mit  Hülfe  dieser  Tafel  können  sämmt- 
liche  Böschungsseiten  für  Dämme  oder  geschlossene  Einschnitte,  für 
variable  Höhen  von  0,01  bis  60,00,  Kronen-  oder  Einschnittsbroiten, 
unmittelbar  abgelesen  werden.    Der  fünfte  Band  enthält  ausser  einer 
Erklärung    und    Gebrauchsanweisung   Tabellen,     welche    praktische 
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AnwenduDg  haben,  wenn  der  körperliche  Inhalt  der  Erdmasse  ge- 
funden werden  soll. 

Eine  genaue  Berechnung,  verbunden  mit  mehrfachen  ReTisionen 
und  der  Correctur  des  Druckes  dieser  Tafeln,  von  mir  selbst  mit  der 
grösstcu  Sorgfalt  ausgeführt,  berechtigen  mich  die  angegebenen  Zahlen- 
werte als  durchaus  zuverlässig  zu  bezeichnen :  somit  übergebe  ich 
dieses  Werk  zum  Gebrauche  für  Ingenieure,  Techniker  und  Eisen- 
bahnbauunternehmcr.    Der  1.  Band  wird  jetzt  gedruckt   (Apr.  1883). 

G.  Dobi^ski. 


Vermischte  Schriften. 

Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei   anno  CCLXXIX,  1881-82. 
Serie  tcrza.    Transunti.    Volume  VI.    Roma  1882.    Salviucci. 

Der  Band  enthält  an  mathematischen  und  physikalischen  Abhand- 
lungen nnd  Noten  folgendes. 

G.  Battaglini:  Ueber  die  quaternären  bilinearen  Formen. 

Brioschi:  Ueber  den  Ursprung  gewisser   linearer  Differential- 
gleichungen. 

E.   Villari   und   Righi:   Ueber  die   Ladung  der    Gohibenteo 
(Elektrophoro). 

A.  de  Gasparis:  Neue  Reihen  zum  Ausdruck  der  helioceotri- 
sehen  Coordinaten  als  Functionen  der  mittleren  Anomalie. 

Casorati:  Ueber  die  linearen  Differentialgleichungen. 

R.  de  Paolis:   Ueber  den  Ausdruck   einer  binären  Form  vom 
Grade  n  mit  einer  Summe  nter  Ordnung.    (Bericht). 

A.  Capelli:   Fundamente  einer  aUgemeinon  Theorie  der  alge- 
braischen Formen.    (Bericht). 

E.  Villari:  Einfluss  der  verschiedenen  elektrischen  Widerstände 
auf  die  Dimensionen  des  Erregungsfunkens  der  Condensatoren. 

Cantoni  und  Gerosa:   Ueber  den   dynamischen  Wert  einer 
Calorie. 

Siacci:   Fundamentalsatz  in  der  Theorie  der  kanonischen  Be- 
wpcrnnorftgleichungen.  H. 
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Acta  Mithewitira ,  Zdtsdirüt  berMSgQgt^lw'ii  \xin  G.  Mitl&g- 
Leffler.  L  Stockbolm  1883.  F,  u.  G.  Boijcr,  Borit«,  MÄjvr  i. 
MflUer.    Paris,  A.  Hmnann,    4«     399  S. 


Die  Zeitschrift  ist  besprochen  nnd  der  luhftU  dos  1.  Ho(\r  An- 
gegeben im  275.  litt  Bericht,  S.  32.  Die  3  übrigen  llofte  des  1 
Bandes  enthalten  folgende  Abbaudinngen. 

Th.  Reye:  Die  Hexaeder-  und  die  OktAodcr-(^onflg«rfttlonen 
(126,  16,). 

P.  Appell:  Ueber  die  einförmigen  Functionen  oinos  analytischen 
Punktes  (x,  y),  2  Abhandlungen.  —  Heihonontwlckolungen  eines 
begrenzten  Flächenstücks  durch  Kreisbogen. 

E.  Schering:  Zur  Theorie  der  quadratischen  Itesto. 

H.  G.  Zeuthen:  Ueber  Gruppen  von  Sätzen  und  Formeln  der 
Zählungsgeometrie. 

£.  Gonrsat:  Ueber  ein  Theorem  von  Ilermito. 

H.  Poincar6:  Abhaodlong  über  die  Fucht'gcben  FaoeÜooen. 

L.  Bourguet:  Note  über  die  Euler'scben  Integrale.  —  Ueber 
einige  bestimmte  Integrale, 

E.  Picard:  Ueber  eine  Gasse  onsteifger  Grappe«  lioearer 
Fonctioiiea  nd  tber  die  Foaetioneii  zweier  miabhftogiger  Variabeln, 
welche  bei  diesea  SvbfltttstMwes  mmf  enkuden  Ueibe«. 

L.  Fachs;  Ueber  Kneare  homogene  Dilerftntialgleiehiingen, 
zwischea  deren  Integralen  homogene  Relationen  höheren  als  ^rster^ 
Grades  begehen. 

Ck  Hermite;  Ueber  eine  von  Cayley  j^egebene  Relation  in  der 
Theorie  4er  eUiptiKhea  Fooctioaen. 

E.  5etta:  Zar  Theorie  d/er  Discriminanten.  H. 


Enq^npädia  der  Naturwissenschaften  herausgegeben  von  Prof. 
Dr.  Gl  Jäger,  Prof.  Dr.  A.  Kenngatt,  Prof.  Dr.  Ladonborg, 
Prot  Dr  von  Oppolzer,  Prof.  Dr.  Schenk,  Geh  S^^holrat  I)r 
SchUmilch,  Prof.  Dr.  G.  C.  Wittateia,  Prof.  Dr.  van  Zech. 
BresüuL    Edoi*"<i  Trewendt. 

Die  Herausgabe  beginnt  mit  1>^{).   Als  Redactenr  wini 
i'lei scher  genannt.     Was  Xotiv  und  (jesichtspuokte 
wir  ans  mit  vvemgeo  Aeosseningen  von  Trewendt» 
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Über  die  LeistuDgen  nnd  Fortschritte  der  Enc.  d.  Nat.  begnügeiL 
Nach  ihm  musste  sich  eine  nmfassendo  Darstellang  aller  Grebiete  der 
Naturwissenschaften  „als  ein  Bedttrfniss  fühlbar  machen'S  Die  En- 
cyklopftdie  sucht  die  Resultate  der  neuesten  Forschungen  und  Fort- 
schritte auf  dem  Gebiete  der  Naturwissenschaften  in  zwar  „streng 
wissenschaftlicher",  aber  „für  jeden  Gebildeten  verständlicher  Weise" 
übersichtlich  geordnet  (wol  zu  bemerken,  nur  an  die  Ordnung,  nicht 
an  die  Abfassung  wird  diese  grosse  Forderung  gestellt)  „in  einen 
grossen  Kahmen  zu  bringen"  und  steckt  sich  das  Ziel,  ein  nach  m- 
heitlichen  Grundsätzen  gestaltetes  Universalhandbuch  der  Natur- 
wissenschaften zu  schaffen  zur  Erleichterung  und  Förderung  des 
Studiums  und  der  Forschung  und  „zur  Bildung  einer  Basis,  auf  der 
die  Wissenschaft  weiter  fortgepflanzt  und  ausgebaut  werden  kann  (iy\ 
Es  sind  8  Zweige  der'  Naturwissenschaft  unterschieden  und  in  folgen- 
der bunten  Ordnung  in  3  Abteilungen  untergebracht :  I.  Botanik,  Mathe- 
matik, Zoologie,  IL  Mineralogie,  Pharmakognosie  der  Pflanzen,  Che- 
mie, III.  Physik,  Astronomie.  Jeder  hat  einen  besondem  Bedacteor 
und  mehrere  Mitarbeiter.  Die  Bearbeitungen  mancher  Zweige  sind 
Handbücher,  anderer  Wörterbücher.  Dem  Ref.  liegt  nur  ein  Bruch- 
stück eines  solchen  Handbuchs  vor,  es  ist  Schlömilch's  Handbuch  der 
Mathematik,  4.  und  5.  Band  der  Encyklopädie.  Ein  Teil  ist  von 
Schlömilch  unter  dem  Titel  „analytische  Geometrie",  jedoch  durch- 
weg sjmthetisch,  bearbeitet  und  kann  die  analytische  Geometrie  un- 
möglich vertreten;  der  folgende  Teil  hat  Richard  Heger  zum  Ver- 
fasser und  enthält  die  Differential-  und  Integralrechnung.  Auf  Leidit- 
fasslichkeit  und  Strenge  ist  in  den  Anfängen  sichtlich  Mühe  verwandt 
Im  ganzen  müssen  wir  jedoch  unser  Urteil  dahin  abgeben,  dass  eine 
Bearbeitung  eines  Zweiges  nur  Anspruch  auf  diejenige  Wertschätzung 
haben  kann,  die  ihr  als  gesondertem  Werke  um  ihrer  Vorzüge  willen 
zukommen.  Die  Zusammengehörigkeit  kann  den  Wert  nicht  erhöhen, 
erscheint  uns  vielmehr  als  ein  Hinderniss  in  der  Auswahl  der  besten 
und  dem  individuellen  Bedürfniss  am  meisten  entsprechenden  Bear- 
beitungen. H. 


ÄTvfc«  <r:/jfxu;;.  i:^ 
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Methode  und  Prindpien, 

Gnuidxige  der  EkmeAtar-Mßi^hanik.  OftTr>s«i«  A^n  ÄtiPfffl^tnw^rt 
der  ptakMsipkiAithen  ^Oi^äkdcntik  als  Kln/ährnn^  m  4)^  phy^)l<;>li^<-h<'rt 
und  tcctabefem  Wiase»ehaft4m  für  rk;»  f;nt^rri<^bt  N*>ftj'h<^itAe  v<vn 
Dr.  Alei.  WerEicke^  I>ocent  (fer  Ifafh^^WÄ^.ik  nn4  ?hil6<?Aphi«^ 
a-  d  hen^fL  Qsduii8eii«u  Hochschak*,,   7^1.  atw   h*»r/^l.  Cymnft»?iijm 

IßÖX    C  1.  3«iiwet8chke  oiui  äobn.     i-U^  S. 

mit  tem  V^  irtrai?  'nn<?r  vrol    i^*^iirflnd^tr»n.  .vii'^rlffiTintPTi  fKK'fnn, 
'  in   ''i^HitOmlichor  Autfa«snn^,   ^Ur  mit   ^Mn^r  h)o*9*n 
pWffiWgtoadiPn  AiMlafiRmi^   lih^r  .jipapllv»  /u  Mm  nab^n .   ^n   Vv^^xf  ^*^ 
:d  irr  7  >rrr-<1<?  Anfklänint^  .ihor  ii*»  T*!»-^    f^=i  V^^f^o^r^rn 

'Wvi  ^sni^Bt  -Pin  :%ann  =iip  ^tiz  'i^i  S^itp  /n  ,ao«»PT»    nt^  />i 

TöraRdt  -ttfhphrtich  ^n  mariipn.     D^rrn  -nodi-h^T^rfi^p    vor   t^r  V'-^r- 
■^Mliff  -Wähiiit   ill'/rmt^TiP  (>iiank^n    larTnlre^n,    .nit    l^n 

•i» 'l^l?ehPH#     .|,|,p  -^itPHirhu-fi.    »h   ^    tm.  ^aoT  •^^"'^^^^   "** 
«•^  ic^in^ff  ^^f»  .ff  vor^iPit     Im  V'  rtwrf,   ilm^ 
Mrti  »r  :^pft»nt?ffi^  <Pff    nafhPTnahVh-Tatiw«** 
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oendo  Satz:  „Da  man  heute  kanm  mehr  zu  leognen  geneigt  int,  dui 
dio  Vorausactzong  einer  unbeschränkten  GesetzinftSBigkeit  die  ante 
Dediugung  wissen  sc  haftlichen  Arbeitens  ist,  so  hat  der  Atomisoras 
seine  coltargoschichtliche  Mission  erfüllt,  nnd  darum  ist  es  an  der 
Zeit  mit  seiner  metaphysischen  Voranssetznng  ein  fOr  alte  male  n 
brocben."  (Vorher  geht  die  Behauptung,  dass  die  Rolle  der  atomisti- 
schen  Weltanschaonag  bereits  ausgespielt  sei.)  Hit  solchen  hoUen 
Phrascu  ist  schwerlich  je  ein  wissenschaftlicher  Schriftsteller  iDf- 
getreten.  Ein  unabänderlich  entscheidender  Schritt  in  der  wissen- 
schaftlichen  Forschung  soll  geschehen.  Motiv:  weil  man  Icanm  mehr 
geneigt  ist  etc.  Kein  Wort  davon,  wofür  man  sich  zu  entscheiden 
habe ;  vorläufig  soll  nur  Diedcrgerissen  werden.  Dann,  wenn  der  Ate- 
mismus nur  noch  als  Schema  für  die  Darstellung  haltbar  sei,  heisst 
es  weiter,  könne  man  nntersuchen,  ob  es  nicht  noch  andere  solch» 
Schemata  gebe,  welche  einen  gleicheu,  vielleicht  grossem  Nutzen  ge- 
währen nnd  welche  ausserdem  frei  sind  von  „der  geffthrlicben 
Verwandtschaft  mit  dem  Materialismus"  (I)  Also  wisseo- 
schaftliche  Wahrheit  gibt  es  für  den  Verfasser  nicht,  sondern  nnr 
Tat,  nnd  zwar  nnr  destructive.  Im  Vorwort  folgt  eine  Hinweisniig 
auf  eine  Bemerkung  von  Chr.  Wolff  in  Verbindung  mit  einer  AeoiK- 
rung  von  Stern  bezüglich  anf  die  Einteilung  der  Mechanik,  dum 
einige  Ratschläge  des  Verfassers  Über  das  Studium  nud  den  Scbnl- 
unterricbt:  er  empfiehlt,  dass  die  philosophische  Propädeutik  van 
einem  Mathematiker  gelehrt  werde  —  gewiss  mit  gutem  Gmnde, 
wenn  einmal  aristotelische  Logik  noch  als  besonderer  Unterricbta- 
gegenstand  dazu  dienen  soll,  uud  man  nicht  lieber  noch  weiter  geben 
nnd  sie  ganz  beseitigen  will ;  denn  in  der  Tat  ist  die  Scholmathematik 
selbst  die  beste  und  eigentliche  philosophische  Propädeutik,  d.  b.  v& 
erweckt  zuerst  die  Idee  sich  über  seine  Begriffe  gründlich  Recbeu- 
ecbaft  zu  geben,  nud  infolge  dessen  Wissenschaften  philosophisch  in 
Btudiren,  was  doch  einmal  im  aristotelischen  Rahmen  nicht  möglieh 
ist  Andere  Ratschläge  sind  viel  zu  unbestimmt  ansgesprochen,  z.B. 
Erweiterung  der  aritliroctischen  nnd  geometrischen  Anschanungeo, 
Betonung  des  Gegensatzes  von  Apriorischem  und  Empirischem.  Sebr 
unbestimmt  ist  die  Thesis  des  Verfassers:  Die  Physik  kann  nnd  didW 
der  Vorstellung  von  Moleculeu  und  Atomen  entbehren.  Er  eifert 
man  weiss  nicht  wogegen  und  wofür.  Was  mau  gewöhnlich  unt£r 
1  versteht,  Punkte  mit  Masse  nnd  Kräften,  wendet  er  selbit 
nklich  in  seiner  Dynamik  an,  im  wesentlichen  gleicherweiie 
wohnlich,  nur  ist  bei  der  Einfohrung  eine  gewisse  UnklaHieit 
ele.  Er  sagt  nämlich,  die  Masse  eines  Punktes  müsse  nnend- 
cin  sein ,  weil  der  Körper  nnendlich  viele  Punkte  und  eise 
le  Masse  habe.  „Unendlich  viele"  hat  aber  nur  Sinn,  wenn 
ihl  wachsend  denken;  es  können  also  nur  beliebig  gedachte 
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Paukte  eines  ContiDaiims  gemeint  sein.    Diese  gedachtou  INinkt\^  «iust 

Dicht  Teile  des  Körpers,  daher  ist  es  fklsch  die  Miu»i^  oiuon  l^uukU 

durch  Division  der  Gesammtmasse  durch  die  Aniahl  tiudou  «u  wollou 

Die  Masse  eines  Punkts  im  Continuam  ist  stets  null,  nioht  uuoiullloU 

klein.     Da  indes  die  vorliegende  Theorie  den  Punkten  Muhho  lu^ilowt, 

so  handelt  sie  factisch  von  Atomen,   obgleich  die  Worto  dor  Min* 

filhrang  nicht  damit  stimmen.    Dass  nicht  die  Annahino,  Nuiuloru  nur 

die  Vorstellnng  von  Atomen  entbehrt  werden  solle,  kann  wol  u\v\\\ 

der  Sinn  der  Thesis  sein.    Dies  wird  gewiss  gonü^on  um  don  an  dlii 

Spitze  gestellten  Satz,  welcher  den  Atoroismus  verwirft,  uIh  t<Hn/ll<t|i 

hohl   und  nichtssagend  erscheinen  zu  lassen.    Sollte  ein  mo  almprn- 

chondes  Auftreten  mehr  als  leerer  Wind  sein,    ho   war  Vfi'm^Himn 

zweierlei  erforderlich:  erstens  musste  die   ent^egengtui't/t«)  AuuwUi 

unzweideutig  ausgesprochen,   zweitens  ein  hinreichender  Krfoltf  auf' 

gewiesen  sein.    Von   beiden   ist  keine  liede.    Mit  dt'.m   Irihaltif  tUn 

Bnchs  steht  der  Inhalt  des  Vorworts  in  keiner  n'u'UilkhfiU  \ *'T\f\tnU$uu 

Das  Buch  ist  eine  sehr  reiche  Sammlung  von  Krfuhruuff/n  tU'%  \» t 

üassers  in  dessen  Studium  der  Mechanik    V\%  h*  nUSii  i^ki  y:4U/\\',h 

aus  principieller  Kritik,  welche  die  Kenntnis  iU-T  uj  ^AtutuU  u  M^^  u'au.h 

beim  Leser  voraussetzt    Die  Wortfantung  int  Kr^/it<t/;ii»/.i;c  ki*f  nu4 

exact  und,  mit  Unterstatzwit^  dfjrdj  \i*  n^nfn/Ui  irorm^/i  U',.\  h'  ,'p>^, 

fttr  Kundige  ▼erstan'jlicb,    Ob/^vh  *%  ^nf  'im  7/>'l  *v^V  M  <va 

fftr  EinfähruDg.  Cnterw*;a -r.jr  n;,-!  H'rr.'//,;,;^  ;*,'j/<  ;r  ,*/(.,  v ;;      Uk^ 

gegen  werde«  an  eislze^  .%t*'„':i  *,  v,',r,*jv  U  r,-.  t",*-  h'/'fr'U\>  .t 

Kreis  der  Betrati:s-.jr  j  i/^j*^.    O  rv;.;>t  »,r1  /^/  *■'-*     *^  v«*^' 

das  Resultat  crsLtr  .-.'W  i,-./  -f^*/?       *>.  ,  -,  ,*   ..     *    >t  'i*/'^^./*' 

das  Beisestelaas«»  fc>ir  '^'Ai  **    .  i  /^.^- /  .'a  *Kf  x^-^'  '•  •'  "'  /*    '* 

es  daftr  rc>cil:ia  I>ir.'u..*'r  ^  i.v      ;x»-  7     *    :•  i  /^»- ^    •  ..-.      j 

Die  Mecka^k   a..*.  ■'>n-ui..i.jr*    '^  '   xi;.^      ^     //>*    /vm*.  ^     / 

Die  Pkjsik.     IT*-    L'>?    a-i/^v^v    *>-^    ^»i;    rf^.-  ■,  u  *    «C'^  -  4*  /      •'^ 

PhysikaliKSifr  ILtsinaa'j.     I     ,V^    >.*,  Oi*--.' . ,  «•    V';  ''  4*//*'    **  '    -'^ - 

cbamk.    IL    r^xiwa*  tu*»      '',      ,V«-  ,V    v»-.  /   i*  *  z'.  *    /      ,  ■'     ,x" 


Aji^.r-#*  1*-^  y'.y   A* ... -I    ^'9;r,v'i   .    ^  -r^.    (.-'    'y,  '^  / 


biete  der  Fxrü. 


>  > 
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Bei  den  enormen  Fortschritten,  welche  die  Spectralanaljse  in 
den  letzten  15  Jahren  gemacht  hat,  musste  ein  Zeitpunkt  eintreteiu 
wo  eine  universelle  Bearbeitung  für  den  Studirenden,  den  Lehrer  und 
den  Forscher  zum  unabweisbaren  Bedürfniss  ward.  Der  Verfasser, 
welcher  sich  dieser  Aufgabe  unterzog,  hat  diesen  Zeitpunkt  sicher 
nicht  zu  früh  angesetzt.  Das  Material  hat  einen  Umfong  gewonneD, 
der  nicht  mehr  leicht  zu  beherrschen  ist,  und  die  darin  gewonn^e 
Klarheit  ist  bis  zu  einem  Standpunkt  gediehen ,  wo  in  nächster  Zeit 
keine  wesentlich  günstigere  Lage  zu  erwarten  steht  Keine  der 
firtlhern  Schriften  kann  die  Stelle  einer  solchen  universellen  Bearbei- 
tung gentlgend  vertreten.  In  unsem  Lehrbüchern  der  allgemeinen 
Physik  wird  das  so  interessante  Gebiet  der  Spectralanaljse  ausser- 
ordentlich stiefmütterlich  behandelt,  die  neuem  Versuchsmethoden 
und  Resultate  finden  sich  fast  nirgends  angegeben,  und  die,  nameot- 
lieh  durch  englische  Forscher,  gemachten  Fortschritte  bleiben  meist 
unerwähnt.  Von  den  speciellen  Werken  über  Spectralanaljse,  deren 
es  eine  recht  grosse  Anzahl  gibt,  vorfolgen  die  meisten  den  Zweck, 
in  ganz  populärer  Form  den  Gegenstand  zu  behandeln;  in  dieser 
Richtung  hat  Roscoe  Ausgezeichnetes  geleistet.  Andere  Werke  and 
zwar  wissenschaftlicher  gehalten,  aber  sie  betonen  dann  nur  einzetoo 
Capitel  oder  einzelne  Richtungen  der  Spectralanalyse ;  so  hat  das 
sehr  empfehlenswerte  Buch  von  H.  W.  Vogel  nur  die  praktische  Ana- 
lyse ,  namentlich  die  durch  Absorptionsspectren  im  Auge.  Auch  die 
sehr  starke,  neueste  Auflage  der  Schellen'schen  Spectralanalyse  lisst 
recht  viel  zu  wünschen  übrig.  Auf  Grund  dieser  im  Vorwort  vom 
Verfasser  ausgesprocheneu  Tatsachen  lässt  sich  das  gegenwärtige 
Lehrbuch  als  erste  dem  genannten  Zwecke  gewidmete  Erscheinnng 
betrachten.  Anlass  zur  Bearbeitung  war  ihm  der  eigene  Gebrancli, 
Antrieb  zur  Herausgabe  die  sich  natürlich  daraus  ergebende  Absicht, 
die  dazu  erforderte  Mühe  des  Durchstndirens  der  unzähligen  in  Zeit- 
schriften verstreuten  Abhandlungen  dauernd  in  weiterm  Kreise  nntz- 
bar  zu  machen,  Gesichtspunkt  der  Abfassung  erstens  dem  Studirenden 
in  kürzest  möglicher  Form  eine  vollständige  Uebersicht  über  die  Ge- 
setze, Methoden  und  Apparate  der  Spectralanalyse  zu  geben,  wobei 
zahlreiche  Litteraturnachweise  ein  näheres  Eingehen  auf  einzelne 
Punkte  erleichtern,  zweitens  demjenigen,  der  selbständige  Forschungen 
machen  und  zum  weitern  Ausbau  des  Gegenstandes  beitragen  will, 
die  vollständigst  mögliche  Kenntniss  des  bisher  Erreichten  zu  gebeo. 
Dieser  Bestimmung  entsprechend  enthält  der  Vortrag  keine  analyti- 
sche Entwickelung ,  stellt  vielmehr  alle  aus  der  theoretischen  Optik 
hervorgehenden  Begriffe  und  Gesetze,  deren  Darlegung  mit  den  ersten 
Elementen  beginnt,  unmittelbar  als  Resultat  auf.  Die  natürlichen 
T^Aiintabschnitte  sind:  die  Emission  und  die  Absorption  des  Lichtes. 
3ten  werden  nach  einander  folgende  Themata  behandelt:  die 


BtneSt  CCLXXVm.  17 

Aetherwellen,  HersteUnng  lenclitender  Dämpfe,  Zerlegung  des  Liebt« 
dnrch   Brechung,   Spectralapparat« ,    Diffi-action  des  Lichtes,   l'Dter- 
SDchangsmeÜioden  filr  daa  nltraroto  und  ultraviolotto  Licht,  Holfä- 
apparate    zur  Spectrelnntersachung ,  Geschichte  der  Spectnüsnslfse, 
Gesetze   derselben  —  im  zweiton:  Ahsorption  dnrch  feste  nnd  flOssige 
Körper,     das   Kircbhoff'scbe   Gesetz,    Absorption    dorch   Gase   nnd 
Dämpfe,  das  Sonnenspoctnim ,  die  Constitntion  der  Sonne,  die  Him- 
melskörper, Lockjer'a  Anachaanngen  Ub< 
qo&atitative  SpcctralaoaJyse.   Im  dritten  i 
der  chemischen  Elemente  ond  ihrer  wich 
behandelt 


P  h  y  s  i  1 

Uobcr  die  galvaniBche  Polarisation. 
phil.     Hit  eioor  Tafel.    Berlin  1883. 

Zweck  dieser  Arbeit  ist  die  Untersncl 
der  Elektroden  einen  Eioflnss  auf  die 
habe.  Die  Ansichten  darüber  dnd  vci 
Baff,  Crova,  kjnon  nnd  Peny,  Ualloc 
dass  bei  Sättigung  mit  yiisn^ntoS  Plat 
Verschiedenheit  der  Metalle  keincu  EinU 
doch  lif^en  aocb  Versuche  mit  L-Dtj;<;giii 
her  findet  der  Verbbscr  Ablass,  an^lrl 
Frage  einzugehen,  vas  bi's  dahin  ni'ht  : 
angewandte  Vertahren  beM:bri^-ht•n,  na/;L 
Wert  der  Polarisation  mit  äo'^MT*"'*  Sc) 
Durch  Vorrcrsnchc  überzeugt  sich  d^  ^ 
einer  Hitwirkung  tbemi(^i';ktnfc'.  L'T  i. 
ist;  ferner  sucht  er  im  Voltavi>-t^  <ii>. 
für  Zink  als  eine,  für  larviiif-A-iuH  M« 
erzeugen,  ohDo  indes  d'-u  jffrwuf.t'ht'fu 
cigeatliuben  V*noche  fuhr*'»  zu  i'Asjm- 
satios  i-t  unter  g«w£ibijJi<.n^u  L'uttUui'l 
troden  aii)>Xa<ä%.  !>)•■«:  Äbkinjgiifk';it  t^. 
bei  gescbl</Ui^%<mi  Strom*:  »)>?  ju  de» 
Oefiiefi  des  6ü-'yui^.  Si';  iKt-i^.ut  u';b 
keit,  ict  also  ii:'.i;t  wü  Bildung  vwii  W* 
nrückzo&liren,  Vau  Watb'.rbi.vtfwn-iit 
«t*ickeliid«i  Sa.uerstvfl  biiidv^,  i"^  , 
Tr«imiing  der  Lli^ktf uduu ,  alto  U)L>d>^ 
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der  olektrolytischen  Gase,  hebt  di 
wenig  TrenQDDg  der  Elektroden  du 
siedende  Flüssigkeit  bcfiudet  Ab 
durch  Benzol  bringt  keine  Aendei 
gern  LnftEtbschlnsB  und  stetom  An 
crgcbon  immer  noch  eine  Abhäng 
den.  Alle  diese  Torsichten  vermi 
in  dem  Verhalten  der  verBchieden 
fragliche  Einfluas  oxiHtirt  demnai 
nolcho  am  Schlüsse  in  TaheUoa 
denen  früherer  Arbeiten  vergliche 
besondere  TerEUcho  angestellt,  m 
berichtet 


Die  moderneD  Theorien  der  C 
chemische   Mechanik.     Ton  Dr. 
Chemie  an  der  Unrrersität  TUbing 
Drittes  Buch:  Dynamik  der  Atoi: 
Berendt.    225  S. 

Die  2  vorhergehenden  Bttcher, 
sind  im  263.  litt.  Bericht  S.  34.  1 
vierter  Auflage  hinzugekommen. 
sind:  der  chemische  Umsatz  und  s 
durch  mechanische  Erschütterung; 
des  chemischen  Umsatzes;  cbemi 
Umsatz  durch  Licht;  chemischer  1 
Eloktricität;  die  Stabilität  der  che 
Grundsätze,  die  in  den  vorherge 
bezeichneten  Stelle  ausgesprochen 
den  neuen  Teil.  Dos  Buch  bleit 
Sammlung  experimenteller  Tatsacb 
vorbehalten  bleibt,  als  einer  Aufsb 
staltQug  der  Theorie  ist  das  anss 
der  Verfasser  mit  äusscrster  Von 
Standpunkt  mit  Sicherheit  möglich 
bearbeiteten  neuen  Themata  gcnai 


Elektrisches  Formelhuch.  M 
elektrische  Terminologie  in  deats< 
Sprache,  Vou  Dr.  P.  Zech,  Pro 
Stuttgart.  Mit  15  Abbildungen.  W 
leben.    (Elektrotechnische  Bi)kM| 
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Das  Buch  enthält  die  Elektricitätslehre  in  alphabetischer  Ordnung 
der  behandelten  Themata,  alle  nötige  Erklärung  sowol  als  die  For- 
meln. Es  ist  dazu  bestimmt  alles  das  zu  geben,  was  der  Elektro- 
techniker an  bekannten  Formeln  braucht,  wenn  er  eine  Aufgabe  der 
Elektrotechnik  auf  mathematischem  Wege  lösen  will ,  und  soll  ihm 
das  Nachschlagen  an  verschiedenen  zerstreuten  Orten  ersparen.  Auf 
eine  durchweg  gleiche  Bezeichnang  derselben  Oegenstände  ist  Bedacht 
genommen  worden,  diese  Bezeichnung  aber  an  jeder  Stelle  erklärt. 
Das  Yerzeichniss  der  benutzten  Litteratur  nennt  die  Werke  von  17 
Autoren  und  6  Zeitschriften.  Dem  Formelbuch  geht  die  Erklärung 
sämmtlicher  Einheiten  voraus.  Die  Terminologie  ist  alphabetisch  in 
allen  3  Sprachen  zugleich,  so  nämlich,  dass  die  ins  Alphabet  passen- 
den Wörter  fett  gedruckt  sind,  die  übrigen  aber  nicht  als  Entree  in 
Anwendung  kommen.  H. 


Die  elektrischen  Mess-  und  Präcisions-Instmmente  sowie  die 
Instrumente  zum  Studium  der  elektrostatischen  Elektricität  mit  be- 
sonderer Rücksicht  auf  ihre  Construction.  Ein  Leitfaden  der  elek- 
trischen Messkunde  von  Arthur  Wilke.  Mit  59  Abbildungen. 
Wien,  Pest,  Leipzig  1883.  A.  Hartleben.  (Elektrotechnische  Bibliothek. 
Band  Yffl.).    247  S. 

Es  werden  die  Grundsätze  und  Methoden  des  Messens  erörtert, 
die  Reductionsformeln  aufgestellt  und  die  Apparate  beschrieben  und 
abgebildet,  Methoden  und  Apparate  natürlich  mit  Auswahl  der  besten, 
neben  denen  die  zahbreichen  übrigen  keine  Wichtigkeit  haben.  Im 
Buche  geht  voraus  das  Illustrationsverzeichniss ,  das  alphabetische 
Yerzeichniss  der  Gegenstände,  das  der  Namen  der  Autoren  und  die 
Lehre  von  den  Einheiten.  Es  behandelt  dann  nach  einander:  All- 
gemeines über  die  elektrischen  Messungen,  die  Messung  der  Strom- 
stärke, des  Widerstandes,  der  elektromotorischen  Kraft,  der  Ladungs- 
Migkeit,  die  Constanten  der  galvanischen  Batterie,  die  Leitungen, 
elektrischen  Aufwand  und  Leistung,  die  Messung  der  statischen  Elek- 
tricität, Aufstellung  und  Behandlung  der  elektrischen  Messiustru- 
mente,  und  im  Anhang  die  absoluten  Masse  der  elektrischen  Grössen. 

H. 


Handbuch  der  statischen  Elektricität  Yen  E.  Mascart,  Pro- 
fessor am  College  de  France,  Director  der  meteorologischen  Central- 
anstalt  in  Paris.  Deutsche  Bearbeitung  von  Dr.  Ignaz  G.  Wallen- 
tin,  k.  k.  Professor  am  Staatsgymnasium  im  IX.  Bezirke  Wien*s, 
Privatdocent  für   mathematische  Physik   an   der   technischen 

^lit  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten. 
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Erster  Band.     I.  Abtheilnng,    Wien  1883.     A.  Pichler's  Witwe  n. 
Sohn.    539  S. 

Da9  Werk   erscheint  in   2  Bänden   zu  je   2  Abteilnngen.    Uta 
Original ,  dessen  Inhalt   hier  mit  reichlichen  Vermehrangen  in  dent- 
scher  Sprache  ansgegeben  wird,  ist  1876  nnter  dem  Titel:   „TralA 
d'^lectricit^  statiqnc"  erschienen.    Nach  dem  Urteile  des  Bearbeiters 
kann  dasselbe  als  ein  treffliches  Lehrbuch  sowol  dos  experimentdien 
als  anch  des  theoretischen  Teiles    der  Elektrostatik  bezeichnet  wer- 
den.   Prof.  Mascart  bat  darin  nicht  Dur  die  Dcueren  Arbeiten,  son- 
dern auch  jene  früherer  Experimentatoren  berücksichtigt:  insheson* 
dere   waren   es  die   Coulomb'scben  Versuche,  denen  er  seine  volle 
Aufmerksamkeit  widmete  und  in  einer  anziehenden  Form  vorführte. 
Hauptsächlich  in  den  ersten  Capiteln  hat  der  Autor  ein   ziemlich 
vollständiges   Bild   des   Entwickelnngsganges   der   wissenschaftlichen 
Elektricitätslebre  geschaffen;  tlbcrall  tritt  die  historische  Seit«  des 
Gegenstands  deutlich  hervor,   nnd  diesem  Umstände  ist  es  anch  zu- 
zuschreiben, dass  z.  B.   in  den   Abschnitten  über  die  Elektrometer 
und  Elcktrisirmaschiuen  noch  Apparate  eingehend  beschrieben  wer- 
den, die  vor  langer  Zeit  in  Verwendung  standen,  beute  aber  kanm 
mehr  gebraucht  werden  durften.    Der  Bearbeiter  ist  überzeugt,  dass 
auch  derartige  Darstellungen  dem   Facbmanne   nicht  anwillkommen 
sein  werden.    Er  hat  sich  vor  längerer  Zeit,  angezogen  durch  die 
vielfachen  Vorzüge  des  Originals,  ontschlosseu,  dasselbe  ins  Deutsche 
zu  übertragen.    Viele  Zusätze  wurden  eingeschattet,  der  theoretische 
Teil  der  Elektrostatik  vielfach  erweitert  und  umgearbeitet;  doch  sa 
in  letzterer  Beziehung  bemerkt,  dass  er  immer  nur  die  physikalische 
Seite  der  Theorie  vor  Augen  hatte  und  auf  die  vielen  schönen  Unter- 
,  die   fast   rein   mathematischer  Natur  sind   (z.  B.  in  der 
r  EloktricitätBverteilung  auf  Conductoren),  weniger  Gewicht 
sonders   sind  es  die  Theorien  der  Potcntialtheorie ,  die  er 
jhreron  Gesichtspunkten  aus  betrachtete.     Die  Lehre  von 
linien,  von   der  Emission  und  Absorption  des  KraftHnsseg 
it  zu  einer  überraschend  einfachen  nnd  eleganten  Lösung 
'enden  Probleme.    Bei  der  Bearbeitung   dieses  Teiles  hat 
udicn  der  Werke  von  Maswell,  Thomson,  Clausius,  Grinwis 
tzt.    Dass  die   von  Mascart  und  Joubcrt  kürzlich  herana- 
legons  snr  retectricite  et  le  magnätisme  vielfach  der  Be- 
zugrunde gelegt  wurden,  dürfte  sicherlich  in  der  Tendenz 
liegen,  der  dem  Bearbeiter  die  Einschaltung  von  Zusätzen, 
tt  letzteren  wesentlich  schienen,  ansdrtlcklich  gestattet  hat. 
ätze  sind  im  Vorwort  sammtlich  bezeichnet.      Der  erste 
1  welchem  die  1.  Abteilung  vorliegt,   enthält  die  Gmnd- 
r  statischen  Elektricität ,  die  Theorie  der  elektrostaüachea 


B^riHit  CCLXXVJJl  2\ 

einer  «isftihrlioh^n  Tb<y>rk>  <\<^t  t>ilok- 
tiidtit,  fie  ia  den  OrifriiiÄk  ftMx^  die  B<v>=ohroibHng  nr\A  Thoorio 
der  iAiAtrotiaüsdkem  Messtpparato  «q4  doron  Anv^v^ndnng  tut  Ho- 
stimiiwing  der  is  der  ElcktrosUtik  vorkommciiiion  l>iN>Pson.  IVn 
Schlnss  des  ersten  Budes  wird  oino  oinpohondo  l>Ärptt^ll«nR  dor 
Methoden  rw  Aoswcrtang  des  sjHvitisohon  ttttittolion^\oimiNp^n^  t^M- 
Dielektrika  bflden.  W 

Lehrbach  der  ElektricitAt  oud  do«  MagnotiAmu*«.  Von  jAmo« 
Clerk  Maxwell,  M.  A.  Autorislrto  dcutsoho  lIpWrsotzMnft  ^ott 
Dr.  B.  Weinstein.  In  zwei  Dandou.  Zwnitor  Htind.  Mit  tM- 
reichen  Holzschnitten  und  7  Tafeln.  Dorliu  16H3.  JulitiB  Bprihget. 
624  S. 

Der  erste  Band  ist  im  276.  litt.  Bericht  8.  39.  ^Rfl)lfo^ll^t1.    \)vt 
zweite  Band  enthalt  als  dritten  und  viertoo  Teil    don  Maf^tM'fi<trritfn 
und  Elektromagnetlsmas.    Im  3.  Teil  wird  boliafidoli:  dif*  ^]^m^rlf^r(' 
Theorie  des  Magnetismas,   magnetische  Kraft  and   mnauoimht*  tri- 
doction,  magnetische  Solenoide  and  magnrtisrho  .Srhnlf^n,   mlwirff^ 
Hagnetisiraig,  ijpecielle  Problf^me  d^  fnagn^ti«5cb^n  irxhtrfjon,  W^^K  r'?^ 
Theorie  der  Hagjietiächen  Indoctiön,   maf^nefisrh^  M^<<«Tin^^n,   KM- 
mi(^n<tiiiaHM   —  im  4.   Teil;   eiekfroma^nf^tisch^    Kruk ,    Ampi^r'^'» 
Theorie   der  Wirkaag  elektrischer  Str^inv*,   anf  ^inan^I'-r,    fixliKfion 
der  ekktriachen  Ströme.   Indnction   eines  Stromes   aaf  3i«'h   ^^'Ihst, 
Bcwegnug?<gieii*,hnngen  tMne«?  Sy3t**m«i  miteinander  V''rhnn<l<^n*^r  A^on- 
tJear  dynamfarhe  Theorie  des  FJpktroma^etlsnnm.  Theorie  d^r  liM«v»r"n 
dekträehen  Ströme,    rrntergiichnnc?  '^.ines  t^ioktroniq<^iu»tit.rhpn  K^^l'l's 
dsrek  seine  Wirknn^en  aiif  »'ine  :^t rombahn,    allt^ernoine  rTl*M''lnnt'/f''i 
de»  dektzoflugoetiflchen    F«'l(|*»8,   einktrisi'he  Rinhrif.'n    urwi  ihr*  J>i- 
■enaonen,  Euen^e  and  Z^^ng  in  Einern  f»loktromft';noti<irh^n  F*I<I^, 
pUdse   Körper     Srhaien»     im    el^ktromagnetiqf'hpn    F^'ldp,     pj>rill''ie 
Ströme,  Rrpiwitröro^* .  ^^^kfromaernf^fi^rhe  InstnirrK^ntp.  ''If-ktrornj^'/ii*^- 
tBKke  Beohaebtonf^en .    y*'rtiWh*Unr)fx  von  Rollen,    ''iHktmmaLnt'^ti**''»'^ 
Widra8taBd»einh**Tt ,  VfTcUMt'hnnir  (i<^r  t*If'ktro<tati^^Iu'n  :nif  -I^^n    'l'^k- 
^'mnagoetlschen    Einhpiti»n .   **U^ktrf'm.^cfn^t?'j«-t)f*  Tj*^nr>  'U*^  Li'-h*'-' 
Wirkung  tli>«  Ma^nptii^mnfl  inf  'M«  Lhiit,  KfkI,ir?iiHj  {^>^  y,-rv'  mn«jii»»- 
tmnis  md   iei?  [>iamftg7i**t)*jniii<i    Inr'li  rnoi-rnlar^  Stn'.mo.    I '(Oori*'ii 
öiner  Wirkani^  m   ii#*  y^me     fVr   f''^b*»r':^f/er   jfif  n^nfi«:  /wi^r-hon- 
^öchnangett  ws^efahrf.    ii*»  im  «trldna*  uiohr  sfeben. 

if 

I^*'ht  i»fj   W'\rr\}f>      Von    ;v    'r^-r'i.  '  '**    und 

Tempiky.    :\\2  < 
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Das  Buch  erscheint  als  XII.  Band  in  der  von  dem  genannten 
Verlag  unter  dem  Titel:  „Das  Wissen  der  Gegenwart"  herausge- 
gebenen „Deutschen  Üniversal-Bibliothek  für  Gebildete".  Es  gehört 
zu  den  zahlreichen  populären  Schriften  über  wissenschaftliche  Gegen- 
stände, die  sich  die  Verbreitung  von  Kenntnissen  in  einem  Publicum, 
das  dem  betreffenden  Studium  fernsteht,  zur  Aufgabe  machen,  unter- 
scheidet sich  aber  rtlhmlich  von  der  Mohrzahl  dieser  Schriften, 
welche  auf  Erzeugung  eines  eingebildeten  Wissens  mit  geringer 
Mühe  gerichtet  sind,  dadurch,  dass  es  in  vollem  Ernste  den  Leser 
in  das  Verständniss  einzuführen  sucht  Die  Ansprüche  an  mathe- 
matische Vorbildung  sind  sehr  gering,  geringer  als  die  Volksschule 
sich  diese  Bildung  zum  Ziele  setzt:  sie  beschränken  sich  auf  die- 
jenigen Begriffe  und  Kenntnisse,  die  im  gemeinen  Leben  und  im 
Umgänge  unter  Gebildeten  überall  in  Anwendung  kommen.  Dagegen 
wird  erstlich  vorausgesetzt  ein  stetiges,  nicht  von  irrigen  Vorstellungen 
voreingenommenes  Denken,  da  sich  der  Vortrag  auf  Correction  und 
Nachhülfe  für  Schwache  nicht  einlässt,  und  zweitens  der  beharrliche 
Wille  der  Erklärung  zu  folgen.  Wie  oft  die  Grenzen  des  letztem 
bei  den  meisten  Lesern  hier  überschritten  werden,  müssen  wir  dahin 
gestellt  sein  lassen.  Das  Buch  umfasst  die  Umrisse  des  gesammten 
heutigen  Lehrgebäudes  dargestellt  durch  Erklärung  der  instructivsten 
Punkte  ohne  viel  Detail.  Die  Erklärung  stützt  sich  hauptsächlich 
auf  gut  gewählte  Beispiele  und  wendet  alle  Mittel  der  Verdeutlichnng 
bald  in  grösserer  Ausführlichkeit,  wo  es  eben  nötig  ist,  bald  in  ein* 
fachem,  entsprechend  kurzem  Ausdruck,  mit  Anwendung  leicht  za 
übersehender  Abbildungen,  an.  Auch  für  kundige  mag  wol  das  Buch 
in  Anbetracht  des  darin  entfalteten  methodischen  Geschicks  von  In- 
teresse sein.  H. 


Vermischte  Schriften. 

American  Journal  of  Mathematics.  Edited  by  J.  J.  Sylvester. 
Published  under  the  Auspices  of  the  Johns  Hopkins  University. 
IlgayudtcDv  Usyxog  ov  ßkenofiivcav,  Volume  V.  Baltimore  1882. 
(Agents  Cushing  and  Bailey). 

Der  5.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen: 

J.  J.  Sylvester:  Ueber  Subinvarianten,  d.  i.  Halb-Invarianten 
für  binäre  Quantics  von  unbegrenzter  Ordnung.  —  Tafeln  der  erzeu- 
genden Functionen,  reducirt  und  repräsentativ  für  gewisse  tem&re 
Systeme  binärer  Formen.  —  Eine  constructive  Partitionstheorie ,  ge- 
ordnet in  3  Acte,  einen  Zwischenact  und  einen  Schlussact. 
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Faa  de  Bruno:  Einige  Anwendungen  der  Theorie  der  binären 
Formen  auf  elliptische  Functionen.  —  Ueber  die  Entwickclung  der 
rationalen  Functionen. 

Benj.  Alvord:  Kreis-  und  Kegelschnitt. 

W.  P.  Durfee:  Tafeln  der  symmetrischen  Functionen  12.  Gra- 
des. —  Die  Aufstellung  symmetrischer  Functionen  in  Tafeln. 

Th.  Craig:  Note  über  die  Gegenfussfläche  eines  Ellipsoids.  — 
Ueber  eine  ÖFunctions-Formel. 

A.  Cayley:  Eine  Abhandlung  über  die  abelschen  und  6Func- 
tionen. 

W.  E.  Story:  Ueber  die  nichteuklidische  Geometrie.  —  Ueber 
nichteuklidische   Eigenschaften  der  Kegelschnitte. 

F.  Franklin:  Ueber  kubische  Curven. 

J.  Hammond:  Ueber  die  Lösung  der  Differentialgleichung  von 
„Quellen". 

G.  S.  Ely:  Bibliographie  der  bernoullischen  Zahlen.  -—  Einige 
Noten  über  bernoullische  und  eulersche  Zahlen. 

J.  Hagen:  Ueber  Division  von  Reihen. 

E.  W.  Davis:  Ein  Ausdruck  für  die  Coordinaton  eines  Punkts 
auf  einer  Zweiknotencurve  4.  Grades  als  rationale  Functionen  der 
elliptischen  Functionen  von  variabelem  Parameter. 

A.  W.  Haie:  Tafeln  zur  Erleichterung  der  Bestimmung  empiri- 
scher Formeln. 

Dominica  Turazza:  Von  einem  neuen  Theorem  bezüglich 
auf  die  Rotation  eines  Körpers  um  eine  Axe.  H. 


Mathematische 
und  physikalische  Bibliographie. 

CLXVI. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Phjsüu 

Bergk,  Th.,  5  Abhandlungen  zur  Geschichte  der  griech.  Phi- 
losophie u.  Astronomie.  Hrsg.  v.  G.  Hinrichs.  Leipzig,  Fues.    4Mk 

Schellen,  H.,  d.  elektromagnet  Telegraph  in  den  Hanptstadicn 
s.  Entwicklung  etc.  6.  Afl.  3.  Lfg.  Braunschweig,  Vieweg  &  S. 
3  Mk. 

Methode  und  Frineipien. 

Jacobson,  J.,  die  Axiome  d.  Geometrie  u.  ihr  „philosoph. 
Uutersucher"  Herr  Benno  Erdmann.  Königsberg,  Beyer.    1  Mk.  60  Pf- 

Lelirbttchery  Sammlungen  und  Tabellen. 

Adam,  Y.,  Taschenbuch  d.  Logarithmen  f.  Mittelschulen  etc. 
10.  AÜ.    Wien,  Bermann  &  Altmann.    geb.  1  Mk.  20  Pf. 

Gauss,  G.,  5 stell,  vollst,  logarithm.  u.  trigonometr.  Tafeln. 
18.  Afl.    Halle,  Strien.    2  Mk. 

Janke,  F.,  Sammig.  algebraischer  Aufgaben.  Bernburg,  Bac- 
nicister.    3  Mk. 

—  Auflösungen  dazu.    Ebd.    15  Pf. 

Kleyer,  A. ,  vollst,  gelöste  Aufg.-Sammlg.  a.  allen  Zweigen  d. 
Rechenkunst  etc.    68  —  75.  Hft.    Stuttgart,  Maier.    h  25  Pf. 

Schellen,  H.,  Aufgaben  f.d.  theoret.  u.  prakt.  Rechnen.  1.  Tl. 
17.  Afl.    Münster,  Coppenrath.    2  Mk. 

—  dass.  Materialien  dazu  f.  den  Gebrauch  d.  Lehrers.  9.  Afl. 
Ebd.    4  Mk. 

Arithmetik  9  Algebra  und  reine  Analysis. 

Adam,  R.,  der  Rechenlehrer.  Neue  Anleitg.  zum  mcthod.  Un- 
terricht  im   Rechnen.    1.   Tl.    7.  u.  8.  Lfg.    Berlin,   Th.  Hofmann. 
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Lehrbücher,  Sammlangen  und  Tabellen. 

Lehrbach  der  Arithmetik  zum  Gebranch  an  niedorn  and  hohem 
Lehranstaite»  ood  beim  Selbstotndium.  Von  B.  E.  Richard  Schn- 
rig.  la  drei  Teilen.  Erster  Teil:  Spezielle  Zahlenlehre.  (Zagleich 
ein  Handbuch  ftlr  Yolkstcballehrer.)  Leipiig  1883.  Friedrich  Brind- 
Btetter.    286  S. 

Daa  vorliegende  Lehrbuch  hat,  weniger  nach  dem  Vorwort  all 
nach  dem  Ansfoll  der  Bearbeltang  zn  srtelleD,  die  BeitlminiinK,  Als 
Beitrag  oder  Entwarf  zn  einer  ideellen  Uotbode  lu  leln.  Ka  |it 
■einer  Abfassnng  aohr  zuBtatten  gokommon,  daii  der  Verfaiaer  kainan 
Grond  gefonden  hat  besondere  RUckilchten  auf  Qewohnlielttii)  dar 
Schfller,  deren  Trägheit  zam  Denken,  begrenito  Zlule  dar  UniQrrlotiU« 
anatalten  and  mancherlei  fremdartige  Motive  hol  dur  Klufthrung 
einfiiessen  zn  laaseo.  Sie  lehnt  iloh  ^n  Ic"'"  furtluui,  in  Ailielien 
stehendes  Werk  an,  sondern  l&sat  ilob  allein  ilun'li  illu  ftllgemelnen 
GesichtBpankte  and  Fordemngea  des  Unterriubti  tulteii.  Aiidrenalti 
bt  sie  soweit  entfernt  mit  Nlchtboachtang  oder  Vurwerfuiid  Am  W»- 
herigen  Leistungen  die  Arbeit  der  Aufsuchang  der  boituu  Mulheilfl 
Mn  Torn  anzufangen,  dass  sie  nicht  nur  den  orroluliteii  Hl«nd|iaiikt 
der  methodischen  Gestaltung  in  vollem  Masse  olnnimiiit,  Sümturii  iluh 
nicht  einmal  durch  eigenartigen  Lehrgang  'On  dnn  gewahullohen 
Lehrbacbem  wesentlich  unterscheidot.  ™'"  ''"  "'■"•"''""'■'"»  -■"• 
ihren  Vorzag  aasmacht,  ist  nur  die  anf 
bielenden  Fragen,  praktische  wie  doctr 
erschöpfende  Bebandlaog  des  Lehrstoffs. 

Tdl  LZl.    K^ 
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Fragen  ist  auf  ezacte  Lösung  nDd  ein&cben  correctco  AoBdnick  viel 
FleiBS  verwandt.  Der  Verfaseer  sagt  im  Torwort,  dasB,  wenn  Usd- 
ches  in  logischer  Forderung  für  den  SchQler  zn  weit  zn  gehen  scheine, 
wenigstens  der  Lehrer  über  alle  einschlagende  Pankte  sich  Elarhdt 
aneignen  müsse.  Sie  praktischen  Fragen  erstrecken  sich  auf  Bech- 
nnngsEchema ,  abgekürzten  Algorithrans,  Rcchnnngsvorteile ,  Mnemo- 
technik u.  8.  w.  Die  Änsfuhrlichkeit  in  beiderlei  Dingen,  obscbon 
ohne  Wortüberfluss,  hat  den  grossen  Umfang  des  Bnches  zuwege  ge- 
bracht, Bo  dasB  schon  die  Lehre  von  der  Addition  ohne  Brüche, 
ohne  negative  Zahlen,  ohne  Deci  mal -Algorithmus  einen  betr&chtlichen 
Kaum  einnimmt.  Der  vorliegende  1.  Teil  ist  überschrieben:  „Spe- 
cielle  Zahlenlehre",  sofern  er  sich  nicht  die  Theorie  der  Bachgtaben- 
rechnnng  znr  Aufgabe  macht;  doch  ist  er  dem  Hauptinhalt  nach 
ebenso  altgemein  theoretisch  wie  letztere  und  wendet  auch  vielfach 
Buchstaben  zur  Formulirnng  und  Beweisführung  an.  Er  handelt  von 
Addition,  Subtraction,  Multip lication  und  Division  der  ganzen  Zahlen, 
gemeinen  nnd  DecimalbrUcben,  als  absoluten  Zahlen,  erst  am  Schlns^ 
von  positiven  und  negativen.  Der  einleitende  erste  Paragraph  be- 
schränkt sich  hierauf  nicht,  sondern  gibt  eine  begriffliche  Uebcrsicbt 
über  die  gesammte  Arithmetik.  Es  ist  hervorzuheben,  dass  die  noch 
bis  beute  in  die  meisten  Lehrbücher  der  Arithmetik  gedankenlos 
traditionell  aufgenommene  falsche  Definition  des  Rechnens  als  Yer 
bindung  von  Zahlen  hier  der  richtigen  Platz  gemacht  hat:  dasBech- 
nen  wird  nicht  nur  als  Transformation  definirt,  sondern  auch  durch- 
weg als  solche  aufgefasst  und  behandelt.  Der  natürlichen  Entstehung 
der  Operationen  mit  successiver  Erweiterung  des  ZohlbegriSs  ent- 
spricht implicite  der  Vortrag ,  doch  macht  er  nicht  darauf  anfmert- 
sam,  verbaut  eher  die  Beziehung, 

Während  aber  das  Lehrbuch  fast  in  allen  Punkten  sich  tadelfrn  et- 
weist  nnd  manche  Vorzüge  besitzt,  ist  ein  Oapitcl  darin  voll  von  den 
gröbsten  Fehlem,  niralich  die  Lehre  von  den  unendlichen  Grössen. 
Diese  Lehre  in  ein  Lehrbuch  aufzunehmen,  welches  die  Zahl  durch- 
weg als  eine  unveränderliche  behandelt,  war  nicht  der  mindeste  Grund, 
auch   kommt  in   der  Tat   keine  Anwendung  der  falschen  S&tze  vor. 
Der  Verfasser  hat  die  Lehre  vom  Unendlichen  gänzlich  misverstanden 
eilt  seinen  Irrtum  in   solcher  Weise  bloss,  dass  er  von  jedem 
r  mit  seinen  eigenen  Worten   geschlagen  werden   kann.    Du 
liebe  wird  mit  den  Worten  eingeführt:  „Addirt  man  ßnheiten 
aufhören,  so  dass  ihre  Zahl  eine  unbegrenzte  ist,  so  erhalt 
lie  Zahl  „unendlich  gross"  die  mit  oo  abgekürzt  wird."  Wer 
mchen  will,  oh  er  sie  erhält,  addire  also  sein  LebenlangJ  Hier 
nnverhüllt  ausgesprochen,  dass  a>  eine  Zahl  sei.   Die  Irrtonff 
'idersprttche ,   welche   die   nun   folgenden   AnfstelluDgen  unter 
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dieser  TanasMtzinig  enthalten,  anfenweisen  hat  kein  Interesse;   m 
ist  nnr  zn  Terwnndern,  wie  man  heutzutage  noch  einer  solchen  Un- 
kenntniss  begegnen  kann,  wie  sie  z.  B.  in  dem  Satze:  „Unondlich 
kleine  Grössen  unter  sich  allein  verglichen  stehen  im  endlichen  Ver- 
hütnias^  —  hi«r  zutage  tritt.    Nur  was  der  Verfasser  tther  dio  Null 
sagt^  wdloi  wir  noch  kurz  besprechen.    Er  erklärt  sie  erst,  bevor  er 
Tom  Unendlichen  handelt,  und  ohne  Beziehung  dazu,  als  Zeichen  für 
„Nidits'*,  bemerkt  aber  dazu,  dass  diese  Bestimmung  nicht  wissen- 
schaftlich sei.     Gegen  die  Erklärung  ist  nun  weder  vom  vulgären 
nodi  vom  wissenschaftlichen  Staudpunkt  etwas  einzuwenden ,   sofern 
die  Arithmetik  nur  von  Quantitäten  handelt,  was  auch  bei  der  be- 
nannten Zahl   gilt.    Null   ist  in   der  Tat  identisch   mit  NichU  als 
Quantität;   man  darf  nur  den  Satz  nicht  dahin  verdrehen,  Null  sei 
keine  Quantität;  denn  das  hiesse.   Null  sei  etwas   andres  als  eine 
Quantität    Doch  diese  Undeutlichkeit  ist's  nicht,   was  der  Verfasser 
meint    &  lehrt  viehnehr,  die  Null  mu-^v;  als  uneudiich  klein  au<- 
ge&S8t  werden.    Er  lässt  also  das  Richtige,  da«  er  vertt>?ht,  fahren, 
greift  nach  dem,  was  er  nicht  >er»trLt  a:.i  v'rfiJlt  au*:Jj  yr^Wif-U  lu 
den  berüchtigten  Irrtnm,  die  Verweb  v-l^:*^  »ox»  1-  j.v.t*'/«  n.A  Of«  ;*/- 
wert     Auffallend  ist  es,  das»  er  4^  \Vr.'^..x  "*'*  Su.»'l'y /jti* 
durch  Zurfickverfolgung  der Zah.^r.r'^.ii*',  *.>'^/  'S*'  t  'tvV'/4/* /.**  y^'A 
ignorirt    Vielleicht  war  es  ih:a  ftAVrfjV-w..  Ctt*  <v,*  -:>,   i^*  ^f 
reo  eber  angeregt  wlrii*,  a*i  *t  ^vvv  t^fw-^  »v  >     W 


Leit£Mies  fftr  <fca  r*<.!n^-rA^v*n.  ',u>y-.;.x      >Sv»  ^/  --^t^'*^  «^ 
böberea  Untcnici*j?aa^ca,va  v>^/*v-!v^-  »-vt  -V    ir   *  i  « /  i   >^  *  /*  / 
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Stellung  der  normalen  voransgehen  zn  lassen,  obgleich  in  der  Pli- 
nimetrie  aus  dednctiven  Gründen  gewöhnlich  das  umgekehrte  ge- 
schieht Das  genannte  Verfahren  sanctionirt  diese  Scheidnng  und 
Anordnung  zweier  natürlicher  Abschnitte  der  Lehre  Ton  der  Lage 
der  Ebenen  und  Geraden,  welche  in  manchen  Lehrbüchern  mit  Be- 
einträchtigung der  Uebersicht  in  einander  geschoben  sind.  In  dem 
Abschnitte  über  Normalprojectionen  ist  soviel  aus  der  descripÜTen 
Geometrie  aufgenommen,  dass  sich  leichte  Constructionen  anschliessoi 
lassen,  und  im  Zusammenhange  damit  später  die  constructive  Lösung 
von  Aufgaben  angedeutet.  Die  in  13  Paragraphen  behandelten  Ge- 
genstände sind  der  Reihe  nach:  Durchschnitt  einer  Ebene  mit  Ge- 
raden und  Ebenen;  Flächenwinkel,  Normalen  einer  Ebene;  Normal- 
projectionen; Abstände  von  Punkten  und  Ebenen;  sphärisches  Drei- 
eck; Polyeder;  Kubatur  der  Prismen  und  Pyramiden;  der  Kugel  and 
andrer  Körper;  Oberfläche  des  Rotationscylinder»,  des  Rotations- 
kegels und  der  Kugel;  im  Anhang:  quadratische  Punkt-  und  Strablen- 
involution;  Kreiskegel;  Kegelschnitte;  Ellipse  als  NormalprojectioB 
des  Kreises. 

Der  4.  Teil  ist,  obgleich  er  nur  synthetische  Geometrie  enthält, 
misbräuchlich  „analytische  Geometrie*'  benannt;  er  behandelt  die 
Lehre  von  den  Coordinaten  in  der  Ebene  nebst  Anwendung  auf 
K^;elschnitte  und  geht  bei  letztern  auch  auf  Pol  und  Polare  ein. 
Der  Fortschritt  ist  durchweg  vom  einfachsten  Besondem  zum  All- 
gemeinen, also  sjrnthetisch.  H. 


Die  Elemente  der  Planimetrie  in  ihrer  organischen  Entwickelung. 
Lehrbuch  für  jede  Schule.  Von  Dr.  E.  Schindler,  Professor  am 
Joachimsthal'schen  Gjnannasium  zu  Berlin.  In  vier  Stufen.  I.  Stufe: 
Die  wirkliche  Grösse  der  Grund-Gebilde  der  Planimetrie,  n.  Stafe: 
Die  wirkliche  Grösse  der  Umfange  der  Figuren.  IE.  Stufe:  -Die 
scheinbare  Grösse  der  ebenen  Gebilde.  Die  Fläche  der  Figuren. 
IV.  Stufe:  Die  messbaren  Beziehungen  der  Figuren.  —  Die  Ent- 
wickelung der  Analyse.  Berlin  1883.  Julius  Springer.  71  -f  63  -f 
132  +  173  S. 

Das  Lehrbuch  gehört  zu  den  Versuchen  die  geometrische  Unter- 
richtsmethode zu  reformiren,  die  jedoch  nicht  bessernd  und  fördernd 
auf  dem  erreichten  Standpunkte  weiter  arbeiten »  sondern  auf  un- 
mittelbare Neugestaltung  nach  den  besondem  Gedanken  der  Verfasser 
gerichtet  sind.  Solche  Versuche  verraten  nur,  dass  die  Verfasser  kein 
Verständniss  für  die  Forderungen  besitzen,  welche  alle  bisherigen 
Bearbeiter  an  den  Unterricht  gestellt  haben,  abgesehen  natürlich  von 
dem  Falle,  dass  ein  Reformator  allen  Vorgängern  an  Befähigung  sehr 
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überiegen  wäre.  Wie  es  nan  beim  gegenwärtigen  ErzeugnisB  mit  der 
Befolgung  des  Verfassers  steht,  davon  gibt  der  erste  Satz  eine  Probe: 
^Die  Wahnehmongen  der  Natorgegenstände  heissen  Körper  and  die 
verschiedenartigen  Wahrnehmungen  der  Sinnesorgane  Eigenschaften 
der  Körper^^  Die  Eigenschaften  sind  hiernach  auch  Körper!  Zwischen 
Substanz  und '  Attribut  macht  die  Formnlirnng  des  Satzes  keinen 
Unterschied.  Um  sich  zu  überzeugen,  dass  diese  Confundimng  nicht 
ans  blossem  Ungeschick  im  Ausdruck  entspringt,  sondern  wirklich  un- 
entwickeltes Denkvermögen  zugrunde  liegt,  braucht  man  nur  eine 
Stelle  im  Vorwort  zu  vergleichen,  wo  der  Verfasser  folgendermassen 
schliesst:  Weil  Sinneswahmehmungen  stets  das  Product  von  Körper- 
Einwirkungen  auf  die  Sinnes-Organe  sind,  so  muss  ein  Punkt,  weil 
wahmehmbar,  ebenfalls  ein  Körper  sein.  Der  Schluss  selbst  ist 
schon  ein  Zeichen  von  mangelnder  Logik.  Namentlich  geht  aber 
daraus  hervor,  dass  der  Verfasser  wahrnehmbare  Eigenschaften  für 
Körper  erklären  muss.  Ueber  Flächen  und  Linien,  die  dem  Obigen 
zufolge  Körper  sind,  sagt  er  näher  eingehend,  dass  ihre  Dicke  un- 
endlich klein  sei,  betrachtet  aber  die  mathematische  Linie  als  iden- 
tisch mit  der  körperlichen  Bleilinie.  Fragt  man  nun,  wie  er  im 
Stande  ist  auf  solchem  Grunde  den  Inhalt  der  elementaren  Geometrie 
bündig  herzuleiten,  so  findet  man  bald,  dass  er  sich  eine  solche  Auf- 
gabe gar  nicht  stellt.  Zum  grossen  Teil  handelt  es  sich  bloss  um 
Begriffserklärungen  und  technische  Vorschriften  zur  Construction. 
Kommt  mitunter  ein  Satz  vor,  so  wird  Urteil  und  Grund,  ohne  Rück- 
sicht ob  letzterer  ausreichend  sei,  imperatorisch  zudictirt  Die 
„organische  Entwickelung*',  welche  auf  dem  Titel  steht,  bleibt  ein 
unerfülltes  Versprechen.  Dieselbe  Phrase,  über  deren  Sinn  keine 
Auskunft  erteilt  wird,  wiederholt  sich  im  Vorwort  oft  Dieses  ent- 
hält Manches,  was  nicht  geradezu  unrichtig  ist,  doch  macht  sich  der 
Verfasser  auch  kein  Bedenken,  das  Richtige  mit  offenbar  Unrichtigem 
zu  mischen,  wenn  es  gilt  den  Wert  seines  Erzeugnisses  zu  erhöhen. 
So  muss  z.  B.  Euklids  Geometrie  die  analytische  heissen,  damit  er 
als  dessen  Gegner  die  Bezeichnung  synthetisch  für  die  seinige  in 
Beschlag  nehmen  kann.  Im  ganzen  können  wir  unser  Urteil  nur 
dahin  abgeben,  dass  das  Buch  den  Hauptzwecken  des  mathematischen 
Unterrichts  gänzlich  fremd  ist,  für  Verstandesbildung  nicht  das  ge- 
ringste leistet  und  nur  geeignet  ist  Unklarheiten  zu  verbreiten. 

Hoppe. 

Erwiderung,  betreffend  Bardey's  Aufgabensammlung. 

In  einer  Controverse  mit  Herrn  Dr.  Bardey  hatte  er  mich  zu 
dem  brieflich  gegebenen  Vorwurf  gezwungen,  dass  seine  (Bardey's) 
Sammlung  von  Aufgaben  der  Arithmetik  viele  solche  enthalten,  die 
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gleich  oder  formeDgleich  mit  denen  des  älteren  Heis  (Aufgaben- 
Sammlung  der  Algebra)  seien.  Darauf  schrieb  Herr  Bardey:  nicht 
er  habe  Heis  ausgenutzt,  es  habe  yielmehr  Heis  seine  schönen  Auf- 
gaben (erschienen  1869)  aus  seinem  (Bardey's)  Buche  (erschienen 
1871!)  entnommen. 

Nun  veröffentlichte  Herr  Bardey  sogar  in  der  X.  Auflage  sein« 
Sammlung  im  Anhange  an  das  Vorwort  folgendes: 

„Da  mir  von  Herrn  Sinram  der  Vorwurf  gemacht  ist,  Ich  habe 
„viele  Aufgaben  von  Heis  entlehnt,  so  muss  ich  auch  die  Sache  hier 
„klar  stellen.  Wissentlich  ist  nur  Nr.  103  (S.  154)  entlehnt,  unter 
„derselben  steht:  Heis  Aufgabensammlung.  Von  Nr.  289  (S.  106) 
„und  56.  (S.  120)  bemerkte  ich  erst  20  Jahre  nach  der  Notirung, 
„dass  sie  im  Heis  ständen.** 

Der  Vorwurf,  den  ich  Herrn  Bardey  gemacht  habe,  stützt  sich 
auf  folgende  Tatsachen. 

In  kurzer  Zeit  fand  ich  unter  den  in  einigen  Capiteln  enthaltenen 
2300  Aufgaben  von  Bardey  ttber  300  solche,  die  mit  Heis  üborein- 
stimmen,  von  denen  einige  hier  zum  Beleg  aufgeführt  werden  sollen: 


Heis  23.  Aufl. 

Bardey  1.  Aufl. 

Heis 

Bardey 

1869 

1871 

pg.   nr. 

pg. 

nr. 

pg- 

nr. 

pg. 

nr. 

30 

85 

13 

40 

92 

89 

48 

91 

76 

99 

292 

50y 

105 

72/5 

344 

14 

118 

157 

105 

125 

34 

72a 

215 

25 

154 

83 

137 

37 

55 

42 

152 

67 

142 

73 

b9ß 

43 

187 

34 

152 

101 

63 

219 

14 

189 

48/3 

153 

126 

74/5 

221 

14 

193 

94a 

157 

57 

72a 

13 

229 

217/J 

188 

13 

283    15  sq. 

236 

1  sq. 

225 

12 

1... 

12... 

194 

13 

7 

33... 

227 

30 

20 

35  ... 

228 

31 

3 

37  ... 

44 

198 

20 

25 

39  ... 

60 

96 

27 

47  ... 

61 

97 

17... 

53  ... 

62 

98 

2... 

68  ... 

258 

31 

212 

69 

34 

94 

53 

72 

36... 

c)0  • .  • 
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Einzeln  betrachtet  wttrde  manche  Uebereinstimnmng  noch  eine 
zufällige  sein  können.  In  folgenden  Beispielen,  so  wie  manchen  an- 
dern, möchte  dies  schwer  zn  glauben  sein: 

Heis  Bardey 

pg*         nr.  pg.       nr. 

133         39  92        87        1,111— 0,1111« « 0,3833 

77  99      289        ^ j  —  1,4142 

1,4142  —  - 

139       149  110        56        yiO  -  V  1,37129 

Dass  Hr.  Bardey  anch  andre  Aufgabensammlnngen,  z.  B.  die  von 
Meyer  Hirsch  nnd  Martns  ausgenutzt  hat,  werden  diejenigen  finden, 
die  einen  Vergleich  anstellen  wollen.  So  stehen  im  Bardey  von 
pg.  213  bis  224,  also  auf  12  Seiten,  23  Aufgaben  aus  dem  Martus, 
z.  B. 

Martus  1.  Aufl.  Bardey  1.  Aufl. 

1864  1871 

nr.  pg.        nr. 

848  213        105 

890  220  29 

895  224  34 

894  35 

Hiermit  schliesse  ich  diese  von  Hm.  Bardey  mir  abgenötigte 
Arbeit,  indem  ich  die  Entscheidung  darüber,  ob  der  Vorwurf,  den 
ich  Hm.  Bardey  gemacht  habe,  begründet  war,  dem  Urteile  der 
Herren  Fachgenossen  anheim  stelle. 

Hamburg,  im  Oct.  1883.  Th.  Sinram. 


Fünfstellige  vollständige  logarithmische  und  trigonometrische  Ta- 
feln. Zum  Gebrauche  für  Schule  und  Praxis  bearbeitet  von  F.  0. 
Gauss.  Stereotyp -Druck.  Siebente  Auflage.  Halle  a.  S.  1882. 
Eugen  Strien.    145  S. 

Das  Buch  enthält  auf  19  Seiten  die  5  stelligen  gemeinen  Loga- 
rithmen der  Zahlen  1  bis  10000  und  auf  2  S.  die  7  stelligen  von  da 
bis  11009;  dann  auf  1  S.  Angaben  über  gewisse  Kreisbogen;  dann 
auf  58  S.  die  5  stell.  Logarithmen  der  Sin.,  Tang.,  Cotang.  und  Cos. 
der  Winkel  durch  alle  Minuten,  mit  kleinerer  Teilung  für  die  klein- 
sten Winkel;  dann  auf  12  S.  die  5 stell.  Log.  zur  Berechnung  der 
Summe  oder  Differenz  zweier  Zahlen  aus  ihren  Logarithmen;  dann 
die  5  stell,   natürlichen  Log.   der  Zahlen  bis  1109  und  die  8ttdL 
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Vielfachen  des  Modulns  der  brigg.  Logarithmen  und  seines  redprokes 
Wertes;  dann  anf  11  S.  die  4 stell.  Sin.,  Cos.,  Tang,  ond  Cotang., 
Sehnen  nnd  Bogenhöhen;  dann  einige  5 stell.  Bogenlängen;  dann  eine 
kleine  Tafel  über  die  Relation  der  Badien,  Kreise  und  Kreisfi&chea; 
dann  die  4  stell.  Qaadratzahlen  dnrch  die  100  tel  Ton  1  bis  10;  dann 
die  4 stell.  Enbikzahlen,  Engeloberflächen  nnd  Engeln  Ton  1  bis  50; 
dann  die  Dimensionen  der  Erde  in  Toisen  nnd  Meter  nebst  Loga- 
rithmen ;  dann  die  Lehre  Tom  metrischen  Mass-,  Gewichts-  nnd  Mflni- 
system;  dann  Vergleichnng  verschiedener  Masse;  dann  physikalische 
Zahlenangaben ;  dann  noch  2  Aaszflge.  Es  folgen  die  nötigen  Erlln- 
temngen.  Die  Differenzen  nebst  allen  Zehnteln  znm  Interpdirea 
sind  bei  allen  regelmässigen  Tafeln  znr  Seite  angegeben. 

Im  Nachwort  verwirft  der  Heransgeber  schlechthin  bis  anf  spe- 
cielle  Ausnahmen  alle  Anwendung  von  mehr  als  5  stelligen  Logarith- 
mentafeln. Seine  Gründe  sind  höchst  oberflächlich  nnd  einseitig. 
Wenn  er  aus  dem  Genauigkeitsgrad  von  Messungen  direct  anf  das 
Bedürfniss  der  Rechnung  schliesst,  so  hat  er  nur  gewisse  Zwecke 
und  Berufszweige  vor  Augen.  Der  Schluss  ist  nicht  einmal  fftr  alle 
praktischen  Rechnungen  richtig,  an  die  theoretischen  hat  er  bei  den 
„wissenschaftlichen"  gar  nicht  gedacht 

Wir  stimmen  dem  Herausgeber  darin  bei,  dass  für  die  Schale 
ausschliesslich  der  Gebrauch  von  5  stelligen  Logarithmentafeln  passend 
ist,  aber  nicht  weil  der  Schüler  mehrstellige  später  nie  anzuwenden 
brauchte,  sondern  weil  sie  zur  Erlernung  des  Gebrauchs  voll- 
kommen hinreichend  sind,  bei  mehrstelligen  nur  Zeit  und  Mühe  ve^ 
schwendet  wird.  Die  Schulen  als  Bildungsanstalten  wtirden  ihre  Be- 
stimmung ganz  verfehlen,  wenn  sie  den  Schüler,  statt  ihn  durch 
gehöriges  Yerständniss  zum  Gebrauch  aller  zweckmässig  eingerichteten 
Tafeln  zu  befähigen,  zum  Gebrauche  einer  bestimmten  Tafel  abrichten 
wollten. 

Was  sonst  im  Nachwort  zur  Rechtfertigung  getroffener  Wahl 
gesagt  ist,  ist  ziemlich  selbstverständlich ;  was  aber  darin  nicht  gesagt 
ist,  möchte  doch  noch  zu  mancher  Frage  Anlass  geben.  Warum  hat 
der  Herausgeber  die  Seiten  der  Logarithmentafel  durch  eine  unter- 
gesetzte Tafel  verkürzt,  die  mit  ihrem  Hauptgebrauche  nichts  za  ton 
hat,  und,  zum  Teil  infolge  davon,  für  die  Haupttafel  so  kleine  Ziffern 
angewandt,  dass  man  sie  nur  bei  vollem  Tageslicht  ohne  Mühe  er- 
kennt? In  beiden  Dingen  ist  er  Bremiker  nachgefolgt,  der  leider 
von  dem  deutlichen  Druck  der  alten  Vega'schen  Tafeln  abgegangen 
ist.  Im  Gegenteil  hat  August  die  Forderung  der  Deutlichkeit  fftr 
wichtig  genug  gehalten  um  zugunsten  grösserer  Ziffern  das  Format 
der  neuen  Ausgabe  zu  vergrössem.  Es  ist  dies  ein  Vorzug,  welcher 
dessen  Tafeln  zur  Einführung  in  Schulen  soviel  tauglicher  macht  all 
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die  Gkrass'schen,  dass  neben  jenen  kanm  noch  ein  Grond  inr  Herans- 
gäbe  dieser  enichüich  ist,  der  aber  ancb  dem  Rechner  bei  andanem- 
der  Arbeit  dne  bedeutende  Zeiterspamiss  bringt  Letztem  Unter- 
schied merkt  freilich  deijenige  nicht,  der  die  Deutlichkeit  nach  dem 
ersten  Anblick  einer  Seite  schätzt;  er  wird  erst  fühlbar,  wenn  man 
oft  Yon  der  Rechnung  zum  Buch  und  wieder  zurückblicken  und  sich 
TOT  Fehlsehen  der  Sffem  hüten  muss.  H. 


Bremiker's  logarithmisch-trigonometrische  Tafeln  mit  sechs 
Decimalstellen.  Neu  bearbeitet  von  Dr.  Tb.  Albrecht,  Professor 
und  Sectionschef  im  KOnigl.  Preuss.  Geodätischen  Institut  Zehnte 
Stereotyp-Ausgabe.    Berlin  1883.    Nicolai.    ß98  S. 

Die  8.  Stereotjpausgabe, 'besorgt  von  C.  Bremiker,  erschienen 
1881,  ist  im  269.  litt  Bericht  S.  7.  besprochen.  Die  10  te  erscheint 
mit  einer  bedeutenden  Yermehrung  im  trigonometrischen  Teile,  indem 
sie  innerhalb  der  ersten  5  Grade  durch  alle  Secunden  durchgeführt 
ist,  in  der  Form  der  7  stelligen  Tafel  ganz  gleich.  Die  Tafel  der 
Additions-  und  Subtractionslogarithmen  ist  unverändert  geblieben. 
Die  Angaben  astronomischer  Constanten  sind  vermehrt  H. 


Mechanik. 


Developments  in  the  kinetic  theoiy  of  solids,  liquids  and  gases. 
By  H.  T.  Eddy,  C.  E.  Ph.  D.  Cincinnati.  (Read  before  tho  Section 
of  Ghemistry  and  Phjsics,  April  26,  1883.)  Scientific  Proceedings 
of  the  Ohio  Mechanics'  Institute.  R.  B.  Ward  er,  Editor.  Toi.  II. 
p.  82—97. 

Die  Zeitschrift  ist  unter  verschiedene  Departements  und  Sectionen 
geteilt  Die  Section  für  Mechanik  steht  vielleicht  dem  mathematischen 
Interesse  noch  am  nächsten;  doch  sind  auch  die  aus  ihr  hervor- 
gehenden Aufsätze  fast  ausschliesslich  auf  die  Ingenieur-Praxis  ge- 
richtet; daher  mag  der  oben  citirto  Aufsatz  hier  zur  Besprechung 
gewählt  sein  als  einer,  welcher  sich  der  Theorie  zuwendet,  flreilich 
mehr  um  sie  zu  verwerten  als  um  sie  zu  fördern.  Er  besteht  aus 
2  Abschnitten.  Der  erste  untersucht  die  Gestaltung  der  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft  unter  der  Annahme,  dass  jedes  Molecttl  eines 
Gases  aus  2  Atomen  besteht,  und  zwar  soll  er  zeigen,  dass  in  Fällen 
partiellen  Zwanges,  der  noch  keine  vollen  Grade  der  Freiheit  der 
Bewegung  aufhebt,  die  Energie  nicht  mehr  unter  die  Coordinaton 
gleich  verteilt,  sondern  durch  jenen  Zwang  beeinflusst  ist,  wie  der 
Verfasser  in  einem  firühem  Aufsatze:  „An  extension  of  tho  thoorom 
of  the  virial ,  etc.*'  1.  c.  p.  26—43  —  behauptet  hat.    Der  Wider« 
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sprach,  den  diese  Aufstellung  scheinbar  ergebe,  beruhe  auf  einem 
Irrtum,  was  sich  an  jenem  einfachsten  Falle  am  besten  erkennen 
lasse.  Sind  die  2  Atome  in  starrer  Verbindung,  so  hat  das  MoleeOl 
eine  Freiheit  von  5  Grad,  nämlich  3  Translationen  und  2  Rotations. 
Schreibt  man  nun  jeder  dieser  Bewegungen  eine  Energie  »=  ^  zu 
(p  spec.  Druck,  v  Yolum),  so  wird  die  lebendige  Kraft  <»|pv. 
Rechnet  man  statt  dessen  die  Bewegung  jedes  Atoms  unter  dem 
Einfluss  einer  Kraft,  die  den  Abstand  constant  erhält,  einzeln,  so 
findet  der  Verfasser  als  Wert  der  lebendigen  Kraft  Ijw  +  i-^VÄ,  wo 
r  den  Constanten  Abstand,  R  den  Mittelwert  der  Spannung  bezeichnet, 
für  welchen  er  den  Ausdruck  iwr((jp'*-(-t/;'*)  einsetzt,  wo  <p',  ^'  die 
Winkelgeschwindigkeiten  um  zwei  zu  r  normalen  Axen  sind.  Mit 
Anwendung  der  im  frühern  Aufsatze  erhaltenen  Resultate  ergibt  sich 
Uebereinstimmung  zwischen  den  Resultaten  von  beiderlei  Rechnung. 
Jetzt  werden  die  Atome  in  unendlich  starke  elastische  Verbindong 
versetzt,  so  dass  r  durch  Centrifugalkraft  in  r-|-2Jr  übergebt  Ea 
zeigt  sich,    dass  die  lebendige  Kraft  der  innem  Bewegung  nahesn 

vT 

«  ipw— ,  also  proportional  der  Oscillationsweite  ist.   Wäre  die  Ela- 

sticität  in  r  nicht  der  ersten  Potenz  der  Entfernung  aus  der  Gleich- 
gewichtslage, sondern  einer  hohem  oder  niedem  proportional,  so 
würde  nur  der  Coefficient  {  bzhw.  grösser  oder  kleiner  ausfallen, 
die  Proportionalität  mit  dr  hingegen  fortbestehen.  Das  Resultat  ist 
dasselbe,  wenn  das  Molecül  ans  beliebig  vielen  Atomen  besteht  Es 
widerspricht  aber  dem,  was  Boltzraann  und  Watson  durch  die  Me- 
thode der  verallgemeinerten  Coordinaten  gefunden  haben.  Letztere 
gibt  das  Gesetz  der  Verteilung  der  Geschwindigkeiten,  die  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft  einen  Mittelwert.  Zur  Vergleichung  würde  aos 
jener  Bestimmung  der  Mittelwert  zu  ziehen  sein.  Hier  aber  handelt 
CS  sich  einesteils  erst  darum  die  in  jeder  Bestimmung  enthaltene 
Constante  durch  Versuche  zu  ermitteln,  andernteils  darf  das  Gesetz 
der  Verteilung  der  kinetischen  Energie  nicht  für  jeden  Freiheitsgrad 
als  gleich  angesehen  werden,  auch  hier  sind  unter  verschiedener  An- 
nahme Versuche  anzustellen.  Es  war  die  Aufgabe  des  Gegenwärtigen 
zu  zeigen,  dass  die  Verteilung  der  kinetischen  Energie  von  den  Kräften 
abhängt,  während  man  sie  bisher  als  davon  unabhängig  betrachtet  bat 

Der  zweite  Teil  des  Aufsatzes  handelt  von  Versuchen  die  Strah- 
lung der  Wärme  zu  erklären,  wenn  man  an  der  Hypothese  festhält^ 
dass  nicht  die  Molecüle,  sondern  nur  innerhalb  derselben  die  Atome 
um  Gleichgewichtslagen  vibriren,  jene  vielmehr  auf  einander  keine 
Wirkung  üben.  Hierbei  ist  keine  Rede  von  einem  Unterschied 
zwischen  Gas  und  Aether.  Es  kommt  daher  die  gewöhnliche  Ansiebt, 
dass  die  Wärmestrahlung  mit  der  Lichtstrahlung  durch  das  elastische 
Aethermedium  hervorgebracht  wird,  gar  nicht  zur  Sprache.    Unter 
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der  Yoraoasetzmigf  dass  es  im  ganzen  Räume  nur  indifferente  Mole- 
cflle  gibt,  werden  nun  alle  Inconvenicnzen  durchgegangen,  die  einer 
Erklftnmg  durch  Translation  sowol  als  durch  Atomvibration  entgegen- 
stehen. Nachdem  der  Verfasser  beides  verworfen  hat,  glaubt  er  noch 
einen  Sduitt  weiter  gehen  zu  müssen  und  entwickelt  die  Ansicht, 
dass  die  Annahme  einer  Vibration  innerhalb  jedes  Atoms  Erfolg 
▼erspreehe.  H. 

Vermischte  Schriften. 

NoTa  Acta  Regiae  Societatis  Scientiarum  Upsaliensis.  Serie! 
tcrtiae  vol.  XI.    üpsala  1883.    Ed.  Berling. 

Yen  den  2  Heften  des  jetzt  vollendeten  Bandes  ist  das  erste 
1881  ^vchienen.  Der  Band  enthält  3  mathematische  Abhandlungen, 
n&mlich: 

A.  Berg  er:  Ueber  einige  Anwendungen  der  F  Function  auf  die 
ZaUenlehre. 

A.  Berger:  üeber  eine  Anwendung  der  Classenzahlen  der  qua- 
dratischen binären  Formen  fär  eine  negative  Determinante. 

Ernst  Pfannenstiel:  Zur  Theorie  der  linearen  partiellen. 
Differentialgleichungen  2.  Ordnung  mit  2  unabhängigen  Veränderlichen. 

unter  den  6  übrigen  Abhandlungen  gehört  eine  zur  localen  Me- 
teorologie, zwei  zur  Zoologie,  eine  zur  Pflanzenphysiologie,  eine  zur 
Chemie,  und  eine  zum  Studium  afrikanischer  Sprachen.  H. 

Science.  Published  weeklj  at  Cambridge,  Mass.  U.  8.  A.,  by 
Moses  King.    Vol.  I. 

Dies  neue  Journal  ist  dem  wissenschaftlichen  Verkehr  in  Amerika 
gewidmet  Es  gibt  Nachricht  Aber  alle  wesentlichen  Fortschritte  und 
Entdeckungen  in  den  einzelnen  Wissenschaftszweigen,  und  geht  auf 
Technisches  nur  ein,  soweit  es  die  Gegenstände  erfordern.  Bein 
mathematische  Entdeckungen  erhalten  eine  gleiche  Berflcksichtigung. 
Es  wird  herausgegeben  von  The  Science  Company,  deren  Prä- 
sident: Daniel  C.  Gilman  in  Baltimore,  Md.  Vicepräsident: 
Alezander  Graham  Beil  in  Washington,  D.  C.  Es  beginnt  am 
9.  Febr.  1883.  Die  wöchentliche  Lieferung  enthält  mindestens  26 
breite  Octav-Seiten.  Jähriich  ersdieines  2  Bände  mit  circa  1500 
SeitaL  H. 


Johns  Hoi^dns  University  Circulars.    Published  with  the  Mffgß* 
batioB  of  the  Board  of  Trustees.    Vol.  IL    Baltimore  1883.    4^. 
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Diese  Zeitschrift,  von  der  etwa  monatlich  eine  Nnmer  erscheiBt, 
gibt  Nachricht  über  die  Tätigkeit  der  Universität,  zam  geringem  Teil 
Ober  Litterator.  Betreffend  die  Mathematik  werden  ausser  den  Vor- 
lesungen die  Vorträge  in  der  mathematischen  Gesellschaft  an%efiüul 

H. 

Nordisk  Revy,  tidning  för  vetenskaplig  kritik  och  nniversitets 
angelegenheter,  ander  medverkan  af  Proff.  0.  J.  Alin,  etc.  ntgifVen 
af  Docenten  Adolf  Noreen,  Upsala. 

Der  Heransgeber  bezweckt  mit  dieser  Zeitschrift  dnrch  gegen- 
seitige Kritik  der  Gelehrten  der  nordischen  Reiche  einen  regeren 
wissenschaftlichen  Verkehr  unter  denselben  anzubahnen,  indem  er 
dem  Mangel  an  letzterm  die  Schuld  beimisst,  dass  Skandinavien  an 
wissenschaftlichen  Erzeugnissen  andern  Nationen  nicht  gleich  stehe. 
Also  nicht  um  eine  specifisch  nationale  Wissenschaft  zu  begünstigen, 
sondern  um  einen  Mangel  zu  ergänzen,  werden  hier  ansschliesslidi 
nordische  Erzeugnisse  recensirt  H. 


Berichtigung. 

Im  litter.  Berichte  des  70.  Bds.  d.  Archivs  S.  12  bespricht  Herr 
Prof.  Hoppe  mit  einigen  V^Torten  das  unter  meiner  Redaction  erschie- 
nene „Handbuch  der  Mathematik^'  (Breslau,  Trewendt)  und  sagt  o.  A. 

„Ein  Teil  ist  von  Schlömilch  unter  dem  Titel  „ana- 
lytische Geometrie'^  bearbeitet  etc^' 

Dieser  unrichtigen  Angabe  gegenüber  erkläre  ich,  dass  kein  Tdl 
des  Handb.  d.  M.  von  mir,  und  dass  speciell  der  Abschnitt  „analyt 
Q^om."  von  Herrn  Prof.  Dr.  Heger  hier  bearbeitet  worden  ist  Die 
Titel  geben  dies  deutlich  genug  zu  erkennen. 

Dresden,  Oct.  83. 

Dr.  0.  Schlömilch, 

Geh.  Schulrath  im  E.  S.  Giiltusministerium. 

Der  Titel  des  Buches  ist: 

Handbuch  der  Mathematik  herausgegeben  von  Geh.  Schuhratb 
Dr.  Schlömilch  unter  Mitwirkung  von  Dr.  Reidt  und  Prof.  Dr. 
Heger. 

Die  ersten  Abschnitte:  Arithmetik  und  Algebra,  Planimetrie, 
Stereometrie,  Trigonometrie  —  sind  von  Reidt,  die  folgenden:  Dar- 
stellende Geometrie, ,  „analytische  Geometrie^',  Differential-,  Integral- 
rechnung, Ausgleichungsrechnung,  Renten-  etc.  Versicherung  —  von 
Heger  bearbeitet.  Red. 
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ücb-^  V*rfcilt::iis  zu  st«i;^«  ia  fcfn*i^&i^  Wräe  gelöst,  während 
sie  df£  I::Li::.  sov^it  er  Bor  iav\  e^r-rbeade  Bechniing  erkasst 
«eHvn  kacD.  dairb  Xifhveis  aller  «rv4h=:ea  AiiatCB  enetzt.  Sie 
nribt  si-^b  desa^rb  all  eia  nrtvclier  Beitn^  aa  diejenigen  Uobo- 
p^fbiea  an.  we!-:be  nach  den  «s  ia  Kver  Z*il  gc&isslen  Plane 
eiüvr  tS=fd^-:a  Ge*chi:h:e  da-  Mathei^A^  dBivk  Bearbeitung  der 
Ges-.hich:?  iiaieia^r  ProbU-ae  als  Gras üajo  za  dieaea  fähig  sind, 
uid  dcr^D  bereits  ei::o  kleine  *''t^M  seit  e>?^ebeaer  Anr^ang  der 
Ide*  ench:enen  sind.  H. 


System  der  Chrü^olojic.    Unter  bescndirer  BertcksicbtigoDg  ia 
jüd::ch->n.  rCmi^cben.  christlichen  and  mssi^'hoa  Zeitrecfansng.  sowie 

d<T  Os:irr>?cbanag.    Als  Beitrag  rar  Ci:;it:rgiesc 

für  HUtoriker,  Philolcgen.  Tbeclogea  and  Freoi 
soKio  för  Gt'MiJetf  aller  Stände  gemeinvcrstim 
F.  J.  Brockmann.  Oberichrer  am  Kgt  Gy 
Standort  16^3.     Ferdinand  Enke.     Il2  S. 

Da  das  nmfasseaJe  Werk  Jdeler's:  ^Handbi 
schon  und  lechniscbon  Chronologie"  —  nnr  Wen 
fin  andere;  amfassendes  Werk  Ober  Chronologi 
<ioll  das  gegenwärtige  kleine  Bach  einem  grössei 
Ilui^miUcl  dienen  am  mit  der  sncccsairen  Entxt 
bTiug  der  ciTilisirten  Volker  bekannt  la  ircrdca. 
'■-.UAwV-T -.  die  Zeitrechnung  der  Hebr&er,  die  der 
■;>.  jaliantsche  gerechnet  ist.  die  gregorianische  ' 
,.■■„•■.  0 jlerrcchnong ■  die  byzantinische  oder  rassi 
h:'i-iri:<  hnnng ,  den  repnbLcani sehen  Kalender 
f'-i/'-  ijIr'T  das  Gebnrt^ahr  Christi  and  die  7a 
vi  (^:*/t  am  Sohlassc  +  Tabellen.  Der  Terfasst 
i  ■.•i/m-h  damit  etwas  vollendetes,  abschüeesende 
Vi,«  vfit'i'M  aach  ohne  dies  an  ein  Bnch  von  so 
..•■.,:•  »i:ji|/':lti;nden  Anforderangcn  st«llen.  Doch 
i:  ui.  *tt  ulv^rliaupt  all  Holfamitlel  dargeboten  « 
iii.i.di.i^  vr  )»  diiiT  Beziehung  damit  etwas  daaer 
;;<.ii...n<u  M'ynlt^u  «ei.  Es  wOrde gendgea,  wenn 
J.ni,.  iiu>  d'T  ((.n'Jjithtlichen  Darstcllnng  gehörig 
ijii.i.M-  ulxjbi'litljih  geordnet  w&rc.  An  ranem  B 
htli  und  i;ii('iiJi|fk'.-U,  luvicl  deren  auch  existirt  hi 
J.*w;r  wüuig  g<|ii/i;i(  sc-iD.  Ia  dieser  Beziehnn, 
etwa«  bosHerrK  »i^baffcu  lasHcn.  Die  Darslellnng 
alt*:u  Ztut,  welcbir  der  Verfasser  tlherhaapt  gen: 
Kulcgeu  Bcbeint,  deuUt  am  wenigstens  dar* 
f  'te.     Er  begiBDt  mit  der  gegen 
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Jadeo,  besümmt  dann  die  Zeit  ihrer  definitiven  Regelnng,  geht  dann 
auf  dea  PenUteucb  zurOck  and  fährt  dann  in  irgend  welchem  Teile 
dieses  3000jährigen  ZeiUbschnitU  fort,  bald  anscheinend  reforirend, 
bald  anscheinend  forschend,  bald  eine  astronomische  Erklärung,  bald 
einen  Excars  anf  die  Neuzeit  ciuschaltend,  stets  Neues  bringend, 
was  er  in  der  Tat  in  einer  deutlichen,  eiacten,  gefälligen  und  ein- 
ncbraenden  Sprache  vortragt.  An  alledem  vermissen  wir  eine  Dispo- 
sition dea  Stoffs,  ans  der  zn  ersehen  wäre,  was  man  wissen  müssto, 
wieviel  davon  bekannt  ist,  und  welche  Fragen  übrig  bleiben.  Die 
Bestimmung  des  Buchs  fSr  soviel  verschiedene  Classcn  von  Losem, 
wie  auf  dem  Titel  steht,  lässt  vermuten,  dass  der  Verfasser  nol  keine 
von  diesen  Classen  im  Auge  gehabt  und  an  deren  Fragen  gedacht 
bat,  vielmehr  bloss  von  seiMn  Studien  geleitet  worden  ist.  Wie  sollte 
man  sich  z.  B.  die  Behauptung,  S.  3.,  anders  erklären:  von  der 
Srhaltmethode  der  Juden  ans  ältester  Zeit  sei  nirgends  die  Rede, 
doch  sei  soviel  sicher,  dass  je  nach  der  Erwartung  der  Oersteuernto 
eio  Tag,  mehrere,  eine  Woche,  ein  Monat  zwischen  den  Jahren 
eingeschaltet  worden  sei?  Eine  solche  Anfstelluug,  die  mit  der  Be- 
stiniDinng,  dass  das  Jahr  mit  dem  Monat,  der  Monat  mit  dem  Neu- 
monde beginnt,  in  offenbarem  Widerspruche  steht,  soll  dorn  Leser 
geoflgen,  und  ob  für  etwas  spätere  Zeit  doch  wol  noch  Zeugnisse 
vorhanden  sind,  bleibt  ganz  unerwähnt.  In  der  Geschichte  der  neuen, 
julianischen  und  gregorianischen  Zeitrechnung,  namentlich  bezüglich 
aal  die  Osterrechnuug ,  welcher  darin  eine  bedeutende  Stelle  eingo- 
ränmt  wird,  war  es  mehr  als  in  d^r  frühem  Geschichte  geboten  die 
Sacberklärung  von  der  Entwickelung  und  den  Verschiedenheiten,  Über- 
haupt von  jeder  Art  historischen  Angaben  deutlich  zn  trennen,  weil 
sonst  entweder  beide  Elemente  Locken  behalten  oder  die  Uebersichf 
rerloren  gebt.    Hier  ist  beides  ziemlich  gleichzeitig  behandelt,   zwar 

in    laii11Ir>hBTn    7iiBaniinonhonoi>    nnil    in  hpeaPTP.r  OrHimng  dargestellt, 

Was  das  Buch 
kann  sehr  wol 
{Stellungen  sind 
Eelnes  beziehen, 
das  BesseruDgs- 
soin  können. 


Overgedrukt  uit 
ä3.    17  S. 

r  Snellius  Vater 
}nel  van  RoÜou, 
i  in  Ondowater, 
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empfieng  seine  erste  AusbildaDg  in  Utrecht,  besachte  die  Universü&tefi 
Jena,  Wittenberg  und  Heidelberg,  war  magister  artium  in  Marburg, 
beschäftigte  sich  hier  hauptsächlich  mit  Philosophie  and  onterricht^e 
im  Griechischen,  Lateinischen  and  Hebräischen.    Später  zog  er  nadi 
Italien  and   gieng  in  Pisa  and  Florenz  zum  Stadiam  der  MedkiB 
über,  von  wo  er  erst  nach  16  Jahren  in  sein  Vaterland  (HoUaad) 
zarückkehrte.    Er  liess  sich  in  Oadewater  nieder  and  heiratete,  »g 
aber  bald  nach  der  neagegründeten  Universität  Leiden,  stadirte  da- 
selbst Medicin,  ward  Lector,  dann  ansserordentlicher  Professor  für 
Mathematik  und  Hebräisch.    Bei  ihm  hörte  Prinz  Moritz.    £r  stand 
in  frenndschaftlichem  Briefwechsel  mit  dem  Landgrafen  von  Hessen, 
zog  eine  Zeitlang  dahin   and  kehrte  1601  als  ordentlicher  Professor 
nach  Leiden  zarück,  wo  er  1613  starb.     Er  war  Zeitgenosse  der 
Theologen  Gomarns  and  Arminias,  befreundet  mit  letzterem,  daher 
im  Streite  beider  wahrscheinlich   auf  dessen   Seite.     Er   hinterliess 
mathematische  und  naturwissenschaftliche  Schriften ,  die  jedoch  mcfat 
aufgefunden  worden    sind.    Sein  einziger  Sohn  war  Willebrord,  ge- 
boren 1591  in  Leiden.     Dieser  entschied  sich  von  Jagend  an  f&r 
Mathematik  und  gab  im  17  ten  Lebensjahre  sein  erstes  Werk  heraus, 
nämlich  über  den  Almagest  des  Ptolemaens.    Er  lernte  in  Wflrzborg 
Adrianus  Komanus,  in  Prag  Tycho  Brah6  und  Kepler  kennen  and 
war  Freund  des  letzteren.    Er  studirte  ferner  in  Paris.    Nach  Darcb- 
wanderung  der  Schweiz  kehrte  er  nach  Leiden  zurück,  wo  er  13  Jahre 
als  Nachfolger  seines  Vaters  Professor  der  Mathematik  bis  zu  seiBes 
Tode  1626  war.     Ausserdem  ist  von  seinem  Leben  nichts  beknrt; 
nur  aus  einmaliger  Erwähnung  eines  Sohnes  ist  zu  ersehen ,  dasi « 
verheiratet  war.    Von  seinen  Werken  sind  zwei  bei  Lebzeiten  ms^ 
Vaters  erschienen:  das  eine  in  3  Teilen  über  ein  Manuscript  von 
Pappus,  das  andre  über  die  Werte  der  Geldsorten  der  Griechen, 
Römer  und  Israeliten.    Aus  der  Zeit,  wo  er  in  Leiden  angestellt  war, 
ist  sein  erstes  Werk  betitelt  Cyclomctricus,  worin  er  das  Verhältniss 
von  Kreis  und  Durchmesser,  kürzer  als  Ludolf  van  Ceuleu,  aber  noch 
in  äusserst  mühevoller  Weise,  ohne  Gebrauch  von  Logarithmen,  auf 
34  Stellen  berechnet.    Dann  folgte  sein  Lehrbuch  der  ebenen  und 
sphärischen  Trigonometrie,  erst  nach  seinem  Tode  von  einem  seiner 
Zuhörer  herausgegeben ;  es  enthält  die  Berechnung  einer  Sinns-  und 
Tangententafel  ohne  Logarithmen  und  die  Sinusproportion  am  Drei- 
eck, ausserdem  praktische  Anwendung;    in  der  sphärischen  Trigono- 
metrie werden  die  Relationen   des   Neben-  und   Poldreiecks  zuge- 
zogen.   Femer  findet  sich  von  ihm  beschrieben  ein  Komet  von  1518 
nebst  dem   Rohtmann'schcn    Kometen   von   1585.     Seinen  Schriften 
über  die  Beobachtungen  an  der  Kasseler  Sternwarte  wird  wenig  Wert 
beigelegt.     Auch  verharrte  er  gegenüber  Coppernicus  anf  der  Ptole- 
\nschauung.    Ferner  hat  er  über  Nautik  und  die  Eigen- 
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Schäften  der  Loxodrome  geschriebeo.  Einen  dauernden  Ruf  hat  &^ 
Werk  „Eratosthenes  Batavus",  erschienen  1617,  über  Bestinun««^ 
der  Grösse  der  Erde,  anter  Annahme  der  Kugelgestalt,  enrorbea. 
Sie  beruht  auf  Gradmessung,  die  er  durch  ein  über  Holland  ausi^ 
dehntes  Dreiecksnetz  selbst  ausführte.  Der  berechnete  Meridian  ksI 
etwa  um  ^  zu  klein.  Auf  seine  Anregung  wurden  dann  die  Bren 
ecksnetze  über  andere  Länder  ausgedehnt.  In  demselben  Werke 
findet  sich  auch  die  mit  Unrecht  nach  Pothenot  benannte  geodätiscbe 
Aufgabe  gestellt  und  gelöst.  Es  wird  hier  darauf  auftnerksam  ge- 
macht, dass  in  diesem  Archiv  T.  IL  S.  210  Yerdam  die  Priorität  des 
SneUius  nachweist,  dass  trotzdem  in  einem  spätem  Artikel  desselben 
Archivs  wieder  von  der  Pothenot'schen  Aufgabe  die  Rede  ist  Es 
wird  erklärt,  wie  es  gekommen  sei,  dass  das  von  Descartes  zuerst 
aufgestellte  Gesetz  der  Lichtbrechung  dem  Snellius  zugeschrieben  sei. 
Allerdings  hat  dessen  Zuhörer  Hortensius  ausgesagt,  dass  Snellius 
das  Gesetz  an  der  Universität  gelehrt  habe,  doch  findet  sich  in 
Snellius  Schriften  nichts  davon.  Es  werden  dann  die  ferneren  Unter- 
suchungen über  die  Urheberschaft  durchgegangen,  und  die  Gründe 
zosammengestellt,  welche  für  die  des  Snellius  sprechen,  und  zwar  in 
dem  Sinne,  dass  Descartes  bei  seinem  dreimaligen  Aufenthalt  in 
Holland  die  Entdeckung  von  Snellius  empfangen  habe.  H. 


Bullctino  di  bibliografia  e  di  storia  dclle  sciouzo  matematiche  e 
fisiche.  Pubblicato  daß.  Boncompagni.  Tomo  XV.  lioma  1883. 
Tipografia  delle  scienze  matematiche  o  fisiche. 

Der  Inhalt  ist  folgender. 

Antonio  Favaro:  Uebcr  das  Leben  und  die  Werke  von  Barto- 
lomeo  Severe,  Schweizer  Mathematiker  dos  17.  Jahrhunderts. 

Ch.  Henry:  üeber  die  zwei  ältesten  frauzösiscbon  Lehrbücher 
des  Algorithmus  und  der  Geometrie.  Beide,  altfrauzüsisch ,  sind  hier 
nach  den  Manuscripten  gedruckt. 

K  Narducci:  Ueber  zwei  ungedruckto  Abhandln ugon  vom 
Abacus  enthalten  in  zwei  Codices  Vaticani  des  12.  Jahrlmnderts. 
Beide,  lateinisch,  einer  von  Turchillus,  der  andre  anonym ,  sind  hier 
gedruckt. 

Joseph  Perrott:  Ueber  eine  spanische  Arithmetik  des  6.  Jahr- 
hunderts. 

Moritz  Steinschneider:  Ergänzung  zur  Notiz  über  die  dorn 
Peter  III.  von  Aragonien  zugeschriebenen  astronomische  Tafeln. 
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S.  Günther:  Der  Briefwechsel  zwischen  Gauss  and  Sophie 
Germain.    Ins  Italienische  übersetzt  von  A.  Sparagna. 

D.  Bierens  de  Haan:  Historisch  wissenschaftliche  nieder- 
ländische Bibliographie  der  wichtigsten  Werke,  deren  Verfasse  im 
16.  17.  und  18.  Jahrhundert  geboren  sind,  über  die  mathematischa 
und  physikalischen  Wissenschaften  und  deren  Anwendungen. 

P.  Riccardi:  Giacomo  Manzoni.  Studien  analytischer  ffi^ 
bliographie.  Zweite  Studie,  über  die  ersten  Erfinder  der  Druck- 
Icttern  im  Dienste  der  Sculptur,  der  Miniatur  und  der  Schrift;  BOcfaer 
und  Exemplare  von  Charakteren,  eingeschnitten  oder  gedruckt  bis 
zur  Mitte  des  16.  Jahrhunderts;  deren  Verfasser.  Mit  8  xyiogra- 
phirten  Tafeln.  Bologna  1882  bei  Caetano  Romagnoli,  Herausgeber 
der  königl.  Commission  für  die  Sprachregelung. 

B.  Boncompagni:  lieber  die  Acten  von  der  Greburt  und  dem 
Tode  des  Pierre  Simon  Laplace.    Es  folgen  die  Acten  gedruckt 

E.  Narducci:  lieber  einen  ungedruckten  Commentar  TonBemi 
d'Auxerre  zum  „Sat>Ticon^^  des  Martianus  Capella  und  andre  Ck>m- 
mentare  zu  demselben.  Bruchstück  der  Arithemetik  des  Martianos 
Gapella.    Commentar  von  R6mi  d'Auxerre  zu  dieser  Arithmetik. 

A.  Favaro:  Die  Galileianischen  Autographien  im  Archiv  Mar- 
sigli  in  Bologna. 

A.  Gonocchi:  Musterung  der  Schriften  über  die  Deviation  der 
Pendel  und  den  Foucault'schen* Versuch. 

Ch.  Henry:  Die  mathematischen  Kenntnisse  von  Jacques  Casa- 
nova de  Seingalt. 

B.  Boncompagni:  lieber  das  Leben  und  die  Arbeiten  von 
Antoine  Charles  Marcollin  Poullet-Delislo. 

Aristide  Marre:  lieber  acht  ungedruckte  Briefe  des  P.  Claude 
Jaquemet  de  TOratoire.    Es  folgen  die  acht  Briefe. 

Pubicationsverzeichnisse  im  2.  4.  6.  8.  10.  und  12.  Hefte. 

Zwei  der  genannten  Abhandlungen  sind  besonders  herausgegebeiL 
Es  sind  die  folgenden.  H. 


Atti  di  nascita  e  di  mortc  di  Pietro  Simone  Marchese  di  La- 
place pubblicati  da  B.  Boncompagni.  Roma  1883.  Tipografia 
delle  scienze  matematiche  e  fisiche.    4^.    22  S. 
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Es  werden  65  Schriften  aufgeführt,  in  welchen  eine  Angabe  über 
Laplace's  Geburt  oder  Tod  oder  über  beides  vorkommt.    Im  Geburts- 
jahr 1749  stimmen  sie  überein,  dagegen  werden  4  verschiedene  Tage 
angegeben,    der  23.  22.  27.  und  28.  März.    Ans  dem  Register  der 
Taufen,    Trauungen  und  Beerdigungen,  aufbewahrt  in  der  Mairio  de 
Beaumont  en  Auge,  wird  ersehen,  dass  P.  S.  Laplace  am  23.  März 
geboren,  am  25.  März  getauft  ist,  Sohn  von  Pierre  Laplace  und  seiner 
Gattin  Marie  Anne  Soeben.     Das  Document  ist  wörtlich  mitgeteilt. 
Auf  Grund  desselben  ist  die  Angabe  in  26  jener  Schriften  richtig, 
in   17    Schriften    und  5  Auflagen  eines  Conversationslexikons  irrig. 
Ebenso    findet  sich  übereinstimmend  das  Todesjahr  1827  angegeben, 
der   Tag  hingegen  als  der  5.  6.  und  7.  März  und  der  5.  Mai.    Das 
Civilstandsarchiv  der  Cancellei  des  Tribunals  der  Präfectur  des  Seine- 
Departements  zeigt,  dass  der  5.  März  der  Todestag  ist.    In  28  Schrif- 
ten und  2  Auflagen  des  Brockhaus'schen  Conversationslexikons  sowie 
einigen*  Auflagen  anderer  ist  die  Angabe  richtig,  in  16  Schriften  und 
5  .Auflagen  von  Encyklopädien  irrig.  H. 


Intomo  a  vari  comenti  fin  qui  inediti  o  sconoscinti  al  „Satyricon^^ 
di  Marziano  Capella  memoria  di  Enrico  Narducci  seguita  dal 
comento  di  Remigio  d'Auxerre  al  libro  VII.  „De  Arithmetica"  della 
stessa  opera.  Roma  1883.  Tipografia  delle  scienze  matematiche  o 
fisiche.    49,    78  S. 

Martianus  Mineus  Felix  Capella  hat  vor  439  n.  Chr.  wahrschein- 
lich in  Carthago  gelebt  und  daselbst  9  Bücher  geschrieben,  2  betitelt 
„De  nuptiis  Philologiae  et  Mercurii",  die  übrigen  „De  septem  artibus 
liberalibus",  nämlich  Grammatik,  Dialektik,  Rhetorik,  Geometrie, 
Arithmetik,  Astronomie  und  Musik.  Es  folgt  eine  reiche  Sammlung 
von  Litteratur  bezüglich  auf  diese  Schriften;  dann  ein  Bruchstück 
aus  der  Arithmetik.  Es  ist  eine  Ursprungsphilosophie,  welche  mit 
der  successiven  Bildung  der  Zahlenreihe  die  Entstehung  der  Ur- 
begriffe  und  Weltelemente  verknüpft.  Hierzu  folgen  die  Texterklä- 
rungen von  R^mi  d'Auxerre.  H. 


Zero.  B.  Boncompagni.  Estratto  dal  Giornale  degli  Ernditi 
e  Curiosi  di  Padova.    V.  U.    f.  36.    4  S. 

Es  sind  Stellen  aus  alten  Manuscripten  zusammengesucht,  welche 
das  Wort  zero  und  gleichbedeutende,  das  Zeichen  und  die  Bedeutung 
betreffen.  In  einem  Manuscript  von  Magister  Jacob  von  Florenz 
lehrt  derselbe,  dass  zeuero  =  zero  nicht  null  bedeute,  sondern 
Freiheit  lasse  für  beliebige  Bedeutung;  an  andrer  Stelle,  dass  das 


J 
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Zeichen  0  nncntbehrlich  sei  um  Zehner, 
schreiben.  In  einem  Lehrbuch  der  Arithrae 
geBchriebet],  findet  sich  eine  Stelle,  wo  von 
durch  welche  alle  Zahlen  bezeichnet  werd 
Figur,  welche  nicht  null  bedeute,  sondern  ir| 
und  welche  lateinisch  zero,  griechisch  cifra 
mandem  aber  null  genannt  werde.  Leonari 
der  Ergänzung  der  9  Figuren  durch  das  Zcicl 
genannt.  Giovanni  TargioDi  Tozzetti  fflgt  zu 
hinzu,  der  Ursprung  des  Toacaniscben  Wer 
Franz  Woepcke  nennt  zero  eine  Modificatian 
leitet  zero  vom  hebräischen  zer  her,  welches 
bedeute,  Nesselmann  vom  arabischen  sahrä  sii 
anch  finde  sieb  das  Wort  zero  im  spätem  La 
hat  es  in  keiner  lateinischen  Schrift,  auch  n 
cango  gefunden.  Dozy  und  Engelmann  Iciti 
cifr  ab.  Devie  im  cthymologischen  Wörter 
alten  Lehrbtkchem  des  Calcnlus  das  Wort  sil 
Bei. 

Galileo  „Middlehnrgo"  e  i  figlinoli  di 
pagni.  Estratto  dal  Oiornale  degti  Erudil 
V.  IL    f.  37.    1883.    3  S. 

In  einer  Bibliothek  zu  Rom  ist  ein 
„De  vero  telescopii  inventore"  von  Petro  B 
welche  das  vom  Magistrat  der  Stadt  Middclt 
1655  angeordnete  Verhör  zweier  Zeugen,  J 
Sara  Goedarda,  ersterer  Verfertiger  von  Fe 
letztere,  wie  es  scheint,  dessen  Schwester,  w 
ans,  dass  sein  Vater  Zacharias  Joannides  (Je 

—"'■  "■■ Erfindung  im  Jahre  1590  verfer 

nger  als  16  Zoll  waren,  dass  zwi 
>ritz  von  Nassau  und  dem  Erz) 
)n,  dass  1618  er  selbst  und  seil 
tmröhre  erfanden,  dann  von  wei 
in.  Die  mehrfach  zweideutigen, 
»aren,  daher  nnr  Schwäche  der  '. 
iiner  Seite  beachteton  Aussagen  ( 
lie  langen  Fernrohre.  Am  Schli 
pcctaclo  de  la  Naturc"  von  Pli 
ie  Jansen's  Kinder  beim  Spielet 
)emerkten,  welche  den  Vater  ao 
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ij.    linBifiiiiin  •*  .  4t'ttrQ  matmetismü    ia  cui  la  svopcHu    hl  *ih- 

R  Boacjmpa^a:.     Eatratto   dal   Gionaie   dv^^u    bMiüiU  o 
T.  n.     N.  34.     l>^:j.     1  s. 

werieÄ  zw»'i  Zeiunii^s*;    tafOr  da fi:^» bracht»  Ja:**  Giov.iuui  I^u- 
Kumajnoä  keinea  Anteil   an  der  Ernuduii^  do:^  rvU^tHi^Iui» 
ihm  in  dt^m  ^jnanutoa  Juiirnal  ^agt^^chiKbou  \*ütdcu  isi. 


Arithment  Alir^^bra  uikI  rcinc  Aualvsiijs 

-Inwendniiiica    kr  WahrschoiuIichktnU-Kcchaung    m   dvr 
inahesüiuiere   bei  Verthoilua^j:  dor  Ehca  uacli   dvm  LoKun- 
der  Ellegatten.     Voq   Lurj^r    Pero^^a.     Deutsch    bearbeitet 
▼Ott   Oscar  Elb.     Dresdea  is<3.     E.  L.  Kuecht.     4".    33  S. 

Als  nea  wird  bezeichnet  die  Anweuduag  der  graphischen  l>ar- 
auf  atatistiaeh  betstiminte  FuucMouen  -iweier  Variabeiu,  mit 
aaf  die  Möglichkeit  sie  aach  aof  Functiouen  dreier  Variabein 
ihneiL  Sie  hatte  bisher  nur  stattgefunden  in  Bezug  auf  diis 
Fehlen  der  Worfgescho&se  nach  den  nach  zwei  Dimeosiauen  ver- 
»cfaiedcnen  Richtungen  hin.  Es  ist  noÄ  an  den  vom  Königreich 
8  Jahre  hindurch  geführten  Tabellen  über  die  Anzahl  der 
len  Ehen  in  Abhängigkeit  vom  Alter  des  Mannes  und  der 
die  Bemerkung  gemacht  worden,  dass  die  darstellenden  Flachen 
Functionen  sehr  nahe  übereinstimmen^  sowol  für  das  ganze» 
ala  fär  einzelne  Teile.  Nach  Vergleichuug  mit  andern  statisti- 
Resoltaten,  ergab  sich  überall  ein  gleiches  Gesets.  Diese  Ueber- 
einatimmang  ist  offenbar  darum  hOehst  auÖUllig,  weil  die  natürlichen 
Data  fär  beide  Functionen  wesentlich  verschieden  sind.  Die  Schüsse 
haben  einen  gegebenen  Zielpunkt,  den  zu  tn^ffen  in  der  Absicht  liegt, 
mithin  der  Wahrscheinlichkeit  nach  ein  gegebenes  Maximum,  um 
welches  herum  sie  ohne  deutliche  Grenzen  variireu.  Die  Ehen  haben 
im  Gegenteil  nur  gegebene  Grenzen  in  der  Heiratsfähigkeit  und  der 
Lebensdauer,  ein  scharf  bestimmtes  Centrum  hat  hier  keinen  ersicht- 
lichen Grand.  Es  wäre  daher  zu  erwarten,  dass  die  darstellende 
Fläche  für  die  Geschosse  eine  Spitze  über  dem  Zielpunkt,  die  für 
die  Ehen  eine  Kuppel  zeigen  würde.  Letztere  Flüche  ist  am  Schlüsse 
der  Abhandlung  in  Centralprojection  abgebildet  und  erhebt  sich  von 
aHen  Seiten  inuner  steiler  gegen  eine  Spitze  über  einem  Punkte  der 
Basis,  dessen  Coordinaten  sind:  28  Jahr  als  Alter  des  Mannes,  23 
der  Frau.  Zur  Vergleichung  ist  erstere  FlÄcho  nicht  beigefügt;  da 
sich  indes  eine  solche  Gestalt  weit  eher  bei  den  Geschossen  voraus- 
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setzen  Hess,  so  wird  man  geneigt  sein  eine  Bestätigang  des  Sat^ 
über  die  Uebereinstiraraung  beider   Flächen   anzuerkennen.    Weia 
jedoch  die  Bemerkung  noch  näher  bestimmt  und  behauptet  wird,  das 
Maximum  entspreche  dem  mittleren  Lebensalter,   so  kann  dies  ola- 
bar  nur  sehr  ungenau  zutreffen,  da  das  mittlere  (durcbscbnittlick) 
Alter  des  weiblichen  Geschlechts  wol  höher,  kcincnfalls  aber  um  \ 
geringer  sein  kann  als  das  des  männlichen.    £s  wird  femer  bemertl, 
dass  die  Curven  des  constanten  Functionswerts  auf  beiden  Fläch« 
nahezu  Ellipsen  sind,  doch  mit  dem  Unterschied,  dass  deren  Proja- 
tionen  auf  die  Basis  bei  den  Geschossen  concentrisch  sind,  bei  d<^ 
Ehen  nicht    Von   letztem  wird  gesagt,  die  grosse  Axe  gehe  durch 
das  Maximum   und   laufe  unter  45^  zu   den  beiden  Haaptaxen  da^ 
Lebensalter  der  Männer  und  Frauen,  d.  h.  sie  durchlaufe  alle  Com- 
bi nationen  der  Lebensalter,  in  welchen  die  Differenz  zwischen  dem 
Alter  des  Mannes  und  der  Frau  constaut  und  gleich  derjenigen  ist, 
welche  zwischen  den  mittleren  Lebensaltern  zur  Zeit  der  Verheiratung 
besteht.    Ausserdem  bespricht  die  Schrift  manche  andere  Fragen  und 
gibt  Tabellen,  Formeln  und  Diagramme  über  Beobachtungen. 

H. 


Physik. 

Die  Physik  im  Dienste  der  Wissenschaft,  der  Kunst  und  ds 
praktischen  Lebens.  Unter  Mitwirkung  von  Dr.  J.  von  B ebber, 
Abteilungsvorstand  auf  der  deutschen  Seewarte  in  Hamburg;  C.  Grtb- 
Winkel,  kais.  Postrat  in  Frankfurt  a.  M.;  Dr.  E.  Hartwig,  Aä- 
Stent  an  der  Univ.-Stem warte  in  Strassburg;  Dr.  E.  Lommel,  Pro- 
fessor an  der  Universität  zu  Erlangen;  Dr.  F.  Melde,  Professor  »n 
der  Universität  zu  Marburg;  Dr.  J.  Rosenthal,  Professor  an  de 
Universität  zu  Erlangen;  Th.  Schwartzc,  Ingenieur  in  Leipzig; 
Dr.  A.  von  Urbanitzky,  Assistent  an  der  technischen  Hochschule 
zu  Wien;  Dr.  H.  W.  Vogel,  Professor  an  der  technischen  Hoch- 
schule zu  Berlin;  Dr.  J.  G.  Wall  entin,  Professor  am  Obergymna- 
sium  im  IX.  Bezirk  in  Wien;  herausgegeben  von  Dr.  G.  Krebs, 
Oberlehrer  an  der  Musterschule  (Realgymnasium)  zu  Frankfurt  a.M. 
Stuttgart    Ferdinand  Enke.    I.  Lieferung  1883.    112  S. 

Das  Werk  soll  in  circa  5  Lieferungen  erscheinen.  In  der  ersten 
Lieferung  sind  die  3  Themata  behandelt:  die  Photographic,  die  Spec- 
tralanalyse  und  die  meteorologischen  Stationen.  Ueber  jeden  dieser 
Gegenstände  wird  von  der  Geschichte,  der  physikalischen  Erklärung 
und  der  technischen  Ausführung  soviel  mitgeteilt  als  zu  einer  deut- 
lichen, richtigen  und  zusammenhangenden  Vorstellung  notwendig  ist 

H. 
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Vermischte  Schriften. 

Acta  Mathematica,  Zeitschrift  herausgegeben  Ton  G.  Mittag- 
Leffler.  11.  Stockholm  1883.  F.  u.  G.  Boijer.  Berlin,  Mayer  u. 
Mtlller.    Paris,  A.  Hermann.    4^. 

Der  Inhalt  des  II.  Bandes  ist  folgender: 

E.  Gonrsat:  lieber  eine  Classe  von  Functionen,  die  durch 
bestimmte  Integrale  dargestellt  sind. 

P.  Appell:  Ueber  eine  Ciasso  von  Functionen  zweier  unab- 
hängigen Yariabeln. 

C.  Crone:  Ueber  eine  Gattung  symmetrischer  Curven  6.  Classe. 

H.  Poincard:  Ueber  die  Functionen  zweier  Variabein. 

£.  Picard:  Ueber  Functionen  zweier  unabhängigen  Yariabeln, 
die  den  Modnlarfunctionen  analog  sind. 

H.  Valentiner:  Zur  Theorie  der  Raumcurven. 

Hj.  Mellin:  Ueber  die  transcendente  Function  Q(r). 

M.  Elliot:  Ueber  eine  lineare  Gleichung  2.  Ordnung  mit  dop- 
pelt periodischen  Coefficienten. 

L.  Bourguet:  Ueber  die  eulerschen  Integrale  und  dnige  andre 
einförmige  Functionen.  —  Ueber  die  eulerschen  Functionen. 

Ch.  Hermite  und  R.  Lipschitz:  Ueber  einige  Punkte  in  der 
Theorie  der  Zahlen. 

G.  Cantor:  Ueber  eine  Eigenschaft  des  Systems  aller  reellen 
algebraischen  Zahlen.  —  Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Gesamtheiten. 
—  Ueber  die  trigonometrischen  Reihen.  —  Erweiterung  eines  Theo- 
rems der  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen.  —  Ueber  die  un- 
endlichen und  linearen  Gesamtheiten  von  Punkten.  I — IV.  —  Grund- 
lagen einer  allgemeinen  Theorie  der  Gesamtheiten.  —  Ueber  ver- 
schiedene Sätze  der  Theorie  der  Gesamtheiten  von  Punkten,  die  in 
einem  stetigen  Räume  von  n  Dimensionen  liegen.    Erste  Mitteilung. 

J.  BendixBon:  Einige  Sätze  der  Theorie  der  Gesamtheiten. 

H. 


Mathesis  recueil  math6matique  ä  l'usage  des  ^coles  speciales  et 
des  Etablissements  d'lnstruction  moyenne  publik  par  P.  Mansion, 
Professeur  ordinaire  ä  l'UniversitE  de  Gand,  Docteur  special  en 
sciences  math^matiques,  etc.  et  J.  Neuborg,  Professeur  ä  TAthEn^e 
royal  et  ä  l'Ecole  des  mines  de  Liege.  Avcc  la  collaboration  de 
plusieurs  Professcurs  Beiges  et  6trangers.  Tome  troisiöme.  Gand 
1883.    Ad.  Hoste.    Paris,  Gauthier-Villars. 
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Der  3.  Band  onthalt  folgoode  AbhandlaDgeo  und  Noten: 

Th.  Veratraoten;  Ucber  eiaen  Fankt  des  Unterricbta  ia  der 
descriptiTon  Geometrie. 

E.  C4saro:  PriDcipica  des  symbolischen  Csicals.  —  G«v- 
triBcho  Note.  —  Demorkungcn  über  oioo  WahrschciDlichkeitsaD^^ 

Ed.  Lucas:  Beweis  des  Satzes  von  Clauscn  nod  Standt  bebö- 
fctid  die  bernoulliscben  Zablon.  —  Der  CravattcnknoteD. 

J.  Ncnbcrg:  AnwendDiigeii  der  Determinanten.  —  Einige  Sitze 
von  E.  Catalan  aus  der  elementaren  Geometrie.  —  Fläche  des  Drd- 
ccks  nach  Ed.  Lacas. 

E.  Catalan  und  P.  Mansioii:  Uober  das  Princip  der  Homo- 
gen eität. 

Goedsoola:  Satze  von  Hachette  und  Chasles  über  die  BerD^ 
mngBcbenen  der  Regel  flächen. 

C.  B.  S  Cavallin:  Uebcr  gewisse  geometrische  Mittel  und  des 
Umfang  der  Ellipse. 

B.  Boncompagni:  Ucber  2  in  der  „Mathesis"  ausgesprochene 
Sätze. 

Muir  und  C^saro:  Ueber  den  Umhng  der  Eltipac. 

Kiohl  nnd  Neuberg:  ElcmoDtar  mathematische  Anfgabeo. 

Gclin:  Anzahl  der  verschiedenen  Arten  ein  convexcs  Tiebck 
durch  Diagonalen  in  Dreiecke  zu  zerlegen. 

Barbarin:  Aufgaben  über  die  Kreise. 

Delboeuf:  TriBCCtiou  des  Winkels  mittelst  der  gleichecitigea 
Hyperbel,    (Roprodnction). 

Main:  46  Ausdrucke  für  den  Dreiecksiuhalt. 

Ancion:  Ueber  die  Methode  der  Isoperimeter  nach  Andrä  und 
Rouclie. 

P.  Mansion:  Die  Methodologie  von  Daugc.  —  Ueber  die  von 
J.  Plateau  entdeckten  neuen  singniären  Punkte  der  ebenen  Cnrven.  — 
J.  Plateau  und  W.  L.  Glaishcr's  Beweis  eines  Satzes  von  Grelle. 

Legrand:  Schnitt  einer  Geraden  und  einer  Fläche  2.  Grades. 

Teixeira:  Ueber  die  Theorie  der  Imaginären. 

Ph.  Gilbert:  Aufgabe  vom  Maximum.  —  Ueber  eine  Eigcn- 
Bcbaß  des  EllipBoiiis. 

Lislcfcrme:  Constmction  der  Tangente  an  gewisse  Cnrven, 

Barrieu:  Note  über  den  grössten  gemeinsamen  Divisor  und 
das  kleinste  gemeinsame  Vielfache. 
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